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Аннотация. В цилиндрической области евклидова пространства для одного класса
многомерных эллиптико-параболических уравнений рассматривается спектральная зада-
ча Дирихле с однородными краевыми условиями. Решение ищется в виде разложения по
многомерным сферическим функциям. Доказаны теоремы существования и единственно-
сти решения. Получены условия однозначной разрешимости поставленной задачи, кото-
рые существенно зависят от высоты эллиптической части цилиндрической области.

Ключевые слова: эллиптико-параболические уравнения, спектральная задача Ди-
рихле, многомерная цилиндрическая область, разрешимость, критерия.

A CRITERION FOR THE UNIQUE SOLVABILITY OF THE
SPECTRAL DIRICHLET PROBLEM IN A CYLINDRICAL

DOMAIN FOR A CLASS OF MULTIDIMENSIONAL
ELLIPTIC-PARABOLIC EQUATIONS

S. A. Aldashev

Abstract. In the cylindrical domain of Euclidean space, for one class of multidimensional
elliptic-parabolic equations, the spectral Dirichlet problem with homogeneous boundary
conditions is considered. The solution is sought in the form of an expansion in multidimensional
spherical functions. The existence and uniqueness theorems of the solution are proved.
Conditions are obtained for the unique solvability of the problem posed, which essentially
depend on the height of the elliptic part of the cylindrical domain.

Keywords: elliptic-parabolic equations, Dirichlet spectral problem, multidimensional
cylindrical domain, solvability, criterion.

ВВЕДЕНИЕ

Корректность краевых задач на плоскости для эллиптических уравнений методом теории
аналитических функций комплексного переменного хорошо изучена в [1].

При исследовании аналогичных вопросов, когда число независимых переменных больше
двух, возникают трудности принципиального характера. Весьма привлекательный и удобный
метод сингулярных интегральных уравнений ([2]).
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Для общих эллиптико-параболических уравнений второго порядка постановку первой кра-
евой задачи впервые осуществил Г.Фикера [3]. В обобщенных пространствах эта задача изу-
чена в [4].

В данной работе для одного класса многомерных эллиптико-параболических уравнений
получена критерий однозначной разрешимости спектральной задачи Дирихле в цилиндриче-
ской области.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ И РЕЗУЛЬТАТ

Пусть Ωαβ — цилиндрическая область евклидова пространства Em`1 точек px1,...,xm,tq,
ограниченная цилиндром Γ “ tpx,tq : |x| “ 1u, плоскостями t “ α ą 0 и t “ β ă 0, где |x| —
длина вектора x “ px1,...,xmq.

Обозначим через Ωα и Ωβ части области Ωαβ, а через Γα, Γβ — части поверхности Γ, ле-
жащие в полупространствах t ą 0 и t ă 0; σα — верхнее, а σβ — нижнее основание области
Ωαβ.

Пусть далее S — общая часть границ областей Ωα и Ωβ, представляющая множество tt “
0, 0 ă |x| ă 1u в Em.

В области Ωαβ рассмотрим многомерные эллиптико–параболические уравнения со спек-
тральным действительным параметром γ

γu “

$
’’&
’’%

∆xu ` utt `
mř
i“1

aipx,tquxi
` bpx,tqut ` cpx,tqu, t ą 0,

∆xu´ ut `
mř
i“1

dipx,tquxi
` epx,tqu,t ă 0,

p1q

где ∆x — оператор Лапласа по переменным x1,...,xm, m ě 2.

В качестве многомерной спектральной задачи Дирихле рассмотрим следующую задачу.
Задача D. Найти решение уравнения (1) в области Ωαβ при t ‰ 0 из класса CpΩαβq X

C2pΩα Y Ωβq, удовлетворяющее краевым условиям

u
ˇ̌
ˇ
σα

“ 0, u
ˇ̌
ˇ
Γα

“ 0, p2q

u
ˇ̌
ˇ
Γβ

“ 0, u
ˇ̌
ˇ
σβ

“ 0. p3q

В дальнейшем нам удобно перейти от декартовых координат x1,...,xm,t к сферическим
r, θ1,...,θm´1,t, r ě 0, 0 ď θ1 ă 2π, 0 ď θi ď π, i “ 2,3,...,m ´ 1, θ “ pθ1,...,θm´1q.

Пусть
 
Y k
n,mpθq

(
— система линейно независимых сферических функций порядка n, 1 ď

k ď kn, pm´ 2q!n!kn “ pn`m´ 3q!p2n `m´ 2q, W l
2pSq, l “ 0,1,...— пространства Соболева.

Через rdkinpr,tq, dkinpr,tq, reknpr,tq, rdknpr,tq, ρkn, обозначим коэффициенты разложения рядов по
сферическим функциям Y k

n,mpθq, соответственно функций dipr,θ,tqρ, di xi

r
ρ,

epr,θ,tqρ, dpr,θ,tqρ, ρpθq, i “ 1,...,m, причем ρpθq P C8pHq, H — единичная сфера в Em.

Пусть aipx,tq, bpx,tq, cpx,tq P W l
2pΩαq Ă CpΩ̄αq, dipx,tq, epx,tq P W l

2pΩβq, i “ 1,...,m,

l ě m` 1, cpx,tq ´ γ ď 0,@px,tq P Ωα, epx,tq ´ γ ď 0, @px,tq P Ωβ.

Тогда справедлива
Теорема 1. 1) Если γ ě ´µ2s,n, то задача D имеет только нулевое решение; 2) При γ ă

´µ2s,n, задача D имеет только тривиальное решение тогда и только тогда, когда

sinα
b

|γ ` µ2s,n| ‰ 0, s “ 1,2,...,

где µs,n´ нули функций Бесселя первого рода J
n` pm´2q

2

pzq, n “ 0,1,....
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2. РАЗРЕШИМОСТЬ ЗАДАЧИ D

В сферических координатах уравнение (1) в области Ωβ имеет вид

L1u ” urr ` m´ 1

r
ur ´ 1

r2
δu ´ ut `

mÿ

i“1

dipr,θ,tquxi
` epr,θ,tqu “ γu, p4q

δ ” ´
m´1ÿ

j“1

1

gj sin
m´j´1 θj

B
Bθj

ˆ
sinm´j´1 B

Bθj

˙
, g1 “ 1, gj “ psin θ1... sin θj´1q2, j ą 1.

Известно ([5]), что спектр оператора δ состоит из собственных чисел λn “ npn ` m—
´2q, n “ 0,1,... , каждому из которых соответствует kn ортонормированных собственных
функций Y k

n,mpθq.
Искомое решение задачи (1), (3) в области Ωβ будем искать в виде ряда

upr,θ,tq “
8ÿ

n“0

knÿ

k“1

ūknpr,tqY k
n,mpθq, p5q

где ūknpr,tq — функции, подлежащие определению.
Подставив (5) в (4), умножив полученное выражение на ρpθq ‰ 0 и проинтегрировав по

единичной сфере H для ukn получим pr6sq

ρ10ū
1
0rr ´ ρ10ū

1
0t `

ˆ
m´ 1

r
ρ10 `

mř
i“1

d1i0

˙
ū10r ` re10ū10 ´ γρ10ū

1
0 `

8ř
n“1

knř
k“1

 
ρknū

k
nrr ´ ρknū

k
nt`

`
ˆ
m´ 1

r
ρkn `

mř
i“1

dkin

˙
ūknr `

„
rekn ´ λn

ρkn
r2

`
mř
i“1

prdkin´1 ´ ndknq

ūkn ´ γρknū

k
n

*
“ 0.

p6q

Теперь рассмотрим бесконечную систему дифференциальных уравнений

ρ10ū
1
0rr ´ ρ10ū

1
0t ` m´ 1

r
ρ10ū

1
0r “ γρ10ū

1
0, p7q

ρk1ū
k
1rr ´ ρk1ū

k
1t ` m´ 1

r
ρk1ū

k
1r ´ λ1

r2
ρk1ū

k
1 “ γρ10ū

k
1 ´ 1

k1

˜
mÿ

i“1

d1i0ū
1
0r ` re10ū10

¸
, n “ 1, k “ 1, k1, p8q

ρknū
k
nrr ´ ρknū

k
nt ` m´ 1

r
ρknū

k
nr ´ λn

r2
ρknū

k
n “ γρknū

k
n ´ 1

kn

kn´1ÿ

k“1

#
mÿ

i“1

dkin´1ū
k
n´1r `

`
«
rekn´1 `

mÿ

i“1

prdkin´2 ´ pn´ 1qdkn´1q
ff
ūkn

+
, k “ 1, kn, n “ 2,3... . p9q

Суммируя уравнение (8) от 1 до k1, а уравнение (9) — от 1 до kn, а затем сложив получен-
ные выражения вместо с (7), приходим у уравнению (6).

Отсюда следует, что если
 
ūkn

(
, k “ 1,kn, n “ 0,1,....— решение системы (7)–(9), то оно

является и решением уравнения (6).
Нетрудно заметить, что каждое уравнение системы (7)-(9) можно представить в виде

ūknrr ´ ūknt ` m´ 1

r
ūknr ´ λn

r2
ūkn ´ γūkn “ f̄knpr,tq, p10q

где f̄knpr,tq определяются из предыдущих уравнений этой системы, причем f̄10 pr,tq ” 0.
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Далее, из краевого условия (3), в силу (5),будем иметь

ūknpr,βq “ 0, ūknp1,tq “ 0, k “ 1,kn, n “ 0,1,... . p11q

В (10), (11) произведя замену ūknpr,tq “ r
p1´mq

2 uknpr,tq, получим

Lukn ” ūknrr ´ uknt ´ λ̄n

r2
ukn ´ γukn “ fknpr,tq, p12q

uknpr,βq “ 0, uknp1,tq “ 0, k “ 1,kn, n “ 0,1,... , p13q

λ̄n “ pm´ 1qp3 ´mq ´ 4λn

4
, fknpr,tq “ r

pm´1q
2 f̄knpr,tq.

Решение задачи (12), (13) будем искать в виде

uknpr,tq “
8ÿ

s“1

RsprqTsptq, p14q

при этом пусть

fknpr,tq “
8ÿ

s“1

aknsptqRsprq. p15q

Подставляя (14) в (12), (13), с учетом (15), получим

Rsrr ` λ̄n

r2
Rs ` pµ ´ γqRs “ 0, 0 ă r ă 1, p16q

Rsp1q “ 0,
ˇ̌
Rsp0q

ˇ̌
ă 8, p17q

Tst ` µTsptq “ ´aknsptq, β ă t ă 0, p18q

Tspβq “ 0. p19q

Ограниченным решением задачи (16), (17) является ([7])

Rsprq “
?
rJνpµs,nrq, p20q

где ν “ n` pm´2q
2

, µ “ γ ` µ2s,n.

Решением задачи (18), (19) является функция ([7])

Ts,nptq “ pexpp´γ ´ µ2s,nqtq
βż

t

aknspξqpexppγ ` µ2s,nqξqdξ. p21q

Подставляя (20) в (15) будем иметь

r´ 1

2 fknpr,tq “
8ř
s“1

aknsptqJνpµs,nrq, 0 ă r ă 1. p22q

Ряд (22) — разложение в ряд Фурье-Бесселя ([8]),если

aknsptq “ 1

rJν`1pµs,nqs2

1ż

0

a
ξfknpξ,tqJνpµs,nξqdξ, p23q

ВЕСТНИК ВГУ. СЕРИЯ: ФИЗИКА. МАТЕМАТИКА. 2020. № 3 41



С. А. Алдашев

µs,n, s “ 1,2,...— положительные нули функций Бесселя Jνpzq расположенные в порядке воз-
растания их величины.

Из (20),(21) получим решение задачи (12), (13)

uknpr,tq “
8ÿ

s“1

?
rTs,nprqJνpµs,nrq, p24q

где aknsptq находятся из (23).
Следовательно, сначала решив задачу (7), (11) pn “ 0q, а затем (8), (11)pn “ 1q и т.д.

найдем последовательно все uknpr,tq из (24),k “ 1,kn, n “ 0,1,... .

Итак, в области Ωβ, имеет место

ż

H

ρpθqpL1 ´ γqudH “ 0. p25q

Пусть fpr,θ,tq “ RprqρpθqT ptq, причем Rprq P V0, V0 — плотна в L2pp0,1qq,
ρpθq P C8pHq — плотна в L2pHq, а T ptq P V1, V1 — плотна в L2ppβ,0qq. Тогда fpr,θ, tq P P V, V “
V0 bH b V1 — плотна в L2pΩβq pr9sq.

Отсюда и из (25), следует, что

ż

Ωβ

fpr,θ,tqpL1 ´ γqudΩβ “ 0

и
L1u “ γu, @pr,θ,tq P Ωβ.

Таким образом, решением задачи (1), (3) в области Ωβ является функция

upr,θ,tq “
8ÿ

n“0

knÿ

k“1

8ÿ

s“1

r
p2´mq

2 Ts,nptqJ
n` pm´2q

2

pµs,nrqY k
n,mpθq, p26q

где Ts,nptq определяются из (21).
Из (23), (21), (24) следует, что aknsptq “ Ts,nptq “ 0 и uknpr,tq “ 0, s “ 1,2,...,

k “ 1,kn, n “ 0,1,... .

Далее, из (26) в свою очередь получим upr,θ,tq “ 0 в Ωβ.

Отсюда при t Ñ ´0 получим
upr,θ,0q “ 0. p27q

Таким образом, учитывая краевые условия (2), (27) получим в области Ωα спектральную
задачу Дирихле для уравнения

∆xu` utt `
mÿ

i“1

aipx,tquxi
` bpx,tqut ` cpx,tqu, “ γu p28q

с данными

u
ˇ̌
ˇ
SYΓαYσα

“ 0. p29q

В [10] показано, справедливость теоремы 1 для задачи (28), (29).
Следовательно, разрешимость задачи D установлено.

42 ВЕСТНИК ВГУ. СЕРИЯ: ФИЗИКА. МАТЕМАТИКА. 2020. № 3



Критерий однозначной разрешимости спектральной задачи Дирихле. . .

3. ЕДИНСТВЕННОСТЬ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ D

Сначала рассмотрим задачу (1), (3) в области Ωβ и докажем ее единственность решения.
Для этого сначала построим решение первой краевой задачи для уравнения

L˚
1υ ” ∆xυ ´ υt ´

mÿ

i“1

diυxi
` dυ “ γυ, p4˚q

с данными
υ
ˇ̌
S

“ τpr, θq “ τ̄knprqY k
n,mpθq, υ

ˇ̌
Γβ

“ 0, p30q

где dpx,tq “ e ´
mř
i“1

dixi
, τ̄knprq P G, G— множество функций τprq из класса

C pr0,1sq X C1 pp0,1qq . Множество G плотно всюду в L2 pp0,1qq ([9]).
Решение задачи p4˚q, p30q будем искать в виде (5), где функции ῡknpr,tq будут определены

ниже. Тогда, аналогично п.2, функции ῡknpr,tq удовлетворяют систему уравнений (7)-(9), где
rdkin, dkin заменены на ´rdkin, ´dkin, а rekn на rdkn, i “ 1,...,m,

k “ 1,kn, n “ 0,1,... .

Далее, из краевого условия (30), в силу (5), получим

ῡknpr,0q “ τknprq, ῡknp1,tq “ 0, k “ 1,kn, n “ 0,1,... . p31q

Как ранее замечено, что каждое уравнение системы (7)-(9) представимо в виде (10). Задачу
(10),(31) приведем к следующей задаче

Lυkn ” υknrr ´ υknt ` λn

r2
υkn ´ γυkn “ fknpr,tq, p32q

υknpr,0q “ τknprq, υknp1,tq “ 0, p33q

υknpr,tq “ r
pm´1q

2 ῡknpr,tq, fknpr,tq “ r
pm´1q

2 f̄knpr,tq, τknprq “ r
pm´1q

2 τ̄knprq.
Решение задачи (32), (33) будем искать в виде

υknpr,tq “ υk1npr,tq ` υk2npr,tq,

где υk1npr,tq — решение задачи для (12) с данными

υk1npr,0q “ 0, υk1np1,tq “ 0, p34q

а υk2npr,tq — решение задачи для уравнения

Lυk2n “ 0 p35q

с условием
υk2npr,0q “ τknprq, υk2np1,tq “ 0. p36q

Как показано в [6], решениями задач (12), (34) и (35), (36), соответственно являются функ-
ции

υk1npr,tq “
8ÿ

s“1

?
rrexpp´γ ´ µ2s,nqt

0ż

t

aknspξqpexppγ ` µ2s,nqqdξsJ
n` pm´2q

2

pµs,nrq,

υk2npr,tq “
8ÿ

s“1

τs
?
rrexpp´γ ´ µ2s,nqtsJ

n` pm´2q
2

pµs,nrq,
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где

τs “ 2rJ
ν` pm´2q

2

pµs,nqs´2

1ż

0

a
ξτknpξqJ

n` pm´2q
2

pµs,nξqdξ.

Таким образом, решение задачи p4˚q, (30) в виде ряда

υpr,θ,tq “
8ÿ

n“0

knÿ

k“1

r
p1´mq

2 rυk1npr,tq ` υk2npr,tqsY k
n,mpθq,

построено, которая, как в [6] доказывается, что она принадлежит классу CpΩ̄βq X C2pΩβq.
Из определения сопряженных операторов L1, L

˚
1pr11sq

υL1u´ uL˚
1υ “ ´υP puq ` uP pυq ´ uυQ,

где

P puq “
mÿ

i“1

uxi
cos

`
NK, xi

˘
, Q “ cos

`
NK, t

˘
´

mÿ

i“1

ai cos
`
NK, xi

˘
,

а NK — внутренняя нормаль к границе BΩβ.

Отсюда, по формуле Грина, получим
ż

S

τpr,θqupr,θ,0qds “ 0. p37q

Поскольку линейная оболочка системы функций tτ̄knprqY k
n,mpθqu плотна L2pSq pr9sq, то из

(37) заключаем, что upr,θ, 0q “ 0,@pr, θq P S. Стало быть, по принципу экстремума для урав-
нений (4) pr12sq u ” 0 в Ωβ.

В области Ωα получаем задачу (28), (29) для которого имеет место теорема 1 ([10]).
Теорема 1 доказано полностью.
Отметим, что эта теорема для модельного эллиптико-параболического уравнения получена

в [13].
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