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Аннотация. В работе получены достаточные условия существования решения кра-
евой задачи с разрывными решениями и сильной нелинейностью. При анализе решений
краевой задачи, мы используем поточечный подход к трактовке уравнения, предложен-
ный Ю. В. Покорным и показавший свою эффективность при изучении граничных за-
дач не только второго порядка с негладкими решениями. На основе полученных ранее
другими авторами оценок функции Грина граничной задачи удалось показать, что опе-
ратор, обращающий изучаемую нелинейную задачу, представимый в виде суперпозиции
вполне непрерывного и непрерывного операторов, действует из конуса неотрицательных
непрерывных функций в более узкое множество. Последнее и позволяет доказать суще-
ствование решения у нелинейной краевой задачи с привлечением теории пространств с
конусом.

Ключевые слова: краевая задача, разрывное решение, сильная нелинейность, раз-
решимость.

SOLVABILITY OF NONLINEAR BOUNDARY VALUE
PROBLEM WITH NONSMOOTH SOLUTIONS

D. A. Chechin

Abstract. Sufficient conditions are obtained for the existence of a solution to a boundary
value problem with discontinuous solutions and strong nonlinearity. When analyzing solutions
to a boundary value problem, we use a pointwise approach to the interpretation of the equation
proposed by Yu. V. Pokornyi and which has shown its effectiveness in studying boundary value
problems not only of the second order with nonsmooth solutions.. Based on previously obtained
by other authors estimates of the function’s Green of boundary value problem were able to
show that the operator that rotates the studied nonlinear problem, can be represented as
a superposition of continuous and completely continuous operators, acting from the cone of
nonnegative continuous functions in a more narrow set. Latest and allows to prove the existence
of solutions for nonlinear boundary value problems involving the theory of spaces with cone.

Keywords: boundary value problem, discontinuous solution, strong nonlinearity,
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В работе изучается нелинейная краевая задача

"
Lu ” ´ppu1

µq1
rσs ` uQ1

rσs “ fpx,uq,
up0q “ upℓq “ 0,

p1q

возникающая при моделировании деформаций разрывной струны (цепочки из струн, скреп-
ленных между собой пружинами), натянутой вдоль отрезка r0,ℓs, и подпертой (не более чем
в счетном количестве точек), как обычными пружинами, деформации которых подчиняются
закона Гука, так и пружинами с разными витками, деформации которых закону Гука не
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подчиняются и задаются некоторой функцией. При этом к отдельным точкам струны могут
быть приложены нелинейные импульсные внешние воздействия.

В уравнении из (1) внутренняя производная понимается как производная по обычной мере,
внешняя — как производная по «расщепленной» мере, понимаемая в смысле Ю. В. Покор-
ного, т. е. обращаемая интегрированием с помощью π–интеграла. Последнее означает, что

функция gpxq называется rσs-производной от функции Gpxq, если Gpxq ´ Gp0q “
xş
0

gpsq drσs.
Таким образом, во всякой точке ξ разрыва функции σpxq у функции gpxq возникает два
собственных значения, вообще говоря, отличных от предельных, определяемых равенствами

gpξ1q “ G1
rσspξ1q “ ∆´Gpξq

∆´σpξq и gpξ2q “ G1
rσspξ2q “ ∆`Gpξq

∆`σpξq , где ∆´Gpξq “ Gpξq ´ Gpξ ´ 0q и

∆`Gpξq “ Gpξ ` 0q ´Gpξq.
Уравнение (1) рассматривается на специальном расширении r0; ℓsrσs отрезка r0; ℓs. Опишем

построение этого множества. Обозначим через Spµq множество точек разрыва функции µpxq.
На множестве Jµ “ r0; ℓszSpµq введем метрику ρpx; yq “ |µpxq ´µpyq|. Метрическое простран-
ство Jµ является неполным. Обозначим через r0; ℓsµ его стандартное пополнение. Множество

r0; ℓsµ вместо каждой точки ξ разрыва функции µpxq содержит элементы tξ1; ξ2u, появив-
шиеся при пополнении. При этом x ă ξ1 ă ξ2 ă y в смысле естественной упорядоченности
элементов, если x ă ξ ă y. Определим upξ1q “ upξ´ 0q, upξ2q “ upξ ` 0q. Пусть S –множество
точек разрыва функции σpxq, не являющихся точками разрыва µpxq. Рассмотрим множество
r0; ℓsµzS, пополним его по метрике ρpx; yq “ |σpxq´σpyq| и добавим к полученному пополнению

элементы из S. Обозначим данное множество через r0,ℓsrσs. Обозначим r0,ℓsS “ r0,ℓsrσs

Ť
Spµq.

Таким образом, в точках ξ1 и ξ2 уравнение (1) имеет вид

´∆´
`
pu1

µ

˘
pξq ` upξ ´ 0q∆´Qpξq “ fpξ1,upξ ´ 0qq∆´σpξq,

´∆`
`
pu1

µ

˘
pξq ` upξ ` 0q∆`Qpξq “ fpξ2,upξ ` 0qq∆`σpξq.

В точках s разрыва функции σpxq, в которых µpxq является непрерывной, уравнение (1) имеет
вид

´∆
`
pu1

µ

˘
psq ` upsq∆Qpsq “ fps,upsqq∆σpsq,

где ∆vpsq “ vps` 0q ´ vps´ 0q.
Решение (1) мы будем искать в классе E µ–абсолютно непрерывных на r0; ℓsµ функций,

первая производная которых rσs-абсолютно непрерывна на r0; ℓsS. Относительно коэффици-
ентов ppxq,Qpxq и функции fpx,uq мы делаем следующие предположения: 1) ppxq и Qpxq — rσs-
абсолютно непрерывны на r0; ℓsS ; 2) функция ppxq положительна и отделена от нуля; 3) функ-
ция Qpxq не убывает на r0; ℓs; 4) fpx,uq удовлетворяет условию Каратеодери, т. е. а) при каж-
дом фиксированном u функция fpx,uq является rσs-измеримой; б) при всех x P r0; ℓsµ fpx,uq —
непрерывна по u; в) существует rσs-суммируемая с некоторой степенью p P r1,8q функция
mpxq такая, что |fpx,uq| ď mpxq для почти всех x (в смысле rσs-меры) и u. Последнее позволя-
ет нам гарантировать, что оператор суперпозиции rFuspxq “ fpx,upxqq непрерывно действует
из Cµ — пространства µ–непрерывных на r0; ℓsµ функций в Lr,rσs — rσs-суммируемых с неко-
торой степенью r функций.

Следуя работе [1], однородное уравнение Lu “ 0 назовем неосциллирующим на r0; ℓsµ, если
произвольное нетривиальное решение имеет не более одной перемены знака.

Следует отметить, что интенсивное изучение краевых задач с производными Радона–
Никодима началось после выхода работы Ю. В. Покорного [2]: была построена точная па-
раллель классической теории обыкновенных дифференциальных уравнений второго порядка
[3]–[8], изучались нелинейных краевых задач с производными Радона–Никодима [9], [10], гра-
ничные задачи четвертого порядка [11], [12].
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Введем обозначения: u0pxq “ pµpxq ´ µp0qqpµpℓq ´ µpxqq, }u}µ “ max
r0;ℓsµ

|upxq| — норма в

пространстве Cµr0, ℓs.
В работе доказан следующий результат.

Теорема 1. Пусть выполнены следующие условия:

1) fpx, 0q ” 0;

2) однородное уравнение Lu “ 0 не осциллирует на r0; ℓsrσs;

3) fpx, uq ě 0 для всех x P r0; ℓsσ и u ě 0;

4) оператор суперпозиции, порожденный функцией fpx, uq, непрерывно действует из
Cµr0; ℓs в Lp,rσs при некотором p P p1;`8s;

5) при некоторых 0 ă r ă R ă 8 краевая задача Lu “ λfpx, uq, up0q “ 0, upℓq “ 0, при лю-
бых λ P p0; 1q не имеет решений, удовлетворяющих неравенствам ru0pxq ¨ max

0ďxď1
|upxq| ď

upxq ď r, где ru0pxq “ M ¨ u0pxq при некотором M ą 0, и для некоторой неотрица-
тельной нетривиальной функции hpxq P L1,rσs и для любого λ ą 0 граничная задача
Lu “ λfpx, uq ` λh, up0q “ 0, upℓq “ 0, не имеет решений, удовлетворяющих неравен-
ству upxq ě Rru0pxq.

Тогда задача "
Lu “ fpx, uq,
up0q “ upℓq “ 0,

имеет нетривиальное решение в конусе K неотрицательных µ–непрерывных на r0; ℓsµ функ-
ций.

Доказательство. С помощью оператора A на KztΘu введём оператор Bu “ }u}2CA
ˆ

u

}u}2C

˙
.

Если оператор B имеет неподвижную точку u˚, то элемент v˚ “ u˚

}u}2C
даёт неподвижную

точку оператора A. Поэтому, достаточно показать наличие в K у оператора B неподвижной
точки.

Оператор B переводит KztΘu в Kpru0q, причем B вполне непрерывен в K вне шара любого
радиуса. Нетрудно видеть, что для оператора B на множестве элементов Kpru0q с большой
нормой не может выполняться λBu “ u при λ P p0, 1q, и на элементах малой нормы из KpĂu0q

при любом λ ą 0 не может выполняться u “ Bu ` λh0, где h0pxq “
ℓż

0

Gpx, sqhpsq drσspsq.

Поэтому, оператор B имеет в Kpru0q неподвижную точку. Теорема доказана.

Замечание 1. Доказательство теоремы сохраняет силу, если оператор A вполне непреры-
вен вне любого шара положительного радиуса.
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