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Аннотация. В настоящей работе вычислено поле скоростей обтекания эллипсоида в
неоднородном стационарном потоке вязкой несжимаемой жидкости. Основной невозму-
щенный поток вязкой несжимаемой жидкости (без эллипсоидального включения) пред-
ставлен в виде разложения поля скоростей с помощью гармонических функций. В этот
поток было внесено малое эллипсоидальное тело и для этого возмущенного потока были
определены гидродинамические параметры течения жидкости (поля скоростей и давле-
ний в жидкости) . В работе были получены новые комбинации гармонических эллипсои-
дальных функций, позволяющие решить эту задачу. Проведено исследование полученного
решения. Ввиду сложности задачи, не представляется возможным определить точное ре-
шение , поэтому рассматривались линеаризованные уравнения Навье – Стокса, которые
дают приближенное решение и кроме этого в решениях учитывались члены до третьей
апроксимации. Получена оценка точности решения данной задачи.

Ключевые слова: уравнение Лапласа., малый эллипсоид, стационарный неоднород-
ный поток, вязкая несжимаемая жидкость.

THE SOLUTION OF SYSTEM OF EQUATIONS IN PARTIAL
DERIVATIVES FOR TASK’S APPLICATION CONSIDERING
THE STEAMLINING OF A SMALL ELLIPSOID BODY BY A

NON-HOMOGENEOUS FLOW OF A VISCOUS
INCOMPRESSIBLE LIQUID
W. S. Kuptsov, А. А. Katrachova

Abstract. This paper presents the calculations of the field of velocities for flowing of the
ellipsoid in the non-uniform stationary stream of the viscous incompressible fluid. The main
undisturbed flow of the viscous incompressible fluid ( without the ellipsoidal including) is
presented by decomposition of the field of velocities by using harmonic functions. The little
ellipsoidal body has been included in that disturbed flow and there have been determined the
hydrostatic parameters of the liquid flowing for it ( the field of velocities and pressures). The
new combinations for the harmonic ellipsoidal functions have been obtained at this paper which
allows solving this problem and also the researching of that has been done. It is impossible to
find out the task of solutions for the Navier-Stocks’ s equations precisely so that there have
been considered the linearized Navier-Stocks’ s equations which give an approximate solution
and, in addition, the solutions took into account the terms up to the third approximation.
Received estimation of the accuracy of solving this problem.

Keywords: Laplas equation, small ellipsoid, stationary non-uniform flow, viscous
incompressible fluid.
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Пусть основной (невозмущенный) поток удовлетворяет линеаризованным уравнениям
Навье–Стокса

µ

3ÿ

j“1

B2u0i
Bx2j

“ 1

ρ

Bp0
Bxi

;

3ÿ

j“1

Bu0i
Bxj

“ 0, (1)

где xj — декартовы координаты, u0i — компоненты вектора скорости, p0 — давление в жидко-
сти, ρ— плотность жидкости, µ— коэффициент динамической вязкости.

Решение системы уравнений (1) (невозмущенного потока) можно получить, если разложе-
ния поля скоростей представить с помощью гармонических функций

Тогда решение можно записать в виде: u0i “ ui ` u˚
i , где

uipxjq “ uipqq ` Bui
Byj

pqqxj ` 1

2

B2ui
ByjBym

pqqxjxm ` . . . ,

u˚
i pxjq “ 1

5µ

„
r2

Bp0
Byi

pqq ´ 1

2

Bp0
Byj

pqqxixj


` . . . , i, j,m “ 1, 2, 3; r2 “ xjxj ,

где суммирование ведется по одинаковым символам.
Внесем малый эллипсоид в невозмущенный поток. Причем прямоугольная система коорди-

нат xi связана с эллипсоидом неподвижным образом и направление полуосей ai (эллипсоида)
совпадает с направлением осей xi, а центр эллипсоида совпадает с началом координат xi.

Пусть скорости vipxjq “ v1i `v2i `v3i ` . . . и давления ppxjq “ p1`p2`p3` . . . (возмущенного
потока) удовлетворяют системы уравнениям (1). Решения системы (1) можно найти отдельно
для v1i , v

2
i , v

3
i и p1, p2, p3 (для скоростей и давлений, содержащих xi в нулевой степени, в первой

и второй степени). Остальные слагаемые разложений учитываться не будут.
Для этого рассмотрим гармонические эллипсоидальные функции вида:

ϕ1
i “ xi

8ż

λ

dλ

Dpa2i ` λq “ ηixi (по i не суммируется);ϕ2
i “ βixjxk,

βi “
8ż

λ

dλ

Dpa2i ` λqpa2k ` λq ; i, j, k — образуют перестановку из чисел 1, 2, 3 и i ‰ j ‰ k,

Ω “
8ż

λ

„
x21

a21 ` λ
` x22
a22 ` λ

` x23
a23 ` λ

´ 1


dλ

D
; ϕ0 “

8ż

λ

dλ

D
“ η;ϕ3 “ x1x2x3

8ż

λ

dλ

D3
“ βx1x2x3;

D2 “ pa21 ` λqpa22 ` λqpa23 ` λq.
Отметим, что все эти функции стремятся к нулю при λ Ñ 8 и на поверхности эллипсоида

при λ “ 0 принимают свои значения.
Граничные условия для скорости — это условие прилипания жидкости на поверхности эл-

липсоида и на бесконечности скорости возмущенного и невозмущенного потока совпадают,
т. е.

vi|λ“0 “ 0; vi|λÑ8 “ u0i . (2)

Для v1i граничные условия имеют вид:

rv1i ` uipqqs|λ“0 “ 0; v1i |λÑ8 “ uipqq. (3)

Решение системы уравнений (1) для v1i будет:

v1i “ Kj
B2Ω

BxjBxi
` 1

2µ

„
Kjxj

ϕ0

Bxi
´Kiϕ0


, p1 “ 2Mj

Bϕ0

Bxj
. (4)
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где Ki, Mi — неизвестные const, которые определяются из уравнений (3).
Подставим v1i , p

1 из (4) в уравнения (3). Получим

Ki “ µ
uipqq

a2i η
0
i ` η0

, Mi “ ´ a2iuipqq
2pa2i η0i ` η0q , (5)

а η0i , η0 — значение ηi, η берется при λ “ 0 и по i и не суммируется.
Для v2i граничные условия имеют вид:

„
v2i ` Bui

Byj
pqqxj

ˇ̌
ˇ̌
λ“0

“ 0; v2i |λÑ8 “ Bui
Byj

pqqxj. (6)

Решение системы уравнений (1) для v2i будет иметь вид:

v2i “
BpRjϕ

2
j q

Bxi
` EijkWk

Bϕ2
k

Bxj
`Ak

jxk
B2Ω

BxjBxi
´ F i

j

BΩ
Bxj

, p2 “ 2Ak
k

B2Ω
BxjBxk

, (7)

где Eijk — тензор Леви–Чевиты; Rj, Wj, Ak
j , F

i
j — неизвестные const, которые определяются

из уравнений (6).
Подставим (6) в (7) и решим систему:

Ri “ 1

2β0i

„ Bui
Byγ

pqq ` Buγ
Byl

pqq

, Al

γ “
η0l

”
Bul

Byγ
pqq ` Buγ

Byl
pqq

ı
` a2γβ

0
i

”
Bul

Byγ
pqq ´ Buγ

Byl
pqq

ı

4β0i pη0l a2l ´ η0γa
2
γq ,

Wi “ 2ra2γRγ ` a2lRls, Ai
i “

2τ i0
Bui

Byi
pqq ´ τ l0

Bul

Byl
pqq ´ τ i0

Buγ

Byγ
pqq

6pτ10 τ20 ` τ10 τ
3
0 ` τ20 τ

3
0 q , τ i0 “

η0l a
2
l ´ η0γa

2
γ

a2l ´ a2γ
, (8)

где i, γ, l— образуют четную перестановку из чисел 1, 2, 3 и i ‰ γ ‰ l, и по ним не ведется
суммирование.

Для v3i граничные условия имеют вид:

rv3i ` u˚˚
i s|λ“0 “ 0; v3i |λÑ8 “ u˚˚

i , (9)

где u˚˚
i “ 1

2
B2ui

ByjBym
pqqxjxm ` 1

5µ

”
r2 Bp0

Byi
pqq ´ 1

2
Bp0

Byj
pqqxixj

ı
.

Решение уравнений (1) для v3i будет:

v˚
i “

BpCjϕ
3
j q

Bxi
` Ti

«
Bϕ3

γ

Bxγ
´ Bϕ3

l

Bxl

ff
` Tγ

Bϕ3
γ

Bxγ
´ Tl

Bϕ3
l

Bxl
` 1

µ
EijkBj

Bϕ3

Bxk
`

` 1

2µ

„
Dm

j xj
Bϕ2

m

Bxi
´Dm

i ϕ
2
m


`Mm

i xj
Bϕ2

m

Bxj
`Mm

j xj
Bϕ2

m

Bxi
´Mm

j xi
Bϕ2

m

Bxj
`Mm

i ϕ
2
m `N

Bϕ3

Bxi
,

p3 “ Dm
j

Bϕ2
m

Bxj
, (10)

где Cj, Tj , Bj , Mm
j , N — неизвестные const, которые определяются из уравнений (9), по j,m, k

ведется суммирование, ϕ3
j “ fijkpλqxixjxk — гармонические функции (для данной задачи име-

ет смысл рассматривать случаи кроме j ‰ k).
Выражения для функции fijkpλq получены авторами путем подстановки ϕ3

j в уравнение
Лапласа [5].
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Они имеют вид:

fiiipλq “ 35

8

8ż

λ

»
– 2

Dpa2i ` λq3 ´ 3

pa2i ` λq2

8ż

λ

dλ

Dpa2i ` λq

fi
fl dλ,

fiγγpλq “ ´105

8

8ż

λ

»
– 1

pa2γ ` λq2

8ż

λ

dλ

Dpa2γ ` λq2

fi
fl dλ.

Подставим (10) в (9), используя x21 “ a21p1 ´ x22{a22 ´ x23{a23q, получим систему уравнений:

Dl
γβ

0
l ` 2µr1 ` pa2i {a2γqsM l

γβ
0
l ` 2µpa2i {a2γqMγ

l β
0
l ` 2µCirfiγγp0q ´ p3fiiip0q`

` 2a2i f
1
iiip0qqpa2i {a2γqs ` 2µTirp3fγγγp0q ` 2a2γf

1
γγγp0q ´ fγγlp0qqp´1qrpfiiγp0q ´ fiilp0qqa2i {a2γs “

“ ´µB2ui
B2i

pqq ` µpa2i {a2γqB2ui
By2i

pqq ´ 1

5
r2 ´ pa2i {a2γqsBp0

Byj
pqq,

` r3β0l ´ 2{pa2γD0qµM l
γ ´ µβ0lM

γ
l s ´ p´1qrβ0Bi ` 2µCirfiγγp0q ` f 1

iiip0qpa4i {a4γqs´

´ 2µTirfiiγp0q ` a2i f
1
γγγp0qsp´1qr “ ´µ B2uγ

ByiByγ
pqq ` 1

10

Bp0
Byj

pqq,

1

2µ
Dl

γ “

“ rpa2i {a2γq ´ 1sM l
γ ` CiD0rfiγγp0qa4γ ´ f 1

iiip0qa4i spa2i {a2γq ` TiiD0rfiiγp0qa4i ´ f 1
γγγp0qa4γ sp´1qr,

Bi “ µ

„
M

γ
l pa2i ´ a2γq ` pa2l ´ a2i qM l

γ ´ 35

4
Ti


,

D
j
lja

2
j ` 2µN “ 0,

D
j
jβ

0
j ` 2µN ´ 2Di

iβ
0
i “ ´µ B2ui

BylByγ
pqq, (11)

где суммирование ведется по j;

r “
"

2, если i, γ, l имеет четное число перестановок,
1 если i, γ, l имеет нечетное число перестановок,

а индексы γ, l принимают при фиксированном i по два значения каждый.
В этой системе допускается, что i, γ, l имеют четное или нечетное число перестановок, что

удваивает число тех уравнений, где содержится индекс r.
Авторами проведено исследование решений системы (11). Она разбивается на три линей-

ные алгебраические подсистемы с определителями не равными нулю. Получен конкретный
вид решений этих систем. В силу громоздкости, проведенных выкладок и полученных в ре-
зультате выражений для решений систем в данной статье они не приведены. Точность ре-
шения задачи для компонент вектора скоростей имеет порядок

`
a
L

˘3
, где L— расстояние от

центра эллипсоида до особенностей основного потока, a— максимальная длинна полуосей
эллипсоида.
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