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Аннотация. Устанавливается корректность по С. Г. Крейну задачи Коши для диф-
ференциального уравнения с дробной производной Капуто порядка α P p0,1q в банаховом
пространстве с генератором сильно непрерывной полугруппы линейных преобразований.
Получено представление решения задачи через соответствующую полугруппу, функцию
Иосиды и интеграл Римана-Лиувилля дробного порядка.

Устанавливается оценка корректности на решение задачи через начальные данные.
Полученные результаты применяются к установлению корректной разрешимости за-

дачи Коши, описывающей дробную диффузию с оператором Лапласа, заданным в про-
странствах равномерно непрерывных и ограниченных в Rnpn “ 1,2,...q функций. Этот
факт существенно дополняет результат Майнарди, получивший фундаментальное реше-
ние для этой задачи при n “ 1.

Другим примером, демонстрирующим общий результат, является установление кор-
ректности задачи Коши для дифференциального уравнения с оператором A “ ´p´∆q 1

2 ,
являющимся генератором полугруппы Пуассона в пространствах равномерно непрерыв-
ных и ограниченных в Rn функций.

Ключевые слова: корректные и некорректные задачи, генератор сильно непрерыв-
ной полугруппы, дробные интегралы Римана-Лиувилля, дробные производные Капуто.

ON THE CORRECT SOLVABILITY OF THE CAUCHY
PROBLEM FOR THE FRACTIONAL DERIVATIVE

EQUATION IN BANACH SPACE
А. V. Kostin, M. N. Silaeva, Alkadi Hamsa Mohamad

Abstract. The correctness according to S.G. Crane of Cauchy’s task for the differential
equation from fractional derivative Kaputo α P p0.1q in Banach space with the generator of
strongly continuous semi-group of linear transformations is established by order An impression
of the solution of a task through the corresponding semi-group, Iosida’s function and Rimana-
Liouville’s integral of a fractional order is gained.

Correctness assessment on the solution of a task through initial data is established.
The received results are applied to establishment of correct resolvability of a task of Cauchy

describing fractional diffusion with Laplace’s operator set in spaces evenly continuous and
limited in Rnpn “ 1.2...q functions. This fact significantly supplements Maynardi’s result which
received the fundamental decision for this task at n “ 1.

Other example showing the general result is establishment of correctness of a task of Cauchy
for the differential equation with the operator of A “ ´p´∆q 1

2 which is the generator of semi-
group of Poisson in spaces evenly continuous and functions limited in Rn.
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В [8] для уравнения

Bαupt,xq
Btα “ B2upt,xq

Bx2 , 0 ă α ă 1, t ą 0, x P p´8,8q; p0.1q

где
Bαupt,xq

Btα “ 1

Γp1 ´ αq

ż t

0

pt´ sq´α Bups,xq
Bs ds´ p0.2q

производная в смысле Капуто по переменной t, рассматривается задача Коши с условиями

up0, x,αq “ gpxq, p0.3q

upt, ˘ 8,αq “ 0, p0.4q
и производится решение этой задачи в виде

upt,x,αq “
ż 8

´8
Gpt,ξ,αqgpx ´ ξqdξ p0.5q

с указанием функции Грина Gpt,ξ,αq.
Однако, корректная разрешимость этой задачи, с точки зрения устойчивости решения к

погрешностям, в [8] не обсуждается.
Решению этой проблемы для общего случая дифференциальных уравнений в банаховом

пространстве посвящена настоящая заметка.

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ И ФОРМУЛИРОВКА РЕЗУЛЬТАТА

В банаховом пространстве E с нормой } ¨ }E “ } ¨ } рассматривается уравнение

dαuptq
dtα

“ Auptq, t ě 0, p0.6q

где A-линейный замкнутый оператор с областью определения DpAq Ă E и областью значений
RpAq,

dαuptq
dtα

“ 1

Γp1 ´ αq

ż t

0

pt´ sq´αu1psqds´ p0.7q

производная по Капуто порядка 0 ă α ă 1.
Определение 0.1 Решением уравнения (0.6) называется вектор-функция uptq со значе-

ниями в DpAq, для которой определена производная (0.7) и, удовлетворяющая уравнению
(0.6).

Определение 0.2 Решение уравнения (0.6) удовлетворяющее условию

up0q “ u0 P DpAq p0.8q

будем называть решением задачи Коши (0.6)-(0.7).
Определение 0.3 Задачу (0.6)-(0.7) будем называть равномерно корректной, если для

ее решений выполняется оценка
}uptq}E ď M}u0}E , p0.9q

где константа M от t и u0 не зависит.
В настоящей заметке доказывается
Теорема 0.1 Если оператор A является производящим оператором сильно непрерывной

полугруппы линейных преобразований Upt,Aq, то задача Коши (0.6)-(0.8) равномерно кор-
ректна и ее решение имеет вид

uptq “
ż 8

0

I
p1´αq
t phαpt,ξqqUpξ,Aqu0dξ, p0.10q
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где Ip1´αqfptq-дробный интеграл Римана-Лиувилля, hαpt,sq “ 1
2πi

şσ`i8
σ´i8 etp´ξpαdp— функция

Иосиды и справедлива оценка (0.9).

1. ГЕНЕРАТОР СЖИМАЮЩИХ ПОЛУГРУПП И КОРРЕКТНЫЕ
ЗАДАЧИ ПО АДАМАРУ

В этом параграфе используются сведения из работ [2]-[5]. Пусть F и U -метрические про-
странства с метриками ρF и ρU . Согласно Адамару, задача определения решения u P U

уравнения
Au “ f, p1.1q

где f P F задано, называется корректно поставленной на пространствах pF,Uq, если выпол-
няются условия:

а) для всякого f P F существует u P U -решение уравнения (1.1)
б) решение определяется однозначно
в) задача устойчива на пространствах pF,Uq, то есть для любого δ ą 0, такое что из

неравенства ρF pf1,f2q ă δ следует ρU pu1,u2q ă ε.
В случае линейности оператора A, задача (1.1) корректна тогда и только тогда, когда

существует ограниченный оператор A´1, действующий из F в F .
Методы теории сильно непрерывных полугрупп преобразований (операторных экспонент)

являются основными при исследовании корректной разрешимости задачи Коши для уравне-
ния

duptq
dt

“ Auptq, p1.2q

где A- линейный оператор с плотной в банаховом пространстве E областью определения
DpAq, t P r0,T s Ă R` “ r0,8q. Тогда отыскивается сильно дифференцируемая на r0,T s функ-
ция uptq со значениями в DpAq, удовлетворяющая (1.1) и условию

up0q “ u0 P DpAq. p1.3q

В этом случае задача (1.2)-(1.3) называется равномерно корректной, если она однозначно
разрешима и из un Ñ 0 следует unptq Ñ 0 равномерно по t на каждом промежутке r0,T s.

На связь корректной разрешимости задачи (1.2)-(1.3) указывает следующий факт.
Задача (1.2)-(1.3) равномерно корректна тогда и только тогда, когда A является произво-

дящим оператором сильно непрерывной полугруппы (C0-полугруппы) Upt,Aq со свойствами
1) Up0,Aq “ I — тождественный в E оператор
2) Upt ` s,Aq “ Upt,aqUps,Aq для всех T P R`

3) limtÑ0` }Uptqϕ ´ ϕ} “ 0 при всех ϕ P E.
Тогда dU

dt
ϕ|t“0 “ U 1p0,Aqϕ,ϕ P DpAq и решение имеет вид

uptq “ Upt,Aqu0. p1.4q

Для C0-полугрупп при некоторых M ą 0 и ω P R выполняется оценка

}Upt,Aq} ď Me´ωt. p1.5q

2. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ

Для доказательства используем функцию Иосиды [1] c. 357

hpt,s,αq “
#

1
2πi

şσ`i8
σ´i8 ept´spαdp, t ě 0;

0, t ă 0
p2.1q
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где 0 ă α ď 1, s ą 0, σ ą 0 и ветви функции pα выбраны так, что Reppαq ą 0 при Reppq ą 0.
Эта ветвь является однозначной функцией на комплексной p-плоскости с разрезом на

отрицательной части вещественной оси. Множитель e´spα обеспечивает сходимость интеграла
(2.1).

Функция hpt,s,αq является обратным преобразованием Лапласа e´spα, то есть

hpt,s,αq “ L´1pe´spαqptq p2.2q

и не зависит от выбора σ ą 0.
Эта функция обладает следующими свойствами:
1.

hpt,s,αq ě 0

2.
8ż

0

hpt, s, αq dt “ 1

3.
8ż

0

Bhpt, s, αq
Bs dt “ 0. p2.3q

Функцию hpt,s,αq можно представить в вещественном виде ([1], с. 362)

hpt, s, αq “ 1

π

8ż

0

etr cos Θ´srα cosαΘ sinptr cosΘ ´ srα sin θ ` θqdr. p2.4q

При любом π
2

ď Θ ď π. В частности при Θα “ π
1`α

справедливы неравенства

cosΘα ă 0, cosαΘα ą 0

при всех
0 ă α ď 1. p2.5q

При α “ 1
2

имеем представление

hpt, s, 1
2

q “ t

2
?
π
s´ 3

2 e´ t2

4s . p2.6q

Из (2.4) следует оценка: если Θ “ Θα “ π
1`α

, то

hpt,s,αq ď 1

π

8ż

0

e´tr| cosΘα|´srα cosαΘdr p2.7q

Для доказательства теоремы будем предполагать, что решение задачи (0.6)-(0.7) преобра-
зуемо по Лапласу. Тогда применение преобразования Лапласа в (0.6) с учетом (0.7) получаем
уравнение в образах

ppαI ´Aqruppq “ pα´1t´αu0, p2.8q
где

ruppq “
8ż

0

e´ptuptqdt. p2.9q
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Так как A— генератор полугруппы Upt,Aq класса C0, то для Reppαq ą 0 справедливо
равенство

ruppq “ pα´1Rppα,Aqu0. p2.10q

где Rppα,Aq “ ppαI ´ Aq´1 — резольвента оператора A, которая определена и ограничена на
всем пространстве E.

Далее, учитывая связь между Rppα,Aq и Upt,Aq, запишем (2.10) в виде

ruppq “ pα´1

8ż

0

e´ξpαUpξ,Aqu0 dξ p2.11q

Применение обратного преобразования дает решение задачи в виде свертки

uptq “ t´α

Γp1 ´ αq `
8ż

0

1

2πi

σ`i8ż

σ´i8

expppt´ ξpαq dp Upξ,Aqu0dξ “

“ t´α

Γp1 ´ αq ˚
8ż

0

hpt,ξ,αqUpξ,Aqu0 dξ p2.12q

Используя неравенство (2.7), оценим поведение решения задачи (0.6) - (0.7)

||uptq|| ď t´α

πΓp1 ´ αq ˚
8ż

0

8ż

0

e´tr| cos Θα|´ξrα cosαΘα }Upξ,Aq}||u0||dξdr ď

ď Mt´α

πΓp1 ´ αq ˚
8ż

0

e´tr| cos Θα|

8ż

0

e´ξrα cosαΘα´ωξ dξdr||u0|| “

“ Mt´α

πΓp1 ´ αq ˚
8ż

0

´etr|cosΘα|dr

rαcosαΘα ` ω
ď Mt´α

πΓp1 ´ αq ˚
8ż

0

´etr|cosΘα|dr

rαcosαΘα
“

“ Mt´α

πΓp1 ´ αq ˚ Γp1 ´ αq
cosαΘα

˚ ||u0||
|cosΘα|1´α

“ M |cosΘα|α
π|cosΘαcosαΘα|t

´α ˚ tα´1||u0|| “

“ ||u0||
cospΘαq1´αsinαπ

.

Таким образом для предполагаемого решения задачи (0.6) - (0.7) указан вид (0.10) и по-
лучена оценка (0.9).

Для доказательства существования решения нужно рассмотреть функцию uptq вида (0.10)
и с помощью обратной процедуры с применением преобразования Лапласа показывается, что
она является решением задачи Коши с оценкой (0.9).

3. ПРИМЕРЫ

Для x P Rn, x “ px1, x2, ..., xnq, t ą 0 рассмотрим интеграл

W ptqϕpxq “ 1

p2
a
πtqn

ż

Rn

e
´|t´s|2

4t ϕpsqds. p3.1q
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В теории уравнений с частными производными этот интеграл носит название по-
верхностного теплового потенциала. В [7] интеграл (3.1) называется потенциалом Гаусса-
Вейерштрасса.

В [3] он называется полугруппой Вейерштрасса. При n “ 1 в [1] c. 325 доказывается,
что полугруппа W ptqϕpxq является сжимающей в пространствах LppR1qpp ě 1q и Cr´8;`8s

- пространство равномерно-непрерывных и ограниченных функций на R1 с производящим
оператором Aϕ “ d2ϕ

dx2 и областью определения DpAq “ tϕ P Lp,
d2u
dx2 P Lpu

В общем случае из корректной разрешимости, указанной в [6] c. 519 для задачи Коши

Bu
Bt “ ∆u “

nÿ

i“1

d2u

dx2i
p3.2q

up0,xq “ ϕpxq p3.3q
в пространстве непрерывных и ограниченных в Rn с нормой ||ϕ||C “ supxPRn

|ϕpxq| сле-
дует, что оператор A заданный Лапласианом ∆ и областью определения DpAq “ tϕ,ϕ P
CpRnq,d2u

dx2
i

P CpRnqu является производящим оператором полугруппы Вейерштрасса W ptq и
для нее выполняются оценки

||W ptqϕ||C ď ||ϕ||C . p3.4q
И таким образом из теоремы следует, что задача

Bαu
Btα “ ∆xupx,tq p3.5q

upx,0q “ ϕpxq p3.6q
равномерно корректна в пространстве CpRnq, ее решение имеет вид

upx,tq “
8ż

0

I1´αhpξ, tqW pξqϕpxq dξ p3.7q

и справедлива оценка

||upt,xq}c ď ||ϕ||c
pcosΘαq1´α sinαπ

. p3.8q

2. Полугруппа Пуассона
В соответствии с [7], с. 366 (см. также [3], с. 122) интегралом Пуассона называется интеграл

вида

P ptqϕpxq “ Cnt

ż

Rn

ϕpx ´ sqds
p|s|2 ` t2qn`1

2

, t ą 0 p3.9q

где

Cn “ π
n`1

2 Γpn` 1

2
q.

Семейство P ptqϕpxq является сильно непрерывной полугруппой в пространствах Lppnq, CpRnq
с производящим оператором D “ ´p´∆q 1

2 .
Существуют различные реализации этого оператора.
В одномерном случае (n “ 1)он реализуется представлением (см.[7] с.369)

pDϕqpxq “ lim
hÑ0

1

π

ż 8

´8

ϕpx ´ sq ´ ϕpsq
s2 ` h2

ds,

де предел понимается в сильном смысле.
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В общем случае варианты реализации оператора pDϕqpxq “ ´p´∆q 1

2ϕpxq приведены в [7]
с.370.

Из общей теории полугрупп Балакришнана следует, что оператор ´p´∆q 1

2 является про-
изводящим оператором полугруппы класса C0, представимой интегралом Пуассона в тех же
пространствах, в которых сильно непрерывна полугруппа Вейерштрасса W ptq и, следователь-
но, задача

Bαupx,tq
Btα ` p´∆q 1

2upx,tq “ 0, p3.10q

upx,0q “ ϕpxq

равномерно корректна, ее решение имеет вид

upx,tq “ I
p1´α
t q

ż 8

0

hpξ,tqP pξqϕpxqdx p3.11q

и справедлива оценка вида (3.8).
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