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Аннотация. Рассматриваются упрощения систем УрЧП первого порядка с помощью
приема сокращения размерности у переопределенных систем дифференциальных урав-
нений в частных производных. Предложен новый способ переопределения любых систем
уравнений в частных производных. Исследуется это переопределение на примере одномер-
ных эволюционных уравнений. Приведены аналитические примеры, когда этим способом
задача Коши для двумерных систем уравнений может быть сведена к параметрической
задаче Коши для ОДУ, решение которой потом находится в явном виде.

Ключевые слова: уравнения в частных производных, дифференциальные уравне-
ния на поверхности, ОДУ, размерность дифференциальных уравнений, задача Коши.

EXAMPLE OF DIMENSION REDUCTION IN
ONE-DIMENSIONAL EVOLUTIONARY PROBLEMS

M. L. Zaytsev, V. B. Akkerman

Abstract. Simplifications of the first-order PDE systems with the help of dimension
reduction in overdetermined systems of partial differential equations are considered. A
new method for overriding any system of partial differential equations is proposed. This
overdetermination is investigated using the example of one-dimensional evolution equations.
Analytic examples are given where by this method the Cauchy problem for two-dimensional
systems of equations can be reduced to the parametric Cauchy problem for an ODE, whose
solution is then found explicitly.

Keywords: ODE, PDE, differential equation on the surface, dimension of differential
equations, Cauchy problem.

1. В работах авторов [1-4] был предложен прием нахождения частных решений у пере-
определенных систем дифференциальных уравнений в частных производных. В этом методе
в случае удачного выбора дополнительного уравнения связи нахождение решений сводится
к решению систем обыкновенных неявных уравнений. Предлагаемый способ в более слабых
предположениях допускает также редуцирование переопределенных систем дифференциаль-
ных уравнений до систем УрЧП размерности меньшей, чем у исходных систем УрЧП. В ра-
ботах авторов [1-4] были приведены только тестовые аналитические примеры, показывающие
работу метода. Требуется привести примеры применения метода, представляющие математи-
ческий интерес. В работе [5] был предложен способ переопределения любых систем уравнений
в частных производных. Цель данной статьи исследовать это переопределение на примере од-
номерных эволюционных уравнений и получить их решение в явном виде, где это возможно.
Везде мы предполагаем достаточную гладкость, непрерывность и дифференцируемость всех
рассматриваемых функций.
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2. Приведем следующую схему переопределения любых систем УрЧП первого порядка,
являющуюся обобщением схемы, предложенной в работе [5]. Рассмотрим систему из p диффе-
ренциальных уравнений в частных производных первого порядка относительно неизвестных
Sv pxq, v “ 1...p, x “ px1, ...xmq P ℜm

x

Hk

ˆBSv
Bx , Sv,x

˙
“ 0, v “ 1...p, k “ 1...p. (1)

Обозначим

U i
v “ BSv

Bxi
, v “ 1...p, i “ 1...m. (2)

Тогда уравнения (1) можно записать в виде

Hk

`
U i
v, Sv,x

˘
“ 0, i “ 1...m, v “ 1...p, k “ 1...p. (3)

Можно выписать следующие выражения:

BU i
v

Bxm
“ B2Sv

BxmBxi
“ BUm

v

Bxi
, i “ 1... pm´ 1q , v “ 1...p, (4)

BSv
Bxm

“ Um
v , v “ 1...p. (5)

Уравнения (4) можно преобразовать к виду

BU i
v

Bxm
` pαv ¨ ∇qU i

v “ 0, i “ 1... pm´ 1q , v “ 1...p, (6)

где ∇ “ pB{B1...B{Bm´1q и векторы α
v “

`
αv
1....α

v
m´1

˘
, v “ 1...p, определяются из системы

линейных относительно него уравнений

pαv ¨ ∇qU i
v “ ´BUm

v

Bxi
, i “ 1... pm´ 1q , v “ 1...p. (7)

Рассмотрим p замен переменных

dr

dxm
“ α

vpr, xmq, v “ 1...p,

r “ r prv0, xmq и r
v
0 “ r

v
0 pr, xmq , xm “ xm, r

v
0|xm“0 “ r, (8)

где r
v
0 “

´
xv01, ...x

v
0pm´1q

¯
, v “ 1...p, и r “ px1, ...xm´1q. Для каждой из этих p переменных

выражения (4) или (6) запишутся в виде

dU i
v

dxm
“ 0, i “ 1... pm ´ 1q , v “ 1...p, (9)

или

U i
v “ U i

0v prv0q “ BS0v prv0q
Bxv0i

, i “ 1... pm´ 1q , v “ 1...p. (10)

Здесь U i
v

ˇ̌
x“
m0

“ U i
0v prq “ BS0vprq

Bxi
и Sv|xm“0 “ S0v prq. Замены переменных (8) означают также,

что
Brv0
Bt ` α

v ¨ ∇r
v
0 “ 0, v “ 1...p. (11)

Можно составить следующую переопределенную систему из p3m´ 1q p уравнений в част-
ных производных: (2), (3), (10), (11) и 2mp неизвестных U i

v, Sv, r
v
0, v “ 1...p, i “ 1...m.
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Следовательно, вообще переопределение возможно только при m ě 2. Начальные данные
S0v prq, v “ 1...p, должны быть такими, чтобы была корректна замена переменных (7), (8).

3. Авторами было предположено, что полная редукция с помощью данного переопреде-
ления возможна при m ě 3 [5]. Можно проверить, что, когда m “ 2, формально применяя
преобразования, изложенные в работах [1-4], полная редукция на любую поверхность снижен-
ной размерности не происходит. Однако и при m “ 2 можно получить редукцию уравнений
(1) в некоторых случаях на специально выделенных поверхностях пониженной размерности,
используя переопределение (1) – (11).

Рассмотрим уравнение
BS
Bt “ F pBS

Bx , S, x, tq. (12)

Это соответствует случаю m “ 2, p “ 1. Обозначим U “ BS{Bt, P “ BS{Bx. Тогда

U “ F pP, S, x, tq, (13)

BP
Bt “ BU

Bx , (14)

BS
Bt “ U. (15)

Преобразуем уравнение (14) к виду:

BP
Bt ` α

BP
Bx “ 0, (16)

где

α “ ´
BU
Bx
BP
Bx

.

Сделаем замену переменных

dx

dt
“ α, x “ x px0, tq и x0 “ x0 px, tq , t “ t, x0|t“0 “ x. (17)

Замена переменных (17) означает, что

Bx0
Bt ` α

Bx0
Bx “ 0. (18)

Тогда из выражения (16) следует, что

P “ P0 px0q “ BS0 px0q
Bx0

, (19)

где P |t“0 “ P0 pxq и S|t“0 “ S0 pxq. Из определения величины P следует

BS
Bx “ P0 px0q . (20)

После подстановки выражения (19) в уравнения (13), (15) и (18) и преобразований полу-
чим, что

BS
Bt “ F pP0 px0q , S, x, tq, (21)

Bx0
Bt ´ BF

BP
Bx0
Bx “

BF
BS P0 px0q ` BF

Bx
BP0

Bx0

. (22)
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Из уравнений (20), (21) можно получить также:

BS
Bt ´ BF

BP
BS
Bx “ F pP0 px0q , S, x, tq ´ BF

BP P0 px0q . (23)

Мы видим, что, если сделать замену переменных

dx

dt
“ Bx px1, tq

Bt “ ´BF
BP , x “ x

`
x1, t

˘
и x1 “ x1 px, tq , t “ t, x1|t“0 “ x, x|t“0 “ x1, (24)

то уравнения (22) и (23) запишутся в виде

Bx0 px1, tq
Bt “

BF
BS P0 px0q ` BF

Bx
BP0px0q

Bx0

, (25)

BS px1, tq
Bt “ F pP0 px0q , S, x, tq ´ BF

BP P0 px0q . (26)

Таким образом, фактически мы имеем систему трех обыкновенных дифференциальных
уравнений (24) – (26) от трех неизвестных S, x0, x, где в правых частях этих уравнений
стоят только функции от S, x0, x, t. Начальные данные должны быть следующие: x|t“0 “ x1,
x0|t“0 “ x1, S|t“0 “ S0 px1q. В итоге, решая систему (24) – (26) размерности меньшей, чем у
исходного уравнения (12), можно найти его решение соответствующей задачи Коши S px, tq.

Пример 1. Рассмотрим уравнение Хопфа

BS
Bt ` S

BS
Bx “ 0 (27)

с начальным условием S|t“0 “ S0 pxq. Решая его стандартным способом, мы приходим к
следующей системе ОДУ [6]:

dS

dt
“ 0, (28)

dx

dt
“ S, (29)

где S|t“0 “ S0 px0q и x|t“0 “ x0. Решение системы ОДУ (28), (29), очевидно, имеет вид

S “ S0 px0q , x “ x0 ` S0 px0q t. (30)

Исключая x0 из уравнений (30), мы найдем решение уравнения Хопфа (27).
Решим теперь его нашим способом. В этом случае имеем F “ F pP, S, x, tq “ ´PS. Система

ОДУ (24) – (26) имеет вид:
Bx px1, tq

Bt “ S, (31)

Bx0 px1, tq
Bt “ ´rP0 px0qs2

BP0px0q
Bx0

, (32)

BS px1, tq
Bt “ 0. (33)

Здесь x|t“0 “ x1, x0|t“0 “ x1, S|t“0 “ S0 px1q. Решение системы уравнений (31) – (33) имеет
вид:

S “ S0
`
x1
˘
, x “ x1 ` S0

`
x1
˘
t,

BS0 px0q
Bx0

“ P0 px0q “ 1

t`
”

BS0px1q
Bx1

ı´1
. (34)
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Сравнивая (30) и (34), видно, что оба решения исходного уравнения Хопфа (27) совпада-
ют. Мы видим, что уравнения (28), (29) и (31), (33) одинаковые. В следующем примере оба
способа также приводят к одинаковым системам уравнений.

Пример 2. Рассмотрим нелинейное уравнение

BS
Bt “ F

ˆBS
Bx , x, t

˙
. (35)

Обозначим также

U1 “ BS
Bt и U2 “ BS

Bx , (36)

Тогда
BU2

Bt ´ BU1

Bx “ 0, (37)

U2 “ F pU1, x, tq . (38)

Подставим это выражение (38) в (37). В итоге,

BF pU1, x, tq
BU1

BU1

Bt ´ BU1

Bx ` BF pU1, x, tq
Bt “ 0. (39)

Мы получили одно квазилинейное уравнение, решая которое, можно найти решение нели-
нейного уравнения в частных производных (35). Решение уравнения (39) сводится к решению
следующей системы ОДУ [6]:

dt

dτ
“ BF pU1, x, tq

BU1

, (40)

dx

dτ
“ ´1, (41)

dU1

dτ
“ ´BF pU1, x, tq

Bt . (42)

Система ОДУ (40) – (42) не отличается коренным образом от соответствующей системы (24)
– (26) для уравнения (39).

Пример 3. Рассмотрим теперь уравнение

BS
Bt “

ˆBS
Bx

˙4

` S ` t3 (43)

с начальным условием S|t“0 “ S0 pxq. Имеем F “ F pP, S, x, tq “ P 4 ` S ` t3. Система ОДУ
(24) – (26) имеет вид:

Bx px1, tq
Bt “ ´4 rP0 px0qs3 , (44)

Bx0 px1, tq
Bt “ P0 px0q

BP0px0q
Bx0

, (45)

BS px1, tq
Bt “ ´3 rP0 px0qs4 ` S ` t3. (46)

Здесь x|t“0 “ x1, x0|t“0 “ x1, S|t“0 “ S0 px1q, P0 px0q “ BS0 px0q{Bx0. Очевидно, решение
уравнения (45) с учетом этих начальных данных имеет вид:

BS0 px0q
Bx0

“ P0 px0q “ BS0 px1q
Bx1

et. (47)
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Тогда, учитывая (47), решение уравнения (44) имеет вид

x “ x1 ´ 4

tż

0

„BS0 px0q
Bx0

3
dt “ x1 ´ 4

tż

0

„BS0 px1q
Bx1

et
3
dt “

“ x1 ´ 4

3

ˆBS0 px1q
Bx1

˙3 `
e3t ´ 1

˘
. (48)

После подстановки решения уравнения (45) в уравнение (46) получается линейное относи-
тельно неизвестной S уравнение. Решая его стандартным методом вариации постоянной [6]
и интегрируя по обычным правилам [7], находим его решение:

S “ S0
`
x1
˘
et ` et

tż

0

e´t

˜
´3

„BS0 px1q
Bx1

et
4

` t3

¸
dt “

“ S0
`
x1
˘
et `

ˆBS0 px1q
Bx1

˙4 `
´e4t ` et

˘
´ t3 ´ 3t2 ´ 6t ´ 6 ` 6et. (49)

Таким образом, формулы (48), (49) задают решение задачи Коши для уравнения (43). При-
веденные выше рассуждения позволяют утверждать, что указанным выше методом можно
решить в явном виде следующее уравнение общего вида:

BS
Bt “ p ptqG

ˆBS
Bx

˙
` q ptqS ` r ptqx ` v ptq , (50)

где S|t“0 “ S0 pxq, p ptq, q ptq, r ptq, v ptq — функции от t P ℜ, Gppq — функция от p P ℜ (напри-
мер, Gppq “ pα, α P ℜq. В случае BS{Bx “ 0, r ptq “ 0 уравнение (50) сводится к известному
случаю линейного ОДУ, которое имеет решение в явном виде [8].

Стандартным способом уравнение (50) можно преобразовать к некоторой системе ОДУ,
решая которую можно найти решение исходного уравнения (50) [6]. Однако возможность
нахождения решения в явном виде у этой системы ОДУ, как в предлагаемом методе, далеко
не очевидна.

4. В случае m “ 2, p ą 1 система уравнений (1) с помощью переопределения (1) – (11) пре-
образовывается к переопределенной системе квазилинейных дифференциальных уравнений
первого порядка аналогично [9] на стр. 54. Однако снизить размерность это не позволяет. В
частном случае здесь возможно упрощение иного рода.

Рассмотрим систему уравнений вида

BS1
Bt “ F

ˆBS1
Bx ,

BS2
Bx

˙
, (51)

BS2
Bt “ G

ˆBS1
Bx ,

BS2
Bx

˙
(52)

с начальным условием S1|t“0 “ S0
1 pxq, S2|t“0 “ S0

2 pxq. Обозначим

P1 “ BS1
Bx , P2 “ BS2

Bx . (53)

Тогда F “ F pP1, P2q, G “ G pP1, P2q. Можно выписать соотношения

BP1

Bt “ BF
Bx , (54)
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BP2

Bt “ BG
Bx . (55)

Уравнения (54), (55) можно преобразовать к виду

BP1

Bt ` α1 BP1

Bx “ 0, (56)

BP2

Bt ` α2 BP2

Bx “ 0, (57)

где

α1 “ ´
BF
Bx

BP1

Bx

, α2 “ ´
BG
Bx

BP2

Bx

.

Сделаем две замены переменных

dx

dt
“ α1, x “ x

`
x10, t

˘
и x10 “ x10 px, tq , t “ t, x10|t“0 “ x, (58)

dx

dt
“ α2, x “ x

`
x20, t

˘
и x20 “ x20 px, tq , t “ t, x20|t“0 “ x. (59)

Замены переменных (58), (59) означают, что

Bx10
Bt ` α1 Bx10

Bx “ 0, (60)

Bx20
Bt ` α2 Bx20

Bx “ 0. (61)

Тогда из выражений (56), (57) следует, что

P1 “ P 0
1

`
x10
˘

“ BS0
1

`
x10
˘

Bx10
, (62)

P2 “ P 0
2

`
x20
˘

“ BS0
2

`
x20
˘

Bx20
, (63)

где P1|t“0 “ P 0
1 pxq, P2|t“0 “ P 0

2 pxq. Из определения величин P1 и P2 следует

BS1
Bx “ P 0

1

`
x10
˘
, (64)

BS2
Bx “ P 0

2

`
x20
˘
. (65)

Подставим выражения (64), (65) в соотношения (51), (52) и (60), (61). После преобразований
получим, что

BS1
Bt “ F

`
P 0
1

`
x10
˘
, P 0

2

`
x20
˘˘
, (66)

BS2
Bt “ G

`
P 0
1

`
x10
˘
, P 0

2

`
x20
˘˘
, (67)

˜
Bx1

0

Bt
Bx2

0

Bt

¸
` A

˜
Bx1

0

Bx
Bx2

0

Bx

¸
“ 0, (68)
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где

A “

¨
˚̊
˚̊
˚̊
˚̋

´ BF
BP1

´ BF
BP2

¨
BP0

2 px20q
Bx2

0

BP0
1 px10q
Bx1

0

´ BG
BP1

¨
BP0

1 px10q
Bx1

0

BP0
2 px20q
Bx2

0

´ BG
BP2

˛
‹‹‹‹‹‹‹‚
.

Сделаем в системе уравнений (68) замену переменных

x10 “ x10 px, tq , x20 “ x20 px, tq , (69)

x “ x
`
x10, x

2
0

˘
, t “ t

`
x10, x

2
0

˘
. (70)

Имеем,
Bx10
Bt “ B

`
x10, x

˘

B pt, xq “ ´ 1
Bpx,tq

Bpx1
0
,x2

0q

B
`
x10, x

˘

B
`
x10, x

2
0

˘ “ ´ 1
Bpx,tq

Bpx1
0
,x2

0q

Bx
Bx20

, (71)

Bx20
Bt “ 1

Bpx,tq

Bpx1
0
,x2

0q

Bx
Bx10

,
Bx10
Bx “ 1

Bpx,tq

Bpx1
0
,x2

0q

Bt
Bx20

,
Bx20
Bx “ ´ 1

Bpx,tq

Bpx1
0
,x2

0q

Bt
Bx10

. (72)

Подставим (71), (72) в систему уравнений (68). После преобразований находим, что
˜

´ Bx
Bx2

0

Bx
Bx1

0

¸
` A

˜
Bt

Bx2
0

´ Bt
Bx1

0

¸
“ 0, (73)

Элементы матрицы A в переменных
`
x10, x

2
0

˘
выражены автоматически, т. к. из (62), (63)

следует, F “ F

ˆ
BS0

1px1
0q

Bx1
0

,
BS0

2px2
0q

Bx2
0

˙
, G “ G

ˆ
BS0

1px1
0q

Bx1
0

,
BS0

2px2
0q

Bx2
0

˙
. Для системы (73) задается сле-

дующая задача: t “ 0, x “ x10 на прямой x10 “ x20 в плоскости
`
x10, x

2
0

˘
.

Таким образом, система уравнений в частных производных (73) линейная. Эту систему
уравнений можно преобразовать к одному линейному эволюционному уравнению второго
порядка, но увеличив количество переменных [5].

Используя (64) – (67), имеем,

BS1
Bx10

“ BS1
Bx

Bx
Bx10

` BS1
Bt

Bt
Bx10

“ P 0
1

`
x10
˘ Bx

Bx10
` F

`
P 0
1

`
x10
˘
, P 0

2

`
x20
˘˘ Bt

Bx10
, (74)

BS2
Bx10

“ BS2
Bx

Bx
Bx10

` BS2
Bt

Bt
Bx10

“ P 0
2

`
x10
˘ Bx

Bx10
`G

`
P 0
1

`
x10
˘
, P 0

2

`
x20
˘˘ Bt

Bx10
. (75)

Неизвестные величины S1, S2 можно найти из уравнений (74), (75), поставив к ним
задачу:S1 “ S0

1

`
x10
˘
, S2 “ S0

2

`
x10
˘

на прямой x10 “ x20 в плоскости
`
x10, x

2
0

˘
.

5. В данной работе рассматриваются упрощения систем УрЧП первого порядка. Приве-
дены аналитические примеры, когда новым способом задача Коши для двумерных систем
уравнений может быть сведена к параметрической задаче Коши для ОДУ, решение которой
потом находится. Используется переопределение (1) – (11), предложенное авторами, для слу-
чая m “ 2. В случае m “ 2, p “ 2 системы вида (51), (52) преобразовываются к линейным. В
остальных случаях m ě 3 задача сокращения размерности у систем УрЧП данным способом
сильно усложняется, и получить решение в явном виде практически невозможно.

Переопределение (1) – (11) позволяет также преобразовать любые системы УрЧП пер-
вого порядка к системам интегро-дифференциальных уравнений с пониженной на единицу
размерностью (см. Приложение А).
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В работе [5] было предложено преобразование систем УрЧП первого порядка к унифици-
рованному квазилинейному уравнению второго порядка большей размерности. Достаточно
найти “хорошее” переопределение только для этого уравнения, чтобы найти явное представ-
ление его решения. Как вариант, представляющий теоретический интерес, предлагается пе-
реопределение (1) – (11).

Приложение А. Уравнения с сокращенной размерностью в интегральной
форме

Рассмотрим случай m “ 4. Положим, что все неизвестные функции Sv pxq, v “ 1...p, x “
px1, ...xmq P ℜm

x
достаточно быстро убывают на бесконечности. Согласно формуле Пуассона

имеем,

Sv pxq “ 1

4π

ż

8

∇
r

1 ¨ r∇
r

1Sv px1
1, x

1
2, x

1
3, x4qs

|r ´ r1| dx1
1dx

1
2dx

1
3, v “ 1...p. (A.1)

Здесь r “ px1, x2, x3q, r1 “ px1
1, x

1
2, x

1
3q, ∇

r
1 “ pB{Bx1

1, B{Bx1
2, B{Bx1

3q, Sv pxq “ Sv pr, x4q, v “ 1...p.
Используя формулы (2) и (10), можно выписать

∇
r

1 ¨
“
∇

r
1Sv

`
x1
1, x

1
2, x

1
3, x4

˘‰
“

3ÿ

i“1

B
Bx1

i

ˆBSv
Bx1

i

˙
“

3ÿ

i“1

B
Bx1

i

ˆBS0v prv0q
Bxv0i

˙
“

3ÿ

i“1

3ÿ

j“1

B2S0v prv0q
Bxv0jBxv0i

Bxv0j
Bx1

i

.

(A.2)
Согласно формуле (5) имеем,

U4
v “ BSv

Bx4
“ 1

4π

ż

8

∇
r

1 ¨
„
∇

r
1

BSvpx1
1
,x1

2
,x1

3
,x4q

Bx4



|r ´ r1| dx1
1dx

1
2dx

1
3, v “ 1...p. (A.3)

Здесь

∇
r

1 ¨
„
∇

r
1
BSv px1

1, x
1
2, x

1
3, x4q

Bx4


“

3ÿ

i“1

3ÿ

j“1

3ÿ

l“1

B3S0v prv0q
Bxv0lBxv0jBxv0i

Bxv0l
Bx4

Bxv0j
Bx1

i

`
3ÿ

i“1

3ÿ

j“1

B2S0v prv0q
Bxv0jBxv0i

B2xv0j
Bx4Bx1

i

.

(A.4)
Из формулы (2) следует, что

U i
v “ BSv

Bxi
“ ´ 1

4π

ż

8

pxi ´ x1
iq∇r

1 ¨ r∇
r

1Sv px1
1, x

1
2, x

1
3, x4qs

|r ´ r1|3
dx1

1dx
1
2dx

1
3, v “ 1...p, i “ 1...3.

(A.5)
Можно выписать следующую систему из 12p интегро-дифференциальных уравнений (A.1),

(A.3), (A.5), (3), (10), (11) и 11p неизвестных U i
v, Sv, r

v
0, Brv0{Bx4 v “ 1...p, i “ 1...m. Раз-

мерность снижена на единицу, т.к. производная по x4 здесь фактически отсутствует. Не все
уравнения (A.1), (A.3), (A.5), (3), (10), (11) являются независимыми друг от друга из-за осо-
бенности формулы Пуассона (А.1).

В случае m “ 3 формулу (А.1) необходимо взять в виде

Sv pxq “ 1

2π

ż

8

∇
r

1 ¨
“
∇

r
1Sv

`
x1
1, x

1
2, x3

˘‰
ln
ˇ̌
r ´ r

1
ˇ̌
dx1

1dx
1
2, v “ 1...p. (A.6)

А в случае m “ 2

Sv pxq “ A px2q `B px2q x1 `
x1ż

0

dx

xż

0

B2Sv py, x2q
By2 dy “
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Пример сокращения размерности в одномерных эволюционных задачах

“ A px2q `B px2q x1 `
x1ż

0

dx

xż

0

B2S0v pxv0q
B pxv0q2

Bxv0
By dy, v “ 1...p, (A.7)

где Sv|x“
1
0 “ A px2q, BSv

Bx1

ˇ̌
ˇ
x“
1
0

“ B px2q.
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