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Аннотация. Статья посвящена доказательству теоремы о следах для одного клас-
са псевдодифференциальных операторов с вырождением. Рассматривается новый класс
переменных символов, зависящих также от комплексного параметра. Псевдодифференци-
альные операторы построены по специальному интегральному преобразованию. Теорема
о следах таких операторов доказывается в специальных весовых пространствах, типа
пространств С. Л. Соболева.
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Abstract. The article is devoted to the proof of the trace theorem for a class of pseudo-
differential operators with degeneracy. We consider a new class of variable symbols that also
depend on the complex parameter. Pseudo-differential operators are constructed by a special
integral transformation. The trace theorem of such operators is proved in special weight spaces,
such as S. L. Sobolev spaces.
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ВВЕДЕНИЕ

Вырождающиеся дифференциальные уравнения используются при моделировании раз-
личных физических процессов, в которых граница области оказывает существенное влияние
на процессы, происходящие вблизи границы. В этом случае на границе области может менять-
ся как тип уравнений, так и их порядок. Такие уравнения используются при исследовании
стационарных процессов конвекции — диффузии в неоднородных анизотропных средах, ха-
рактерных тем, что при приближении к границе коэффициент диффузии стремится к нулю.
В частности, к таким уравнениям приводит математическое моделирование процессов филь-
трации идеального баротропного газа в неоднородной анизотропной пористой среде процессов
фильтрации двухфазных жидкостей, в том числе, процессов вытеснения нефти водой из по-
ристой среды. Подобные уравнения возникают при моделировании процесса распространения
примеси в жидкокристаллическом растворе, находящемся во внешнем электрическом поле,
при исследовании стационарной задачи о контакте мягкой оболочки с препятствием, при

˚ Работа выполнена при финансовой поддержке гранта РНФ (проект 19.11.00197), выполняемого в Воро-
нежском государственном университете
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расчете линейных стационарных магнитных осесимметричных полей в неоднородных ани-
зотропных средах. Такие уравнения являются также обобщением сингулярно возмущенных
уравнений конвекции — диффузии. Кроме того, известно, что нахождение решения краевой
задачи для эллиптического уравнения эквивалентно минимизации некоторого функционала.
В теории управления задача о минимуме некоторого функционала соответствует задаче об
оптимальном управлении. Вырождающимся эллиптическим уравнениям соответствуют вы-
рожденные или особые оптимальные управления.

Краевые задачи для вырождающихся уравнений относятся к “неклассическим” задачам
математической физики. Основная трудность, возникающая в теории вырождающихся эл-
липтических уравнений, связана с влиянием младших (в смысле теории регулярных эллип-
тических операторов) членов уравнения на постановку граничных задач и их коэрцитивную
разрешимость.

Вырождающиеся эллиптические уравнения второго порядка и граничные задачи для них
достаточно хорошо изучены. Фундаментальные результаты в этом направлении принадлежат
М. В. Келдышу [1]. Полученные им результаты затем развивались и обобщались О. А. Олей-
ник [2]. Обобщенные решения вырождающихся эллиптических уравнений второго порядка
впервые были рассмотрены в работах С. Г. Михлина [3] и М. И. Вишика [4]. Исследование
вырождающихся эллиптических уравнений высокого порядка (при “степенном” характере
вырождения) было начато в работах М. И. Вишика и В. В. Грушина [5]. Затем ряд резуль-
татов для некоторых классов вырождающихся уравнений высокого порядка был получен
В. П. Глушко [6], С. З. Левендорским [7], А. Д. Баева, Р. А. Ковалевского, А. А. Бабайцева
[8]–[15].

Настоящая работа посвящена доказательству теоремы об ограниченности одного класса
вырождающихся псевдодифференциальных операторов с переменным символом, зависящим
также от комплексного параметра.

В работе систематически используется специальное интегральное преобразование Fα, вве-
денное в [8]. Преобразование Fα позволяет ввести в рассмотрение специальный класс весовых
псевдодифференциальных операторов. Весовые псевдодифференциальные операторы с по-
стоянным по y символом были изучены в [8], в работах [16]–[18] были исследованы некоторые
классы весовых псевдодифференциальных операторов с переменным символом.

В работе исследуются весовые псевдодифференциальные операторы с переменным по t

символом, зависящим от комплексного параметра, из класса Sσ
α,p, p P Q “ tp P C, |arg p| ă

π
2
, |p| ą 0u. Доказывается теорема об ограниченности таких операторов в специальных весо-

вых пространствах типа пространств С. Л. Соболева.
Рассмотрим функцию αptq, t P R1

`, для которой выполняются условия: αp`0q “ α1p`0q “
0, α(t) > 0 при t ą 0, α(t) = const для t ě d при некотором d > 0.

Рассмотрим интегральное преобразование

Fαruptqspηq “
`8ż

0

uptq exppiη
dż

t

dρ

αpρq q dya
αptq

, (1)

которое определено первоначально на функциях uptq P C8
0 pR1

`q. Здесь C8
0 pR1

`q — простран-
ство бесконечно дифференцируемых финитных функций, носитель которых принадлежит

R1
`. Преобразование (1) и преобразование Фурье FτÑηrus “

`8ż

´8

upτq exppiητqdτ, η P R1 свя-

заны следующим соотношением

Fαruptqspηq “ FτÑηruαpτqs, (2)
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где uαpτq “
a
αptquptq

ˇ̌
ˇ
t“ϕ´1pτq

, t “ ϕ´1pτq — функция, обратная к функции τ “ ϕpyq “
dş
t

dρ
αpρq .

Для преобразования Fα справедлив аналог равенства Парсеваля

}Fαruspηq}L2pR1q “
?
2π }u}L2pR1

`q . (3)

Равенство (3) даёт возможность расширить преобразование (1) до непрерывного преобра-
зования, осуществляющего гомеоморфизм пространств L2pR1q и L2pR1

`q, а также рассмотреть
преобразование Fα на некоторых классах обобщенных функций. Для расширенного таким об-
разом преобразования Fα сохраним старое обозначение. Обозначим через F´1

α обратное к Fα

преобразование. Это преобразование можно записать в виде

F´1
α rwpηqsptq “ 1a

αptq
F´1
ηÑτ rwpηqs

ˇ̌
ˇ̌
ˇ
τ“ϕptq

.

Можно показать, что для функции uptq P C8
0 pR̄1

`q справедливы равенства

FαrDj
α,tuspηq “ ηjFαruspηq, j “ 1,2,..., где Dα,t “ 1

i

a
αptqBt

a
αptq, Bt “ B

Bt .

Определим пространства Hs,αpRn
`q; Hs,α,qpRn

`q следующим образом.
Определение 1. Пространство Hs,αpRn

`qps— действительное число) состоит из всех функ-
ций пространства L2pRn

`q, для которых конечна норма

}v, |p|}2s,α “
ż

Rn

p|p|2 ` |ξ|2 ` η2qs |FαFxÑξrvpx,yqs|2 dξdη, (4)

зависящая от комплексного параметра p P Q “ tp P C, |arg p| ă π
2
, |p| ą 0u.

Определение 2. Пространство Hs,α,qpRn
`q ps ě 0, q ą 1q состоит из всех функций vpx,yq P

Hs,αpRn
`q, для которых конечна норма

}v, |p|}s,α,q “ t
r s
q

sÿ

l“0

›››F´1
ξÑxF

´1
α rp|p|2 ` |ξ|2 ` η2q s´ql

2 FαFxÑξrBlyvss
›››
2

L2pRn
`q

u 1

2 , (5)

зависящая от комплексного параметра. Здесь r s
q
s — целая часть числа s

q
.

Пусть выполнено следующее условие.
Условие 1. Существует число ν P (0,1] такое, что |α1ptqα´νptq| ď c ă 8 при всех t P

r0,`8q. Кроме того, αpyq P Cs1r0,`8q для некоторого s1 ě 2N ´ |σ|, где N ě max
0ďp1ďl

t2p1 `
l´p1` 3

2

ν
` 1, σ ` 1, σ ` l

2
u, l “ 1, 2, . . . , σ — некоторое действительное число.

Можно показать, что указанное выше число ν существует, если αp`0q “ α1p`0q “ 0.
С помощью преобразования (1) и преобразования Фурье FxÑξ “ Fx1Ñξ1Fx2Ñξ2 ...Fxn´1Ñξn´1

определим весовой псевдодифференциальный оператор по формуле

Gpσqpp,Dx,Dα,tqvpx,tq “ F´1
α F´1

ξÑxrgpp,ξ,ηqFxÑξFαrvpx,tqss. (6)

Определение 3. Будем говорить, что символ gpp,ξ,ηq весового псевдодифференциаль-
ного оператора Gpσqpp,Dx,Dα,yq принадлежит классу символов Sσ,p

α,ρ, где σ P R1,p P Q “ tp P
C, |arg p| ă π

2
, |p| ą 0u, если функция gpp,ξ,ηq является бесконечно дифференцируемой функ-

цией по переменной t P Ω и по переменной η P R1 . Причем, при всех j “ 0, 1, 2,..., l “
0, 1, 2,... справедливы оценки

|Blηλpp,t,ξ,ηq| ď cjlp|p|2 ` |ξ| ` |η|qσ´ρl (7)
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с константами cjl ą 0, не зависящими от p P Q, ξ P Rn´1, η P R1, ρ P p0; 1s. Здесь σ -
действительное число.

Доказаны следующие утверждения.
Теорема 1. Пусть q ą 1, σ – действительные числа, vpx,yq P Hs`σ,α,qpRn

`q. Пусть символ
λpp,ξ,ηq весового псевдодифференциального оператора Kpσqpp,Dx,Dα,tq принадлежит классу
S
σ,p
α,ρ, p P Q “ tp P C, |arg p| ă π

2
, |p| ą 0u,ρ P p0; 1s σ P R1. Тогда при выполнении условия 1

справедливо равенство

lim
yÑ`0

Kpσqpp,Dx,Dα,yqvpx,yq “ lim
yÑ`0

Kpσqpp,Dx,0qvpx,yq “
“ lim

yÑ`0
F´1
ξÑxrλpp,ξ,0qFxÑξrvpx,yqss. (8)

1. СХЕМА ДОКАЗАТЕЛЬСТВА ТЕОРЕМЫ 1

Справедливы следующие утверждения.
Лемма 1.1. Пусть выполнено условие 1 и символ λpp,ξ,ηq весового псевдодифференци-

ального оператора принадлежит классу S
σ,p
α,ρ, ρ P p0; 1s p P Q “ tp P C, |arg p| ă π

2
, |p| ą 0u.

Тогда для любой функции vpx,tq P C8
0 pRn

`q справедливо равенство

lim
tÑ`0

Kpσqpp,Dx,Dα,tqvpx,tq “ F´1
ξÑxrλpp,ξ,0qFxÑξrvpx,0qss`

` lim
tÑ`0

F´1
ξÑxF

´1
α rgN pp,ξ,ηqFαFxÑξrDN

α,tvss, (1.1)

где N ą 0— целое число и s1 в условии 1, такое, что s1 ě N ;

gN pp,ξ,ηq “ N
1ş
0

λN pp,ξ,θηqp1 ´ θqN´1dθ,

λjpp,ξ,ηq “ p´1qj

j!
Bjηλpp,ξ,ηq, j “ 1, 2,..., N.

(1.2)

Доказательство. Воспользуемся формулой Тейлора. Получим

λpp,ξ,ηq “ λpp,ξ,0q `
N´1ÿ

i“1

λjpp,ξ,0qηi ` gN pp,ξ,ηqηN , (1.3)

где функции λi, gN определены в (1.2).
Используя равенство (1.3), получим равенство

F´1
α rλpp,ξ,ηqFαrvpx,tqss “ F´1

α rλpp,ξ,0qFαrvss`

`
N´1ř
i“1

F´1
α rλipp,ξ,0qFαrDi

α,tvpx,tqss ` F´1
α rgN pp,ξ,ηqFαrDN

α,tvss. (1.4)

Заметим, что справедливо равенство

F´1
α rλipp,ξ,0qFαrDi

α,tvpx,tqss “ λipp,ξ,0qDi
α,tvpx,tq, i “ 1, 2,....

И так как Di
α,tvpx,tq

ˇ̌
t“0

“ 0 при i “ 1, 2, ... , N ´ 1, то

F´1
α rλipp,ξ,0qFα rDi

α,tvpx,tqss
ˇ̌
t“0

“ 0, i “ 1, 2, ..., N ´ 1.

Отсюда и из (1.4) следует (1.1).
Введем функцию βpτq такие, что

βpτq “ α´ 1

2 ptq|t“ϕ´1pτq , wpτq “
a
αptqDN

α,t uptq|t“ϕ´1pτq , Dα,t “ ´
a

´αptqBt
a
αptq (1.5)

ВЕСТНИК ВГУ. СЕРИЯ: ФИЗИКА. МАТЕМАТИКА. 2020. № 2 53



А. Д. Баев, Н. А. Бабайцева, А. А. Бабайцев, В. Д. Харченко

где t “ ϕ´1pτq - функция, обратная к функции τ “ ϕptq “
dş
t

dρ
αpρq .

Лемма 1.2. Пусть выполнены условия леммы 1.1. Тогда для любой функции uptq P
C8
0 pR1

`q при N ě σ справедливо равенство

F´1
α rgN pp,ξ,ηqFαrDN

α,tuptqss “ tF´1
ηÑτ rgN pp,ξ,ηqFτÑηrβpτqwpτqss`

`
N´1ÿ

i“1

F´1
ηÑτ rgN,ipp,ξ,ηqFτÑηrDi

τβpτq ¨ wpτqss`

` F´1
ηÑτ r

8ż

´8

FτÑpη´yqrDN1

τ βpτqs ¨ rgN,N1
pp,ξ,η ´ y,yqFτÑyrwsdys u|τ“ϕptq . (1.6)

Здесь N1 ě maxt 3
2ν
,2 ` 1

2ν
u,

gN,ipp,ξ,ηq “ p´1qi
i!

BiηgN pp,t,ξ,ηq, (1.7)

rgN,N1
pp,ξ,η ´ y,yq “ N

1ż

0

gN,N1
pp,ξ,η ´ θpη ´ yqqp1 ´ θqN1´1dθ. (1.8)

Доказательство. Утверждение леммы вытекает из справедливости оценок

ˇ̌
BiηgN pp,ξ,ηq

ˇ̌
ď c

1ż

0

p|p| ` |ξ| ` θηqσ´N´idθ ď c ă 8 (1.9)

при всех i “ 0, 1, 2, ... для N ě σ

Лемма 1.3. Пусть выполнены условия леммы 1.1; uptq P C8
0 pR1

`q. Тогда при всех ξ P Rn´1

функция
f0pp,ξ,ηq “ FτÑηrβpτqwpτqsgN pp,ξ,ηq (1.10)

принадлежит по переменной η пространству L1pR1q при N ě maxtσ ` 1, 1 ` 1
ν

u.
Доказательство. Из (1.9) при всех N ě σ ` 1 получим

|ηgN pp,ξ,ηq| ď c

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌
ˇ

|η|ż

0

p|p| ` |ξ| ` θ1qσ´Ndθ1

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌
ˇ

ď c1 ă 8

с некоторой константой c1 ą 0, не зависящей от ξ. Значит, функция gN pp,ξ,ηq принадлежит
по переменной η пространству L2pR1q. Отсюда следует, что функция βpτqwpτq P L2pR1q, а,
значит, FτÑηrβpτqwpτqs P L2pR1q. Отсюда и из (1.10) получаем, что функция принадлежит
по η пространству L1pR1q, как произведение двух функций из L2pR1q.

Следствие 1.1. Пусть выполнены условия леммы 1.3. Тогда при всех ξ P Rn´1 функция

fipp,ξ,ηq “ gN,ipp,ξ,ηqFτÑηrDi
τβpτq ¨ wpτqs

принадлежит по переменной η пространству L1pR1q.
Доказательство. Из (1.7) и (1.9) выводим неравенства |ηgN,ipp,ξ,ηq| ď c ă 8, i “ 1,2,...,N1´

1, при всех ξ P Rn´1,η P R1. Следовательно, gN,ipp,ξ,ηq принадлежит L2pR1q по перемен-
ной η при каждом ξ P Rn´1. Отсюда выводим, что Di

τβpτqwpτq P L2pR1q. Заметим, что
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функция Di
τβpτqwpτq является непрерывной и ограниченной на R1. Следовательно, функ-

ция Di
τβpτqwpτq P L2pR1q.

Таким образом, функции fipp,ξ,ηq,i “ 1,2,...,N1 ´ 1 принадлежат при каждом ξ P Rn´1

пространству L1pR1q как произведение двух функций из L2pR1q.
Теорема 1.1. Пусть выполнено условие 1 и символ λpp,ξ,ηq весового псевдодифференци-

ального оператора принадлежит классу S
σ,p
α,ρ, σ P R1,p P Q “ tp P C, |arg p| ă π

2
, |p| ą 0u.

Тогда для любой функции vpx,tq P C8
0 pRn

`q справедливо равенство

lim
tÑ`0

F´1
ξÑxF

´1
α rgN pp,ξ,ηqFxÑξFαrDN

α,tvpx,tqss “ 0 (1.11)

при N ě maxtσ ` 1, 1 ` 1
ν

u.
Доказательство. Так как gN,ipp,ξ,ηqFτÑηrDi

τβpτq ¨ wpτqs P L1pR1q по переменной η P R1,
при всех ξ P Rn´1, то в силу леммы Римана – Лебега, получим, что

F´1
ηÑτ rgN,ipp,ξ,ηqFτÑηrDi

τβpτqwpτqss Ñ 0 при |τ | Ñ 8.

Заметим, что условие τ Ñ `8 равносильно условию t “ ϕ´1pτq Ñ `0. Отсюда получим,
что

N´1ÿ

i“0

lim
tÑ`0

F´1
ηÑτ rgN,ipp,ξ,ηqFτÑηrDi

τβpτq ¨ wpτqs s|τ“ϕptq “ 0, (1.12)

где gN,0pp,ξ,ηq ” gN pp,ξ,ηq.
Из (1.6) и (1.12) следует, что для доказательства теоремы 1.1 осталось доказать, что

lim
τÑ`8

F´1
ηÑτ r

8ż

´8

FτÑpη´yqrDN1

τ βsrgN,N1
pp,ξ,η ´ y,yqFτÑyrwsdys “ 0, (1.13)

где функция rgN,N1
определена в (1.8).

Для доказательства (1.13) достаточно показать, что

J “
8ż

´8

FτÑpη´yqrDN1

τ βsrgN,N1
pp,ξ,η ´ y,yqFτÑyrwsdy P L1pR1q (1.14)

при всех ξ P R1.
Из (1.8) и (1.9) получим, что |rgN,N1

pp,ξ,η ´ y,yq| ď c ă 8 при N`N1 ě σ, причем константа
c ą 0 не зависит от t, ξ, η, y.

Отсюда с помощью неравенства Минковского получим

}J}L1pR1q ď c
››FτÑyrDN1

τ βpτqs
››
L1pR1q

¨
8ż

´8

|FτÑyrws|dy. (1.15)

Оценим правую часть неравенства (1.15). Покажем вначале, что FτÑηrDN1

τ βpτqs P L1pR1q.
Для этого достаточно доказать, например, что

lim
|η|Ñ8

η2FτÑyrDN1

τ βpτqs “ lim
|η|Ñ8

FτÑyrDN1`2
τ βpτqs “ 0. (1.16)

Действительно, учитывая, что αptq “ const при t ě d ą 0, что функция DN1

τ βpτq ”
pαBtqN1pα´ 1

2 ptq q|t“ϕ´1pτq принадлежит L1pR1q при всех N1 ě maxt 3
2ν
,1` 1

ν
u, откуда и вытекает

справедливость равенства (1.16).
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Таким образом, чтобы оценить правую часть (1.15) сверху некоторой константой, остается
показать, что FτÑηrws P L1pR1q. Для этого достаточно доказать, например, что

lim
|η|Ñ8

η2FτÑηrwpτqs “ 0. (1.17)

Так как η2FτÑηrws “ FαrDN`2
α,t uptqs, то при N ` 2 ě 1 ` 1

ν
получаем равенство (1.17).

Отсюда и из (1.15) получим (1.14).
Теорема 1.1 доказана.
Доказательство теоремы 1. Утверждение теоремы 1 для функций vpx,tq P C8

0 pRn
`q

следует из леммы 1.1 и теоремы 1.1. В общем случае утверждение теоремы 1 следует из того,
что множество функций C8

0 pRn
`q плотно в пространстве Hq`σ,α,qpRn

`q.
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