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Аннотация. Работа посвящена развитию теории обратных задач для двумерного вол-
нового уравнения с быстро осциллирующими по времени слагаемыми. Развивается новый
подход к постановкам таких задач, когда дополнительные условия ставится не на все ре-
шение, а на несколько первых членов его асимптотики. Этот подход применяется при
учете специфики области – прямой круговой цилиндр.
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THE INVERSE PROBLEM FOR A TWO-DIMENSIONAL
WAVE EQUATION WITH A QUICKLY OSCILLATING

RIGHT SIDE
P. V. Babich

Abstract. The paper is devoted to the development of the theory of inverse problems for
two-dimensional wave equation with summands rapidly oscillating in time. A new approach
to setting such problems is developed for the case in which overdetermination conditions are
imposed only on several first terms of the asymptotics of the solution rather that on the whole
solution. This approach is applied with an allowance for specificity of the domain – straight
round cylinder.

Keywords: two-dimensional differential equations, wave equation, rapidly oscillating
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ВВЕДЕНИЕ

Задачи, рассматриваемые в данной работе, находятся на пересечении двух дисциплин:
«обратные задачи» и «асимптотические методы». Теории обратных задач посвящено боль-
шое число работ (см., например монографии [1]–[4]). Однако, в этой теории практически
не изучены вопросы, касающиеся уравнений с быстро осциллирующими данными. Теория
асимптотических методов также богато представлена в литературе (см., [5] и многие другие).

Несмотря на то, что уравнения с быстро осциллирующими данными практически отсут-
ствуют в современной теории обратных задач, они моделируют многие физические процессы
в высокочастотных силовых полях (см., [6]–[9]). Некоторые быстро осциллирующие обратные
коэффициентные задачи изучались в работах [10], [11].

Данная статья посвящена вопросу о восстановлении неизвестной быстро осциллирующей
по времени правой части двумерного линейного волнового уравнения, рассматриваемого в
пространственно-временной области, представляющей прямой круговой цилиндр. Отметим,
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что в этой работе мы существенно опираемся на результаты, полученные в [14], где иссле-
довался случай произвольной области. Здесь же разработанный метод применен, при этом
учтена специфика области.

Изложение статьи разбито на три пункта. В п. 1 приведены некоторые обозначения, ис-
пользуемые в дальнейшем; в п. 2 изложены результаты, касающиеся прямой и обратной задач
в круговом цилиндре; в п. 3 рассматривается пример решения обратной задачи.

1. ОСНОВНЫЕ ОБОЗНАЧЕНИЯ

Символом Ω обозначим единичный круг в R
2, то есть Ω “ tpx1, x2q : x21 ` x22 ă 1u Через

QT обозначим открытый цилиндр Ω ˆ p0,T q Ă R
3. Рассмотрим гиперболическую начально-

краевую задачу с большим параметром ω:

B2u
Bt2 “ ∆u` fpxqrpt, ωtq, px,tq P QT , (1)

u|t“0 “ 0,
Bu
Bt

ˇ̌
ˇ̌
t“0

“ 0, (2)

u|x2
1

`x2
2

“1 “ 0. (3)

Будем предполагать, что f,∆f P C3pΩq, а также

f |x2
1

`x2
2

“1 “ ∆f |x2
1

`x2
2

“1 “ ∆2f
ˇ̌
x2
1

`x2
2

“1
“ 0. (4)

Будем также считать, что функция rpt,τq определена и непрерывна на множестве D “
tpt,τq : pt,τq P r0,T s ˆ r0,8qu и 2π-периодична по τ . Представим ее в виде суммы:

rpt,τq “ r0ptq ` r1pt,τq,

плавной r0 и осциллирующей компоненты r1 с нулевым средним xr1yτ “ 0. Будем предпола-
гать, что r0 P C1pr0,T sq, r1, r1t,r1tt,r1ttt, P CpDq,D “ tpt,τq : pt,τq P r0,T s ˆ r0,8qu.

2. ПРЯМАЯ И ОБРАТНАЯ ЗАДАЧА

Введем функцию u0, пусть она является решением задачи
$
’&
’%

B2u0

Bt2
“ ∆u0 ` fpxqr0ptq,
u0|x2

1
`x2

2
“1 “ 0,

u0|t“0 “ Bu0

Bt

ˇ̌
t“0

“ 0.

(2.1)

Далее в силу [13, Теорема 8] решение задачи (2.1) имеет вид

u0px,tq “
8ÿ

n“1

ynpxq fn?
λn

tż

0

r0pτq sin
a
λnpt´ τqdτ (2.2)

где ynpxq, λn – собственные функции и соответствующие им собственные значения оператора
∆ в круге Ω, fn – коэффициенты разложения функции fpxq в ряд Фурье по функциям yn.

Рассмотрим задачу Штурма-Лиувилля для круга Ω:

"
∆zpx1, x2q ` λzpx1, x2q “ 0, px1,x2q P Ω,

y|x2
1

`x2
2

“1 “ 0.
(2.3)
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Собственные функции круга имеют вид

zm,kpρ, ϕq “ Jmpjm,kρq
"
cosmϕ,

sinmϕ,
(2.4)

где Jmpxq,m “ 0,1,2,... – функции Бесселя первого рода порядка m, jm,k, k “ 1,2,... – k-ый
нуль функции Jmpxq, pρ, ϕq – полярные координаты с началом координат в центре круга Ω.
Собственные значения µm,k “ pjm,kq2.

Таким образом решение задачи (2.1) представляется в виде (2.2) с собственными значе-
ниями λ2n´1 “ λ2n “ j2n, n P N, где jn – нули функции Бесселя первого рода записанные в
порядке возрастания, т.е. tj0,1, j1,1, j2,1, j0,2, ...u, и собственными функциями

y2n´1pρ, ϕq “ Jm2n´1
pjnρq sinm2n´1ϕ,

y2npρ, ϕq “ Jm2n
pjnρq cosm2nϕ,

где mk – индекс m функции zm,k, соответствующей собственному значению λk. Учитывая
абсолютную сходимость ряда (2.2) его можно переписать в виде

u0pρ, ϕ, tq “
8ÿ

m“0,k“1

Jmpjm,kρq
jm,k

pfm,k sinmϕ ` gm,k cosmϕq
tż

0

r0psq sin jm,kpt ´ sqds, (2.5)

fm,k “ 2

pJ 1
mpjm,kqq2

1ż

0

2πż

0

fpρ, ϕqJm,kpjm,kρq sinmϕdϕdρ,

gm,k “ 2

pJ 1
mpjm,kqq2

1ż

0

2πż

0

fpρ, ϕqJm,kpjm,kρq cosmϕdϕdρ.

Далее, в силу [14, Теорема 4] справедлива следующая теорема.

Теорема 1. Задача (1)–(3) однозначно разрешима. И кроме того для решения задачи uωpx,tq
справедлива следующая асимптотическая формула

››uω ´ u0
››
CpΠq

“ op1q, ω Ñ 8, (2.6)

где функция u0 имеет вид (2.5).

Будем далее считать, что функция r0 известна, а функции f и r1 не известны. Предполо-
жим, что множество M0 ” tpm,kq,Λm,kpt0q “ 0u “ ∅, где

Λm,kptq “
ż t

0

r0psq sin jm,kpt ´ sq
jm,k

ds. (2.7)

Пусть заданы 2π-периодическая с нулевым средним по второй переменной функция χpt,τq, χ P
C3,2pDq,D “ r0,T sˆr0,8q, а так же функция ψ P C12pΩq, удовлетворяющая дополнительным
условиям

ψ|ρ“1 “ ∆ψ|ρ“1 “ ∆2ψ
ˇ̌
ρ“1

“ ... “ ∆5ψ
ˇ̌
ρ“1

“ 0, (2.8)

ψpρ, ϕq “
8ÿ

m“0,k“1

Jmpjm,kρq
`
ψm,k sinmϕ` ψm,k cosmϕ

˘
.
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И пусть x0 “ pρ0, ϕ0q P Ω – точка, в которой rfpρ0, ϕ0q ‰ 0, где

rfpρ, ϕq “
8ÿ

m“0,k“1

Jmpjm,kρq
´
rfm,k sinmϕ ` rgm,k cosmϕ

¯
, rfm,k “ ψm,k

Λm,kpt0q , rgm,k “
ψm,k

Λm,kpt0q .

(2.9)
Рассмотрим функции ϕ0ptq, ϕ1ptq, ϕ2ptq, определенные следующим образом. Функция ϕ0ptq

является решением задачи Коши:
"
ϕ2
0ptq “ rfpx0qr0ptq `

şt
0
Kpt,sqr0psq ds,

ϕ0p0q “ ϕ1
0p0q “ 0,

(2.10)

Kpt,sq “ ´
8ÿ

m“0,k“1

jm,kJmpjm,kρ0q
´
rfm,k sinmϕ0 ` rgm,k cosmϕ0

¯
sin jm,kpt´ sq.

Функции ϕ1, ϕ2 удовлетворяют условиям

ϕ1ptq “ ´p0tp0,0q
8ÿ

m“0,k“1

Jmpjm,kρ0q
jm,k

´
rfm,k sinmϕ0 ` rgm,k cosmϕ0

¯
sin jm,kt, (2.11)

ϕ2ptq “ ´p0p0,0q
8ÿ

m“0,k“1

Jmpjm,kρq cos jm,kt
´
rfm,k sinmϕ0 ` rgm,k cosmϕ0

¯
´

p2p1tp0,0q ` potp0,0qq
8ÿ

m“0,k“1

Jmpjm,kρq sin jm,kt

˜ rfm,k

jm,k

sinmϕ0 ` rgm,k

jm,k

cosmϕ0

¸
, (2.12)

где

p0pt,τq “
τż

0

¨
˝

hż

0

r1pt,sqds´
C τż

0

r1pt,sqds
G

τ

˛
‚dh´

C τż

0

¨
˝

hż

0

r1pt,sqds ´
C τż

0

r1pt,sqds
G

τ

˛
‚dh

G

τ

, (2.13)

p1pt,τq “
C τż

0

p0pt,sqds
G

τ

´
τż

0

p0pt,sqds.

Обратная задача состоит в нахождении функций f и r1 указанных классов, что для ре-
шения uωpx,tq задачи (1)-(3) выполнено соотношение порядка

››››uωpx0,tq ´
„
ϕ0ptq ` 1

ω
ϕ1ptq ` 1

ω2

`
ϕ2ptq ` χpt,ωtq

˘››››
Cpr0,T sq

“ opω´2q, (2.14)

››uωpx, t0q ´ ψpxq
››
CpΩq

“ op1q, ω Ñ 8. (2.15)

Согласно [14, Теорема 6] имеет место следующая теорема.

Теорема 2. Пусть функции r0, ψ, χ и точки pρ0, ϕ0q, t0 удовлетворяют условиям, изложен-
ным выше, и кроме того M0 “ ∅. Тогда обратная задача однозначно разрешима. При этом
функция fpxq “ rfpxq вычисляется по формуле (2.9), а

r1pt,τq “ pfpρ0, ϕ0qq´1 B2
Bτ2χpt,τq. (2.16)
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3. ПРИМЕР

Рассмотрим обратную задачу для системы (1)-(3). В качестве исходных данных возьмем
следующие:

t0 “ π
2
, ρ “ 1

3
, ϕ “ π

4
,

ψpρ, ϕq “
?
3J2pj2,3ρq sin 2ϕ ` 1

5
J3pj3,1ρq sin 3ϕ,

r0ptq “ 2t, χpt, τq “ cos τ.

(3.1)

где pρ, ϕq — полярные координаты.
Заметим, что M0 “ ∅. Рассмотрим Λm,kpt0q. Вычисляя соответствующий интеграл, полу-

чим:

Λm,kpt0q “ jm,kπ ´ 2 sin
jm,kπ

2

j3m,k

ą 0. (3.2)

Действительно, так как при росте индексов m и k согласно свойствам нулей функции Бесселя
первого рода числа jm,k ą j0,1. Таким образом

jm,kπ ´ 2 sin
jm,kπ

2
ą j0,1π ´ 2 « 5.55 ą 0.

Покажем, что функция ψ удовлетворяет следующим условиям: ψ P C12pΩq

ψ|ρ“1 “ ∆ψ|ρ“1 “ ... “ ∆5ψ
ˇ̌
ρ“1

“ 0. (3.3)

Применим оператор Лапласа к функции ψ, получим

∆iψpρ, ϕq “ pj2,3q2i
?
3J2pj2,3ρq sin 2ϕ ` pj3,1q2i

5
J3pj3,1ρq sin 3ϕ, i “ 1,5.

Заметим, что ∆iψpρ, ϕq
ˇ̌
ρ“1

“ 0, i “ 1,5.
Разложим функцию ψ в ряд Фурье, в силу ее вида, получим

ψpρ, ϕq “
8ÿ

m“0,k“1

ψm,kJmpjm,kρq sinmϕ, (3.4)

ψ2,3 “
?
3, ψ3,1 “ 1

5
, ψm,k “ 0, pm,kq ‰ p2,3q, p3,1q. (3.5)

Согласно [14, Теореме 6] функция fp̺, ϕq представляется в виде

fpρ, ϕq “
?
3j32,3

j2,3π2 ´ 2 sin j2,3
π
2

J2pj2,3ρq sin 2ϕ `
j33,1

5j3,1π2 ´ 10 sin j3,1
π
2

J3pj3,1ρq sin 3ϕ (3.6)

f2,3 “
?
3j32,3

j2,3π2 ´ 2 sin j2,3
π
2

, f3,1 “
j33,1

5j3,1π2 ´ 10 sin j3,1
π
2

, fm,k “ 0, pm,kq ‰ p2,3q, p3,1q. (3.7)

В силу свойств нулей функции Бесселя первого рода

fpx0q “
10

?
3j32,3J2p j2,3

3
q `

?
2j33,1J3p j3,1

3
q

10j3,1π2 ´ 20 sin j3,1
π
2

« 16.78 ‰ 0.

Таким образом находим

r1pt,τq “ p20 sin j3,1 π2 ´ 10j3,1π
2q cos τ

10
?
3j32,3J2p j2,3

3
q `

?
2j33,1J3p j3,1

3
q
.
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