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Аннотация. В настоящей работе строится математическая модель системы массового
обслуживания (СМО) в виде уравнений относительно нестационарных и стационарных
характеристик незавершенной работы в СМО. Рассматривается СМО с бесконечной емко-
стью накопителя, одним обслуживающим прибором, произвольным обслуживанием. На
вход СМО поступает дважды стохастический пуассоновский поток заявок с диффузи-
онной интенсивностью с упругими границами. Диффузионный процесс имеет ненулевой
коэффициент сноса и коэффициент диффузии. В теореме 1 приводится вывод уравне-
ния для нестационарного распределения незавершенной работы СМО в нестационарном
режиме. Получены начальные и краевые условия, уравнения для внутренних и гранич-
ных точек. В теореме 2 приводится вывод уравнения для стационарного распределения
незавершенной работы СМО в стационарном режиме. Получены краевые условия.

Ключевые слова: дифференциальные уравнения типа Такача, дифференциальный
оператор Фоккера — Планка, дважды стохастический пуассоновский поток, диффузион-
ный процесс, система массового обслуживания, вероятностные характеристики незавер-
шенной работы.
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Abstract. In this paper we construct a mathematical model of Queuing systems (QS)
in the form of a equations with respect to non-stationary and stationary characteristics of
unfinished work (work in progress) in QS. QS with infinite storage capacity, one servicing
device, arbitrary service with any distribution function is considered. A doubly stochastic
Poisson input flow of applications with diffusion intensity with elastic boundaries enters the
QS. The diffusion process has a nonzero drift coefficient and a diffusion coefficient. Theorem
1 provides the derivation of the equation for the non-stationary distribution of the unfinished
work in the non-stationary mode. Initial and boundary conditions, equations for internal and
boundary points are obtained. Theorem 2 presents the derivation of the equation for the
stationary distribution of the unfinished work in the stationary mode. Boundary conditions
are obtained.
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Вывод уравнений типа Такача с оператором Фоккера–Планка

ВВЕДЕНИЕ

В качестве аналитических моделей информационных сетей в целом и отдельных их элемен-
тов использованы сети и системы массового обслуживания во многих работах, например в [1],
[2]. В [3] показано, что в силу специфики потока сообщений на узлах локальных и глобальных
компьютерных сетей моделями web-узлов в сети Интернет являются СМО с диффузионной
интенсивностью входного потока.

Диффузионные процессы в системах массового обслуживания исследуются во многих ра-
ботах. Непрерывные диффузионные модели массового обслуживания и методика расчета их
характеристик исследовались в [4]. В [4] предлагается методика расчета характеристик сто-
хастических сетей на основе новых диффузионных моделей массового обслуживания. Рас-
смотрены системы массового обслуживания с бесконечной очередью, с конечной очередью и
потерями, с переменными параметрами поступления и обслуживания заявок.

В [5] рассматривается система массового обслуживания конечной емкости с приоритет-
ными классами. Разрабатывается стабильная модель G/G/m/N с произвольным распреде-
лением входного потока, сервисного времени и параллельными серверами. C применением
уточненного метода диффузионной аппроксимации с элементарной отражающей границей,
установлены приближенные формулы для числа клиентов в системе, вероятности задержки
и средней длины очереди.

В данной работе строится математическая модель СМО с диффузионной интенсивностью
входного потока в виде уравнений относительно нестационарных и стационарных характери-
стик незавершенной работы.

Рассмотрим СМО с бесконечным накопителем, одним обслуживающим прибором. Время
обслуживания заявок η является случайной величиной с функцией распределения Bpxq. На
вход СМО поступает дважды стохастический пуассоновский поток заявок, интенсивность
которого λptq представляет собой диффузионный процесс с ненулевым коэффициентом сноса
a ‰ 0 и коэффициентом диффузии b ą 0. Случайный процесс λptq принимает значения на
промежутке rα,βs с упругими границами [6].

Введем следующие обозначения: λptq — интенсивность входного потока в нестационарном
режиме, λ — в стационарном; Qkpt,xq “ Ptνptq “ k,x ď λptq ă x ` dxu{dx, νptq — число
заявок в СМО в момент t; qkpxq “ Ptν “ k,x ď λ ă x ` dxu{dx, ν — число заявок в СМО
в стационарном режиме; Qkpt,xq, qkpxq — нестационарные и стационарные характеристики
числа заявок, соответственно, k ě 0; fpt,xq “ Ptx ď λptq ă x ` dxu{dx — нестационарная
плотность интенсивности входного потока λptq; fpxq “ Ptx ď λ ă x` dxu{dx — стационарная
плотность λ, x P rα,βs.

Заметим, что интегралы
şb
a
Qkpt,xqdx “ Pkptq,

şb
a
qkpxqdx “ pk, k ě 0, представляют собой

нестационарное и стационарное распределение числа заявок, соответственно.
Обозначим через Uptq незавершенную работу системы в момент времени t. Незавершен-

ной работой Uptq называется остаточное время, необходимое для освобождения системы от
находящихся в ней в момент времени t требований [7]. Каждая новая заявка приносит собой
будущее время η работы обслуживающего прибора и увеличивает незавершенную работу.
Незавершенная работа измеряется в единицах времени.

Реализации случайного процесса Uptq представляют собой следующие непрерывные ло-
маные. В момент прихода очередной заявки ломаная совершает вертикальный скачок на
случайную величину η с функцией распределения Bpxq. Между моментами прихода заявок
ломаная убывает под углом 45 градусов. В моменты простоя, то есть отсутствия заявок,
ломаная лежит на оси абсцисс. В момент прихода очередной заявки незавершенная работа
равна времени ожидания начала обслуживания пришедшей заявки.

Обычно в литературе, например в [7], для удобства теоретических исследований нестаци-
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онарная функция распределения незавершенной работы вводится как функция непрерывная
справа в точках разрыва: Hpω,tq “ PtUptq ď ωu в силу того, что в точке ω “ 0 эта функция
имеет разрыв с нулевого на положительное значение P0ptq. Поступим аналогично. Обозначим
для стационарного режима через hpωq “ PtU ď ωu стационарную функцию распределения
незавершенной работы U, через Hpω,t,xq “ PtUptq ď ω, x ď λptq ă x ` ∆xu{∆x ` Op∆xq
— совместное нестационарное распределение незавершенной работы Uptq и интенсивности
входного потока λptq, через hpω,xq “ PtU ď ω, x ď λ ă x ` ∆xu{∆x ` Op∆xq — совместное
стационарное распределение незавершенной работы U и интенсивности входного потока λ.

Введем обозначения:

H`pω,t,xq “ Hpω,t,xq,h`pω,xq “ hpω,xq, ω ą 0,

0` “ limω, ω Ñ 0,ω ą 0, 0´ “ limω,ω Ñ 0,ω ă 0.

Заметим, что вероятность отсутствия заявок в нестационарном режиме в рассматривае-
мой СМО, то есть вероятность простоя СМО, равна Hp0`,tq “ P0ptq “

şb
a
Q0pt,xq dx. Соот-

ветственно Hp0`,t,xq “ Q0pt,xq. Аналогичные рассуждения дают: hp0`q “ p0 “
şb
a
q0pxq dx,

hp0`,xq “ q0pxq.
Согласно определению нестационарное и стационарное совместные распределения неза-

вершенной работы и интенсивности входного потока имеют вид

Hpω,t,xq “

$
’’&
’’%

0, ω ă 0 ;

0, ω “ 0´ ;

Q0pt,xq, ω “ 0` ;

H`pω,t,xq, ω ą 0 ;

hpω,xq “

$
’’&
’’%

0, ω ă 0 ;

0, ω “ 0´ ;

q0pxq, ω “ 0` ;

h`pω,xq, ω ą 0 .

Будем рассматривать в пространстве кусочно-непрерывных функций функции Hpω,tq,
hpωq, Hpω,t,xq, hpω,xq, а также их частные производные по t,ω, по x первого и второго поряд-
ков в области t ě 0,ω ą 0, x P pα,βq.

Полагаем, что функции fpt,xq, Qkpt,xq принадлежат пространству непрерывно дифферен-
цируемых функций L1, функции fpxq, qkpxq — пространству непрерывно дифференцируемых
функций L2 “ C2pΩq, Ω “ pα,βq. Функции в L1 являются непрерывными и ограниченными
при tt ě 0, x P rα,βsu, непрерывными и ограниченными являются их частные производные
по t, по x первого и второго порядков при tt ě 0, x P pα,βqu.

Будем считать для указанных функций частные производные первого порядка непрерывно
продолжаемыми при x Ñ α, x Ñ β. Функцию Bpxq,x P rα,βs, считаем интегрируемой по
Лейбницу. В дальнейшем будем использовать данные функции и их частные производные,
повторно не оговаривая указанные свойства.

Для СМО, аналогичной рассматриваемой, но с постоянной интенсивностью входного по-
тока λ, нестационарная функция распределения незавершенной работы Hpω,tq удовлетворяет
нестационарному уравнению Такача, стационарная функция распределения незавершенной
работы hpωq удовлетворяет стационарному уравнению Такача [7].

Нестационарное уравнение Такача получено с применением динамики Колмогорова или
так называемого ∆t-метода [7]. В литературе “динамикой Колмогорова” называют динамику
вывода интегро-дифференциальных уравнений для СМО с марковскими свойствами процес-
сов входного потока и обслуживания. Например, в [7] “динамика Колмогорова – Чепмена”
используется для вывода уравнений относительно характеристик числа заявок в СМО с про-
стейшим пуассоновским потоком и экспоненциальным обслуживанием. В [7] динамика Кол-
могорова применяется для вывода уравнения Такача в нестационарном режиме.

Нестационарное уравнение Такача имеет вид:

BHpω,tq
Bt “ ´λHpω,tq ` λ

ż ω

0

Bpω ´ sqBHps,tq
Bs ds` BHpω,tq

Bω ,ω ą 0, (0.1)
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с начальным условием: Hpω,0q “ ξpωq, с односторонним краевым условием по ω : Hp0`,tq “
P0ptq, ξpωq — заданная функция распределения.

Стационарное уравнение Такача имеет вид:

´λhpωq ` λ

ż ω

0

Bpω ´ sqBhpsq
Bs ds` Bhpωq

Bω “ 0,ω ą 0, (0.2)

с односторонним краевым условием по ω : hp0`q “ p0.

Обозначим условную функцию распределения λptq :

Rpt,x; τ,yq “ Ptλpτq ă y|λptq “ xu, t ă τ,

а также условную плотность распределения λptq :

rpt,x; τ,yq “ BRpt,x; τ,yq
By .

Условная плотность распределения rpt,x; τ,yq удовлетворяет прямому уравнению Колмо-
горова

Brpt,x; τ,yq
Bτ “ b

2

B2rpt,x; τ,yq
By2 ´ a

Brpt,x; τ,yq
By ,

которое также называют уравнением Фоккера — Планка, а условная функция распределения
Rpt,x; τ,yq — обратному уравнению Колмогорова [6]. В [6] приведен вывод данных уравнений с
помощью интегрального метода Колмогорова. В [8],[9] приводится вывод прямого уравнения
Колмогорова (уравнения Фоккера – Планка) с применением аппроксимации диффузионного
процесса ступенчатым полумарковским процессом с помощью ∆t-метода. В [6],[9] приведена
классификация границ диффузионного процесса, в частности: эластичных, поглощающих,
отражающих и упругих.

Границы ri называются эластичными [6], если они удовлетворяют условию

pifpt,riq ` p´1qip1 ´ piq
Bfpt,riq

Bx “ 0,i “ 1,2.

Действие эластичной границы состоит в следующем: если диффузионный процесс дости-
гает границы ri, то с вероятностью pi он поглощается и далее не изменяется, а с вероятностью
1 ´ pi отражается от границы. При pi “ 0 граница называется отражающей, а при pi “ 1 —
поглощающей.

Границы ri называются упругими [9] если они удовлетворяют условию

Cfpt,riq ` Bfpt,riq
Bx “ 0,i “ 1,2, C “ Cps1,s2q, (0.3)

где C — заданная константа, si — заданные вероятности. Действие упругой границы состоит
в следующем: если диффузионный процесс достигает границы ri, то с вероятностью si он
отражается от границы, а с вероятностью 1 ´ si остается (временно) на границе.

В [10] приведен вывод нестационарного и стационарного уравнений типа Такача относи-
тельно характеристик незавершенной работы для СМО с бесконечным накопителем, одним
обслуживающим прибором с произвольным обслуживанием, дважды стохастическим вход-
ным потоком заявок со скачкообразной интенсивностью входного потока.

В [11] приведен вывод уравнений относительно fpt,xq,Qlpt,xq,qlpxq с помощью ∆t-метода
для СМО, аналогичной рассматриваемой в данной работе, с диффузионной интенсивностью
входного потока λptq с нулевым коэффициентом сноса a “ 0.
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ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

В данной работе приводится вывод уравнений для нестационарного Hpω,t,xq и стационар-
ного hpω,xq распределений незавершенной работы СМО с диффузионной интенсивностью
входного потока с ненулевым коэффициентом сноса a ‰ 0.

Обозначим через A дифференциальный оператор уравнения Фоккера — Планка, или для
краткости — дифференциальный оператор Фоккера — Планка:

AHpω,t,xq “ b

2

B2Hpω,t,xq
Bx2 ´ a

BHpω,t,xq
Bx ,

Ahpω,xq “ b

2

B2hpω,xq
Bx2 ´ a

Bhpω,xq
Bx ,

одинаково действующий на нестационарное Hpω,t,xq и стационарное hpω,xq совместные рас-
пределения незавершенной работы U и интенсивности входного потока λ.

Уравнения для нестационарного распределения Hpω,t,xq приводятся в следующей теореме.
Теорема 1. Нестационарное распределение Hpω,t,xq незавершенной работы Uptq удовле-

творяет:

1) нестационарному интегро-дифференциальному уравнению типа Такача с дифференци-

альным оператором Фоккера — Планка:

BHpω,t,xq
Bt “ ´xHpω,t,xq ` x

ż ω

0

Bpω ´ sqBHps,t,xq
Bs ds`

`BHpω,t,xq
Bω ` b

2

B2Hpω,t,xq
B2x ´ a

BHpω,t,xq
Bx ,ω ą 0, x P pα,βq, (0.4)

2) начальному условию: Hpω,0,xq “ ξpω,xq, где ξpω,xq — заданная функция,
şβ
α
ξpω,xqdx —

функция распределения,
3) одностороннему краевому условию по ω :

Hp0`,t,xq “ Q0pt,xq, (0.5)

4) краевым условиям по x:

b

2
¨ BHpω,t,αq

Bx ´ aHpω,t,αq “ 0, (0.6)

b

2
¨ BHpω,t,βq

Bx ´ aHpω,t,βq “ 0, (0.7)

5) условию нормировки:

Hp8,t,xq “ fpt,xq. (0.8)

Док а з а т е л ь с т в о. Для вывода уравнения p0.4q воспользуемся динамикой Колмогоро-
ва вывода уравнения Такача [7] и уравнений относительно характеристик числа заявок в
рассматриваемой СМО [11].

Рассмотрим полумарковский процесс λпмptq, аппроксимирующий диффузионный процесс
λptq. Дискретное пространство состояний λпмptq задается однородной марковской цепью
λn, n ě 1, со значениями на равномерной сетке: tα “ x0 ă x1 ă ¨ ¨ ¨ xm “ β, xi`1 ´ xi “
∆x “ dx ‰ 0,0 ď i ď m´ 1u.

Изменения процесса λпмptq происходят через интервалы времени ∆t :

∆t “ ∆2x{b (0.9)
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в моменты времени tn,n ě 1, где b ą 0 — коэффициент диффузии диффузионного процесса
λptq. Полумарковский скачкообразный процесс λпмptq доопределим в точках разрыва непре-
рывным справа. Однородная марковская цепь λn “ λпмptn ` 0`q, n ě 1, представляет собой
вложенную марковскую цепь с дискретным временем.

Вероятности переходов pij “ Ptλn`1 “ xj |λn “ xiu однородной марковской цепи λn опре-
делим следующим образом:

pij “ P tλn`1 “ xj |λn “ xiu “ 1

2
´ p∆x, j “ i ´ 1, 1 ď i ď m;

pij “ 1

2
` p∆x, j “ i ` 1, 0 ď i ď m´ 1;

p00 “ 1

2
´ p∆x; pmm “ 1

2
` p∆x, p ‰ 0.

В остальных случаях вероятности переходов pij равны нулю. На рис. 1 стрелками по-
казаны переходы марковской цепи λn с ненулевыми вероятностями, вероятности переходов
подписаны над и под стрелками.

✓
✒

✏
✑
✓
✒

✏
✑
✓
✒

✏
✑

✓
✒

✏
✑
✓
✒

✏
✑✒✑

✓✏
✒✑
✓✏✛

✲
x0 x1 x2 x3 ¨ ¨¨ xm´2 xm´1

xm
r r r r r r r

✛ ✛ ✛ ✛ ✛

✲ ✲ ✲ ✲ ✲

1

2
´ p∆x 1

2
´ p∆x 1

2
´ p∆x 1

2
´ p∆x 1

2
´ p∆x 1

2
´ p∆x

1

2
` p∆x 1

2
` p∆x 1

2
` p∆x 1

2
` p∆x 1

2
` p∆x 1

2
` p∆x

Рисунок 1. Вероятности переходов

В результате предельного перехода при ∆t Ñ 0, ∆x Ñ 0, полумарковская цепь λпмptq
переходит в диффузионный процесс λptq с ненулевым коэффициентом сноса a ‰ 0 и коэф-
фициентом диффузии b ą 0 [8],[9].

Действительно, согласно определению диффузионный процесс это непрерывный марков-
ский процесс с независимыми приращениями 2-го порядка (с ненулевым моментом прира-
щения 2-го порядка и нулевыми моментами приращения старшего порядка) [6]. Вычисляя
моменты приращения для полумарковской цепи λпмptq [6], получим:

1) момент приращения 1-го порядка

a “ lim
∆tÑ0

1

∆t

ż

|y´x|ăε

py ´ xqF pt,x; t ` ∆t,yq dy “

“ lim
∆tÑ0

1

∆t

ˆ
´∆x

´1

2
´ p∆x

¯
` ∆x

´1

2
` p∆x

¯˙
“ lim

∆tÑ0

1

∆t
2p∆2x “

“ 2p lim
∆tÑ0

∆2x

∆t
“ 2pb,

равен коэффициенту сноса диффузионного процесса λptq.
Следовательно, a “ 2pb или

p “ a

2b
. (0.10)

2) Момент приращения 2-го порядка

lim
∆tÑ0

1

∆t

ż

|y´x|ăε

py ´ xq2 F pt,x; t ` ∆t,yq dy “
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“ lim
∆tÑ0

1

∆t

ˆ
p´∆xq2

´1

2
´ p∆x

¯
` p∆xq2

´1

2
` p∆x

¯˙
“ lim

∆tÑ0

∆2x

∆t
“ b,

равен коэффициенту диффузии диффузионного процесса λptq.
3) Момент приращения k-го порядка полумарковской цепи λпмptq

lim
∆tÑ0

1

∆t

ż

|y´x|ăε

py ´ xqk F pt,x; t` ∆t,yq dy “

“ lim
∆tÑ0

b

∆2x

ˆ
p´∆xqk

´1

2
´ p∆x

¯
` p∆xqk

´1

2
` p∆x

¯˙
“ 0,k ě 3,

равен моменту приращения k-го порядка диффузионного процесса λptq, k ě 3.

Аппроксимация диффузионного процесса λptq полумарковской цепью λпмptq рассматри-
вается также в работах [8],[9],[11]. В дальнейшем при выводе уравнений будем наблюдать
следующие марковские процессы в моменты времени tn : вложенную однородную марков-
скую цепь λn с дискретным временем, входной дважды стохастический пуассоновский поток
заявок с диффузионной интенсивностью, незавершенную работу Uptnq.

Рассмотрим вывод уравнения p0.4q. Пусть t “ tn.

Так как λпмptq аппроксимирует диффузионный процесс λptq, то в дальнейшем вместо ин-
тенсивности λptq будем использовать полумарковский процесс λпмptq. Рассмотрим временной
интервал pt,t ` ∆tq. Пусть в момент времени t ` ∆t выполняется λпмpt ` ∆tq “ x “ xi,1 ď
i ď m´ 1, то есть выполняется x ď λпмpt ` ∆tq ă x` dx, x P pα,βq.

Рассмотрим событие

A “
!
Upt` ∆tq ď ω, x ď λпмpt` ∆tq ă x` dx

)
(0.11)

и вероятность этого события PpAq “ Hpω,t`∆t,xqdx. Найдем связь значения функции Hpω,t`
∆t,xq с ее возможным значением в момент времени t “ tn, то есть рассмотрим попадание
СМО в состояние A из всевозможных других состояний.

Изменение состояний СМО на промежутке времени pt,t`∆tq возможно за счет изменения
процесса λпмptq, появления и обслуживания заявок, изменения процесса Uptq.

Введем события Bl,1 ď l ď 3, заключающиеся в том, что на промежутке времени pt,t`∆tq
процесс λпмptq может изменить свое значение на значение xi с указанного ниже значения:

1) B1 “
!
со значения y1 “ xi´1

)
,PpB1q “ 1{2 ` p∆x,

2) B2 “
!
со значения y2 “ xi`1

)
,PpB2q “ 1{2 ´ p∆x,

3) B3 “
!
со значения y3 “ xj

)
, 0 ď j ď m, j ‰ i ´ 1,j ‰ i ` 1,PpB3q “ 0.

На промежутке времени pt,t ` ∆tq может появиться следующее число заявок:

1) C1 “
!
не поступило ни одной заявки

)
,PpC1|Blq “ 1 ´ yl∆t` op∆tq,

2) C2 “
!
поступила одна заявка

)
,PpC2|Blq “ yl∆t` op∆tq,

3) C3 “
!
поступило более одной заявки

)
,PpC3|Blq “ op∆tq,

где вероятности указаны для значений l : 1 ď l ď 3.

Рассмотрим на промежутке времени pt,t`∆tq различные изменения процесса Uptq. Появ-
ление события A возможно в следующих случаях.

1. В систему за промежуток времени pt,t ` ∆tq не поступило ни одной заявки, то есть
незавершенная работа не совершала скачка. В этом случае Upt ` ∆tq “ Uptq ´ ∆t и для
условной вероятности состояния СМО имеем

P

!
A|C1Bl

)
“ P

!
Upt ` ∆tq ď ω, x ď λпмpt` ∆tq ă x` dx|C1Bl

)
“
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“ P

!
Uptq ´ ∆t ď ω, x ď λпмpt` ∆tq ă x ` dx|Bl

)
“

“ P

!
Uptq ď ω ` ∆t, x ď λпмpt` ∆tq ă x ` dx|Bl

)
“

“ P

!
Uptq ď ω ` ∆t, yl ď λпмptq ă yl ` dx

)
“

“ Hpω ` ∆t,t,ylqdx,1 ď l ď 3.

2. В систему за промежуток времени pt,t`∆tq поступила одна заявка, то есть незавершен-
ная работа совершила скачок на случайную величину η. В этом случае Upt`∆tq “ Uptq`η´∆t

и для условной вероятности состояния СМО имеем

P

!
A|C2Bl

)
“ P

!
Upt ` ∆tq ď ω, x ď λпмpt` ∆tq ă x` dx|C2Bl

)
“

“ P

!
Uptq ` η ´ ∆t ď ω, x ď λпмpt` ∆tq ă x` dx|Bl

)
“

“ P

!
Uptq ď ω ` ∆t´ η, yl ď λпмptq ă yl ` dx

)
“

“
ż s“ω`∆t

s“0

Ptη ď ω ` ∆t´ suP
!
s ă Uptq ă s` ds, yl ď λпмptq ă yl ` dx

)
“

“
ż ω`∆t

0

Bpω ` ∆t´ sqBHps,t,ylq
Bs dx ds,1 ď l ď 3.

Таким образом, по формуле полной вероятности получаем

Hpω,t ` ∆t,xiqdx “ PpAq “
l“3ÿ

l“1

r“3ÿ

r“1

PpA|CrBlqPpCrBlq “

“
l“3ÿ

l“1

r“3ÿ

r“1

PpA|CrBlqPpCr|BlqPpBlq “

“
l“3ÿ

l“1

r“3ÿ

r“1

PpBlqPpCr|BlqPpA|CrBlq “

“
´1

2
` p∆x

¯!
p1 ´ xi´1∆tqHpω ` ∆t,t,xi´1qdx`

`xi´1∆t

ż ω`∆t

0

Bpω ` ∆t´ sqBHps,t,xi´1q
Bs dx ds

)
`

`
´1

2
´ p∆x

¯!
p1 ´ xi`1∆tqHpω ` ∆t,t,xi`1qdx`

`xi`1∆t

ż ω`∆t

0

Bpω ` ∆t´ sqBHps,t,xi`1q
Bs dx ds

)
` op∆tq.

Рассмотрим в последней формуле справа функцию Hpω ` ∆t,t,yq аргументов ω,t,y, где
y “ xi´1 или y “ xi`1. Сократив dx слева и справа, применив к функции Hpω ` ∆t,t,yq
формулу Тейлора с остаточным членом в форме Пеано по переменной ω :

Hpω ` ∆t,t,yq “ Hpω,t,yq ` BHpω,t,yq
Bω ∆t` op∆tq,
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получим

Hpω,t` ∆t,xiq “
´1

2
` p∆x

¯!
p1 ´ xi´1∆tq

”
Hpω,t,xi´1q ` BHpω,t,xi´1q

Bω ∆t
ı
`

`xi´1∆t

ż ω`∆t

0

Bpω ` ∆t´ sqBHps,t,xi´1q
Bs ds

)
`

`
´1

2
´ p∆x

¯!
p1 ´ xi`1∆tq

”
Hpω,t,xi`1q ` BHpω,t,xi`1q

Bω ∆t
ı
`

`xi`1∆t

ż ω`∆t

0

Bpω ` ∆t´ sqBHps,t,xi`1q
Bs ds

)
` op∆tq.

Откуда после раскрытия скобок следует

Hpω,t` ∆t,xiq “ 1

2
Hpω,t,xi´1q ´ 1

2
xi´1∆tHpω,t,xi´1q

`1

2

BHpω,t,xi´1q
Bω ∆t` p∆xHpω,t,xi´1q`

`1

2
xi´1∆t

ż ω`∆t

0

Bpω ` ∆t´ sqBHps,t,xi´1q
Bs ds`

`1

2
Hpω,t,xi`1q ´ 1

2
xi`1∆tHpω,t,xi`1q`

`1

2

BHpω,t,xi`1q
Bω ∆t´ p∆xHpω,t,xi`1q`

`1

2
xi`1∆t

ż ω`∆t

0

Bpω ` ∆t´ sqBHps,t,xi`1q
Bs ds` op∆tq. (0.12)

Отняв от левой и правой частей Hpw,t,xiq, разделив обе части уравнения на ∆t, получим
разностное уравнение

Hpω,t` ∆t,xiq ´ Hpω,t,xiq
∆t

“ ´1

2

”
xi´1Hpω,t,xi´1q ` xi`1Hpω,t,xi`1q

ı
`

`1

2

!
xi´1

ż ω`∆t

0

Bpω ` ∆t´ sqBHps,t,xi´1q
Bs ds`

`xi`1

ż ω`∆t

0

Bpω ` ∆t´ sqBHps,t,xi`1q
Bs ds

)
`

`1

2

´BHpω,t,xi´1q
Bω ` BHpω,t,xi`1q

Bω
¯

`

`1

2
¨ ∆

2x

∆t
¨ Hpω,t,xi´1q ´ 2Hpω,t,xiq ` Hpω,t,xi`1q

∆2x
´

´2p ¨ ∆
2x

∆t
¨ Hpω,t,xi`1q ´ Hpω,t,xi´1q

2∆x
` op∆tq. (0.13)

В результате предельного перехода при ∆t Ñ 0, ∆x Ñ 0, с учетом p0.9q и условия

lim∆2x{∆t “ b,∆x Ñ 0,∆t Ñ 0, (0.14)

получим из разностного уравнения p0.13q дифференциальное уравнение p0.4q.
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Для получения уравнения в граничной точке x0 “ α воспользуемся как показано выше
формулой полной вероятности, из которой аналогично p0.12q вытекает

Hpω,t ` ∆t,x0q “
´1

2
´ p∆x

¯!
p1 ´ x0∆tq

”
Hpω,t,x0q ` BHpω,t,x0q

Bω ∆t
ı
`

`x0∆t
ż ω`∆t

0

Bpω ` ∆t´ sqBHps,t,x0q
Bs ds

)
`

`
´1

2
´ p∆x

¯!
p1 ´ x1∆tq

”
Hpω,t,x1q ` BHpω,t,x1q

Bω ∆t
ı
`

`x1∆t
ż ω`∆t

0

Bpω ` ∆t´ sqBHps,t,x1q
Bs ds

)
` op∆tq,

откуда после раскрытия скобок получаем

Hpω,t ` ∆t,x0q “ 1

2
Hpω,t,x0q ´ p∆xHpω,t,x0q ´ 1

2
x0∆tHpω,t,x0q`

`x0∆t
ż ω`∆t

0

Bpω ` ∆t´ sqBHps,t,x0q
Bs ds`

`1

2
Hpω,t,x1q ´ p∆xHpω,t,x1q ´ 1

2
x1∆tHpω,t,x1q`

`x1∆t
ż ω`∆t

0

Bpω ` ∆t´ sqBHps,t,x1q
Bs ds` op∆tq. (0.15)

C учетом x1 “ x0`∆x рассмотрим в p0.15q функции Hpω,t`∆t,xq, Hpω,t,x`∆xq аргументов
ω,t,x, x “ x0. Применив в p0.15q формулу Тейлора с остаточным членом в форме Пеано к
функции Hpω,t ` ∆t,xq по переменной t :

Hpω,t ` ∆t,xq “ Hpω,t,xq ` H1
tpω,t,xq∆t` op∆tq,

к функции Hpω,t,x1q “ Hpω,t,x ` ∆xq по переменной x :

Hpω,t,x ` ∆xq “ Hpω,t,xq ` H1
xpω,t,xq∆x ` op∆xq,

приведя подобные Hpω,t,x0q слева и справа, разделив полученное уравнение на ∆x, в резуль-
тате предельного перехода при ∆t Ñ 0, ∆x Ñ 0, с учетом условий p0.9q и p0.14q, получим из
p0.15q

0 “ 1

2
H1

xpω,t,x0q ´ 2pHpω,t,x0q,

откуда с учетом p0.10q следует краевое уравнение p0.6q.
Для получения уравнения в граничной точке xm “ β воспользуемся как показано выше

формулой полной вероятности, из которой аналогично p0.12q следует

Hpω,t` ∆t,xmq “
´1

2
` p∆x

¯!
p1 ´ xm´1∆tq

”
Hpω,t,xm´1q`

`BHpω,t,xm´1q
Bω ∆t

ı
`

`xm´1∆t

ż ω`∆t

0

Bpω ` ∆t´ sqBHps,t,xm´1q
Bs ds

)
`

`
´1

2
` p∆x

¯!
p1 ´ xm∆tq

”
Hpω,t,xmq ` BHpω,t,xmq

Bω ∆t
ı
`
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`xm∆t

ż ω`∆t

0

Bpω ` ∆t´ sqBHps,t,xmq
Bs ds

)
` op∆tq,

откуда получаем

Hpω,t ` ∆t,xmq “ 1

2
Hpω,t,xm´1q ` p∆xHpω,t,xm´1q ´ 1

2
xm´1∆tHpω,t,xm´1q`

`xm´1∆t

ż ω`∆t

0

Bpω ` ∆t´ sqBHps,t,xm´1q
Bs ds`

`1

2
Hpω,t,xmq ` p∆xHpω,t,xmq ´ 1

2
xm∆tHpω,t,xmq`

`xm∆t

ż ω`∆t

0

Bpω ` ∆t´ sqBHps,t,xmq
Bs ds` op∆tq. (0.16)

C учетом xm´1 “ xm ´ ∆x рассмотрим в p0.16q функции Hpω,t ` ∆t,xq, Hpω,t,x ´ ∆xq
аргументов ω,t,x, x “ xm. Применив в p0.16q формулу Тейлора с остаточным членом в форме
Пеано к функции Hpω,t` ∆t,xq по переменной t, к функции Hpω,t,x´ ∆xq по переменной x :

Hpω,t,x ´ ∆xq “ Hpω,t,xq ´ H1
xpω,t,xq∆x ` op∆xq,

приведя подобные Hpω,t,xmq слева и справа, разделив полученное уравнение на ∆x, в резуль-
тате предельного перехода при ∆t Ñ 0, ∆x Ñ 0, с учетом условий p0.9q и p0.14q, получим из
p0.16q

0 “ ´1

2
H1

xpω,t,xmq ` 2pHpω,t,xmq,

откуда с учетом p0.10q следует краевое уравнение p0.7q.
Вывод краевого условия p0.5q и начального условия показан выше.
Покажем выполнение условия нормировки p0.8q :

Hp8,t,xqdx “ PtUptq ď 8, x ď λptq ă x` dxu “

“ Ptx ď λptq ă x` dxu “ fpt,xqdx,
откуда следует p0.8q.

Теорема 1 доказана.

Согласно (0.3) границы диффузионного процесса α, β являются упругими.
Заметим, что уравнение p0.4q отличается от нестационарного интегро-дифференциального

уравнения Такача p0.1q наличием слагаемого с дифференциальным оператором AHpω,t,xq.
Поэтому уравнение p0.4q является нестационарным уравнением типа Такача с дифференци-
альным оператором Фоккера — Планка.

Теорема 2. Если в СМО существует стационарный режим, то стационарное распределение

hpω,xq незавершенной работы U удовлетворяет:

1) стационарному интегро-дифференциальному уравнению типа Такача с дифференци-

альным оператором Фоккера — Планка:

´xhpω,xq ` x

ż ω

0

Bpω ´ sqBhps,xq
Bs ds` Bhpω,xq

Bω `

` b

2

B2hpω,xq
B2x ´ a

Bhpω,xq
Bx “ 0,ω ą 0,x P pα,βq, (0.17)

2) одностороннему краевому условию по ω :

hp0`,xq “ q0pxq, (0.18)
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3) краевым условиям по x:

h1
xpω,αq “ 0, (0.19)

h1
xpω,βq “ 0, (0.20)

4) условию нормировки:

hp8,xq “ fpxq. (0.21)

Док а з а т е л ь с т в о. При начальных условиях Pkp0q “ pk, k ě 0, СМО сразу находится в
стационарном режиме в любой момент времени t ě 0. Формулы p0.17q, p0.19q, p0.20q следуют
из формул p0.4q, p0.6q, p0.7q, так как в стационарном режиме H1

tpω,t,xq “ 0, а нестационарное
распределение Hpω,t,xq заменяется на стационарное распределение hpω,xq.

При произвольном начальном распределении второй способ получения уравнения p0.17q
заключается в предельном переходе в уравнении p0.4q при t Ñ 8. В этом случае hpω,xq “
lim
tÑ8

Hpω,t,xq, lim
tÑ8

H1
tpω,t,xq “ 0. Указанные пределы существуют, так как согласно условию

теоремы в СМО существует стационарный режим. Вывод краевого условия p0.18q показан
выше.

Покажем выполнение условия нормировки p0.21q :

hp8,xqdx “ PtU ď 8, x ď λ ă x` dxu “ Ptx ď λ ă x` dxu “ fpxqdx,

откуда следует p0.21q. Теорема 2 доказана.

Заметим, что уравнение p0.17q отличается от стационарного интегро-дифференциального
уравнения Такача p0.2q наличием слагаемого с дифференциальным оператором Ahpω,xq. По-
этому уравнение p0.17q является стационарным уравнением типа Такача с дифференциаль-
ным оператором Фоккера — Планка.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе рассматривается СМО с бесконечным накопителем, одним обслуживающим при-
бором с произвольным распределением времени обслуживания. На вход СМО поступает два-
жды стохастический пуассоновский поток заявок, интенсивность которого представляет со-
бой диффузионный процесс с ненулевым коэффициентом сноса, ненулевым коэффициентом
диффузии и упругими границами. Для рассматриваемой СМО получены нестационарное
и стационарное уравнения типа Такача для характеристик незавершенной работы в СМО
с применением динамики Колмогорова и с использованием аппроксимации диффузионного
процесса полумарковским процессом.
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