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Аннотация. В статье рассмотрена модель автоматического распределения инвести-
ционного на основе обобщенного многомерного уравнения Навье-Стокса, определяющего
поле скоростей многокомпонентного инвестиционного потока при условии прилипания
изображающей точки на границе (обращения в ноль вектора скорости инвестиций). В
случае стационарной модели предложена методика приближенного вычисления поля ско-
ростей инвестиционного потока, основанная на построении приближенных стационарных
решений методами Бубнова, Галеркина, Пуанкаре, Ляпунова и Шмидта. Представлены
графические иллюстрации.
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Abstract. In article the model of automatic distribution is considered investment on the
basis of the generalized multidimensional equation Navier-Stokes defining a field of speeds of
the multicomponent investment stream on condition of sticking of the representing point on to
border (address to zero vector of speed of investments). In a case the technique of approximate
calculation is offered stationary model fields of speeds of an investment stream, based on
construction approximate stationary decisions by methods of Bubnov, Gallerkin, Puankare,
Lyapunov and Schmidt. The graphic are presented illustrations.
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ВВЕДЕНИЕ

Противоречивое отношение специалистов по экономической динамике к математическим
формализмам в практической экономике хорошо отражено в книге виднейшего специалиста
А. Аузана [1], в которой утверждается, например, что изучение трансакционных издержек
основано на теореме, которую сформулировал еще в середине XX века будущий нобелевский
лауреат Рональд Коуз следующим образом: «независимо от того, как первоначально распре-
делены активы, в итоге будет достигнуто оптимальное их распределение». Считается, что
эта теорема отражает либеральное представление о функционировании рынка. В книге есть
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еще утверждения типа «по правилам — даже по плохим правилам — жить лучше, чем без
правил» или «в результате действия любого правила издержки одних людей становятся до-
ходами других — просто потому, что правило так устроено», а также «если вы каждый раз
готовы найти оригинальное решение, то вам алгоритм не нужен».

Тем не менее, широко известно, что формальные экономико-математические модели все-
таки позволяют «автоматически управлять» отдельными элементами экономической динами-
ки, принося при этом практическую пользу (см. [2]-[9]). Так, например, существует широко
известное мнение, что поступление инвестиций в инновационный процесс и их распределе-
ние может складываться либо «произвольно-хаотично» — методом проб и ошибок, исходя
из накопленного опыта, и т.д., либо, в противоположность этому, по правилам какой-нибудь
математической модели, что в конечном итоге может дать ощутимую выгоду.

1. О НЕКОТОРЫХ КЛЮЧЕВЫХ АСПЕКТАХ
ЭКОНОМИЧЕСКОЙ ПОЛИТИКИ

Важными показателями удачного моделирования являются такие факторы, как
1) сбалансированность инновационных мероприятий, отсутствие «перекосов», соблюдение до-
пустимых пропорций между компонентами инновационной системы в целом;
2) регулярное и оптимальное использование инновационных заимствований;
3) недопустимость рискованных инвестиций.

Правомерность и актуальность такой точки зрения в условиях российской экономики под-
тверждается приведенными ниже тезисами, взятыми из [10] (в этой статье дан анализ внут-
ренних и внешних проблем современной российской экономики). В ней указана необходи-
мость перехода к новой модели экономического роста. В статье отмечено также, что в период
после 2008 г. наблюдается качественно иной уровень нестабильности, резко снижающий воз-
можности прогнозировать даже ближайшее будущее. И для сформированного глобального
финансового рынка, способного почти мгновенно перемещать по миру огромные суммы денег,
не создана адекватная ему система глобального регулирования.

Отмечено также, что в современных условиях требуется серьезная работа по улучшению
инвестиционного климата. Помимо общих правил, здесь нужен набор очень конкретных дей-
ствий (точечных мер) — по прозрачным и понятным всем «правилам игры».

Приведем ряд других высказываний из статьи [10].
1. Для достижения устойчивого экономического роста необходимо максимально задейство-

вать труд и капитал, обеспечить повышение совокупной производительности этих факторов.
Нужны инвестиции — частные и государственные, внутренние и внешние. Инвестиции в на-
стоящее время должны стать драйвером экономического роста — более важным, чем рост
потребления и экспортный спрос. На первом месте по важности стоят, конечно, внутренние
частные инвестиции. Необходимо выработать меры, которые бы не только стимулировали сбе-
режения, но и способствовали их трансформации в инвестиции. Проблема и в высокой степе-
ни неопределенности, хотя она может проявляться по-разному в разных странах и регионах.
Для одних это технологическая размытость и непонимание бизнесом перспектив спроса. Для
других — геополитическая неопределенность, отсутствие ясных приоритетов в деятельности
национальных правительств. Свою роль играет и то, что принято у нас называть недостат-
ками предпринимательского климата — слабая защита прав собственности, нестабильность
«правил игры» и др.

2. Неприемлемо в текущих условиях очень жесткое регулирование экономики (по образ-
цам советского планирования). Именно жесткость советской модели привела к ее краху в
условиях современного (постиндустриального) общества. Есть и ряд других идей, внешне
столь же простых, сколь и опасных: от перехода к мобилизационной экономике, национа-
лизации крупных компаний до тотальной распродажи всей государственной собственности.
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Но простые решения очень сложны для исправления ситуации в будущем, когда «ошибки
простоты» станут очевидны.

3. С одной стороны, необходимо обеспечить стабильность, а с другой — более четко уре-
гулировать ответственность разных уровней управления. Реформы требуют достаточно дли-
тельного времени. Можно даже сказать, что они должны продолжаться постоянно, поскольку
никогда не уйдет с повестки дня задача повышения эффективности и модернизации. Способ-
ность экспортировать несырьевую продукцию должна стать одним из основных критериев
при решении вопроса об оказании государственной поддержки тому или иному проекту, пред-
приятию. На это должны быть нацелены созданные в последнее время институты поддержки
экспорта. Вместе с тем следует отказаться от использования инструментов государственной
поддержки при отсутствии внятных показателей эффективности и сроков вывода продукции
на мировой конкурентоспособный уровень. Внешнеэкономические связи — путь к наращи-
ванию эффективности через конкурентоспособность. Необходимо выработать и реализовать
меры, балансирующие поддержку конкурентоспособности производителя и обеспечение кон-
куренции на внутреннем рынке. Только с их помощью можно выявить долгосрочные конку-
рентные преимущества и разработать эффективные адресные (согласующиеся с правилами
ВТО) инструменты поддержки. Это и означает, по сути, «умное импортозамещение».

4. В среднесрочной перспективе потребуется решение более сложных задач институци-
онального и структурного характера. Это, во-первых, концентрация мер государственной
поддержки промышленности на стратегических секторах и производствах с долгосрочными
конкурентными преимуществами. Во-вторых, осуществление за 3–5 лет рывка в производстве
экспортоориентирванной импортозамещающей продукции при активной поддержке процес-
сов формирования собственных цепочек добавленной стоимости. В-третьих, существенное
снижение энергоемкости российского ВВП. В-четвертых, разработка и внедрение долгосроч-
ных моделей регулирования естественномонопольных секторов экономики, что повысит пред-
сказуемость экономической политики и вызовет приток частных инвестиций. И в-пятых, раз-
витие эффективных транспортнологистических связей как на внутренних, так и на между-
народных маршрутах, что приведет к снижению издержек на перемещение товаров и фак-
торов производства, к увеличению производительности труда и капитала, к концентрации
экономической деятельности. Реализация структурных реформ требует также оздоровления
предпринимательского климата и повышения качества государственного управления.

2. ОБ ИСПОЛЬЗОВАНИИ МАТЕМАТИЧЕСКИХ ФОРМАЛИЗМОВ

2.1. О формализмах управления инновациями

Для получения представления о математическом формализме и его роли в управлении
инновациями можно сослаться на примеры, описанные в [2]-[9]. Здесь мы ограничимся лишь
высказываниями на близкую тему двух академиков РАН — В. И. Арнольда [2] и В. П. Маслова
[3].

В брошюре В. И. Арнольда [2] дано убедительное и яркое обоснование важности приме-
нений математической теории мягких моделей 1q в экономике. Приведем лишь одну заклю-
чительную выдержку из этой работы: «К сожалению, и сейчас остаются актуальными слова
классика математической экономики Парето: Экономисты, не знающие математики, нахо-
дятся в положении людей, желающих решить систему уравнений, не зная ни того, что
она из себя представляет, ни того даже, что представляет из себя каждое входящее в
нее единичное уравнение. Выводы: планируемое во всех странах подавление фундаменталь-
ной науки и, в частности, математики (по американским данным на это им потребуется лет
10–15) принесет человечеству (и отдельным странам) вред, сравнимый со вредом, который

1q В этой брошюре изложен доклад В. И. Арнольда (1997 г.) на семинаре при Президентском совете РФ.
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принесли западной цивилизации (и Испании) костры инквизиции. Математическое образо-
вание должно составлять неотъемлемую часть культурного багажа каждого школьника. Но
оно не должно никоим образом сводиться к рецептурам (будь то таблица умножения или
Windows). Основной целью математического образования должно быть воспитание умения
математически исследовать явления реального мира, умения, так хорошо описанного Витте в
его характеристике «математики-философии» и так блестяще использованного им в вовсе не
математической деятельности. Искусство составлять и исследовать мягкие математические
модели является важнейшей составной частью этого умения».

В книге В. П. Маслова [3] дано обоснование «квантового продолжения» законов Цип-
фа-Мандельбротта и Парето для распределения капиталов и для определения зависимости
объема продаж от цен на фондовом рынке, проведенное по аналогии с квантовым продол-
жением формулы Стефана-Больцмана в виде формулы Планка (в физике). На основе этого
им было предложено математическое обоснование и уточнение эмпирических статистических
закономерностей в экономике. Как пишет сам В. П. Маслов, важным результатом этой книги
является разработка «капиталистической математики», отвечающей рыночной экономике (за
этой математикой закрепилось название «тропическая математика»).

С точки зрения многих исследователей, одним из ключевых элементов создания устой-
чивой экономической динамики является создание механизмов рождения и распростране-
ния инноваций. По мнению ряда аналитиков, эти механизмы лежат в основе доминирования
Западной цивилизации. Без интенсивного рождения инноваций Западный мир не смог бы
обогнать Восток в лице Китая и Индии [11], а без бурного накопления капитала и инвестиро-
вания в распространение новых технологий Запад не смог бы обеспечить своего тотального
превосходства. Таким образом, вопрос о механизмах рождения и распространения инноваций
имеет цивилизационное значение [11]-[17].

Выяснение закономерностей рождения и распространения технологических инноваций
позволяет объяснить многие экономические явления.

Известная модель Полтеровича-Хенкина [12]-[14] позволяет достаточно точно описывать
эволюцию распределения предприятий по уровням технологической эффективности, но
оставляет без ответа, например, вопрос о причине перехода предприятий к той или иной
инновационной стратегии. Почему одни предприятия переходят к заимствованию более эф-
фективной технологии, а другие — нет? Почему одни это делают быстрее, а другие — мед-
леннее? Считается, что в модели Полтеровича-Хенкина нет соответствующих переменных,
на основе которых можно было бы бы прояснить возникающие эффекты [15].

Специалисты считают, что механизм эволюции, заложенный в модель Полтеровича-
Хенкина, слишком прост, а само уравнение относится к классу феноменологических моделей.
Существующая аналогия между уравнением Полтеровича-Хенкина и уравнением Бюргерса
[18] является чисто формальной, ибо турбулентный процесс, описываемый уравнением Бюр-
герса, совершенно не похож на процесс «перетекания» предприятий по разным технологиям,
описываемый уравнением Полтеровича-Хенкина.

С другой стороны, модель Полтеровича-Хенкина показывает глубокую аналогию экономи-
ческих процессов с физическими. Посредством этой модели можно описать волну распреде-
ления предприятий по технологическим уровням. Можно даже наблюдать эффект «бегущей
волны», когда вдоль оси времени перемещается горб распределения. Считается, что подобное
перемещение гребня волны равносильно ликвидации старых технологий и рождению новых.
Все технологические уровни, которые остаются позади гребня волны «вдавливаются» в зону
технологической дыры, тогда как технологии, лежащие впереди гребня, «поднимаются» из
технологической сингулярности. Таким образом бегущая волна трактуется как математиче-
ское выражение технологического прогресса.

Считается, что модели рождения и распространения инноваций на основе эволюционно-
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го уравнение Полтеровича-Хенкина до сих пор не нашло в научной литературе адекватной
содержательной интерпретации. Тем не менее, принято считать, что это уравнение дает од-
ну из самых удачных иллюстраций дикретно-волнового единства экономических процессов.
Модель Полтеровича-Хенкина прошла эмпирическую проверку на базе металлургической
отрасли. Но в целом считается, что нет убедительного доказательства прикладной состоя-
тельности этой модели [15]-[17].

2.2. О технологической диффузии

В настоящее время общепризнано, что технологическая диффузия оказывает влияние на
рост производительности предприятия, и поэтому в настоящее время она широко исследуется
в научных работах по экономической динамике с использованием математического модели-
рования.

У руководителя каждого предприятия систематически возникает необходимость выбора
способа и скорости финансирования инноваций, и его коррекции в сторону оптимального
значения, с учетом достигнутой производительности. Поэтому ясно, что поиск формальных
математических средств выбора такой коррекции является важным направлением как тео-
ретических, так и практических исследований экономической динамики.

Известно, что понятие «диффузия инноваций» было введено и изучено французским со-
циологом Габриэлем Тардом (1890), им же была предложена S-образная кривая (логистиче-
ская кривая) для характеризации инновационных процессов (1903). Эверетт Роджерс позже
использовал эту кривую в своей модели: в 1962 году он опубликовал книгу о диффузии
инноваций, в которой описал процесс внедрения инноваций среди отдельных лиц и орга-
низаций. Известно также, что логистическую кривую впервые ввел Пьер Ферхюльст при
построении модели роста численности населения (1838). Если применить его модель к про-
стейшему (имитационному) потоку инвестиций, то получим уравнение (Ферхюльста-Пирла)
9N “ DNpM ´ Nq, решением которого и является S-образная кривая (Р. Пирл — амери-

канский эколог, также использовавший это уравнение (1920)). Здесь Nptq — число людей,
принявших инновацию к моменту t, M — емкость рынка (это предельно допустимое число
лиц, которые способны принять данную инновацию). Если предположить, что объем инве-
стиций строго пропорционален числу сторонников инноваций, то получим, что S-образная
кривая отражает и динамику инвестиций. Она при этом дает следующие фазы распростране-
ния новых продуктов: медленный рост (вовлечение первых потребителей), затем резкий рост
и, наконец, замедление роста (насыщение). Течение этого процесса, согласно Э. Роджерсу,
зависит от основных инновационных свойств нового продукта, оцениваемые потребителями
при принятии решения об использовании инновации. Хотя диффузия инноваций во многом
непосредственно зависит от «обстановки в обществе», прямое математическое моделирование
распространения инноваций также представляет интерес.

Понятие диффузии в естествознании связано с изучением влияния изменений параметров
внешнего воздействия (температуры, электромагнитного поля, механического сжатия и пр.)
на состояние физической системы (раствор, смесь, сплав и т.п.). Изменение значений пара-
метров может привести к потере устойчивости исходной фазы и, как следствие (как отклик
системы), к ее переходу в новую фазу (состояние с новыми структурными свойствами). Такой
переход может сопровождаться спинодальным расслоением (распадом), выраженным в изме-
нении локальных концентраций компонентов, в образовании сначала зернистой структуры, а
затем кластеров и доменов новой фазы [19],[20]. В последнее время структурную перестройку
физической среды часто объясняют на основе нелинейного диффузионного уравнения Кана-
Хилларда [19]

9u “ ∆gradV puq :“ D∆pu3 ´ u´ γ∆puqq

и ему подобных уравнений. Здесь u “ upxq — относительная концентрация компонента веще-
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ства, x P U Ă R
m, 1 ď m ď 3, D — коэффициент диффузии,

V puq :“ D

ż

U

ˆpu2 ´ 1q2
4

` γ
|∇u|2
2

˙
dx

— интеграл энергии, U — область, занятая изучаемой средой.
Близким, но более простым уравнением, также способным моделировать структурные пре-

вращения, является широко известное уравнение диффузии с квадратично-кубической нели-
нейностью:

9w “ ´gradV pwq :“ ∆pwq ` λw ´ aw2 ´ w3,

где w “ wpxq — концентрация изучаемого компонента вещества (распределение инвестиции),
x P U Ă R

2 (двумерная задача),

V pwq :“
ĳ

U

ˆ |∇w|2
2

´ λ
w2

2
` a

w3

3
` w4

4

˙
dx1 dx2

— интеграл энергии (действия), U “ r0,1s ˆ r0,1s — область, занятая изучаемой средой (в
экономике — это область инвестирования, выраженная, например, показателями производи-
тельности). Стабильные (устойчивые) фазы соответствуют точкам минимума функционала
энергии. Как правило, предполагается выполнение граничного условия Неймана

Bw
Bn

ˇ̌
ˇ
B U

“ 0,

где BU — граница области U , n — векторное поле нормалей к границе, и выполнено есте-
ственное ограничение (на количество компонента в целом)

ĳ

U

wpx1,x2q dx1 dx2 “ c “ const ą 0.

В случае инвестиций этот интеграл можно интерпретировать как запланированные издержки
на закупку нового оборудования.

В случае моделирования одномерного (однокомпонентного) инвестиционного потока рас-
сматриваются инновационные циклы, описываемые логистической кривой. При этом счита-
ется, что цикл инноваций начинается с кумулятивного накопления инновационного ресур-
са. Достижение некоторого критического уровня ресурса порождает переход к экспоненци-
альному росту инновационного процесса. При подходе к состоянию насыщения происходит
замедление темпов роста, экспоненциальный участок траектории инновационного процесса
заменяется логарифмическим. Жизненный цикл инноваций завершается и наступает стадия
сворачивания производства.

В настоящей статье предложен прямой подход к описанию влияния технологической диф-
фузии на распределение многокомпонентных инвестиций, основанный на обобщенной гидро-
динамической аналогии: поток инвестиций сравнивается с потоком многомерной жидкости,
и при этом учитывается прямой обмен инновационными ресурсами.

3. МОДЕЛЬ ПОЛТЕРОВИЧА-ХЕНКИНА
И ЕЕ НЕПРЕРЫВНЫЙ АНАЛОГ

Вернемся к работам [12]-[14], в которых построена дискретная модель взаимодействия
между объемом внедренных инноваций (на заданном предприятии) и объемом предстоящего
(необходимого) инвестирования инноваций, основанная на (модельном) уравнении

9xn “ p´α ` βp1 ´ xnqqpxn ´ xn´1q ` µpxn`1 ´ xnq ,
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носящем в настоящее время название «уравнение Полтеровича-Хенкина». В этом уравнении
xn — объем необходимого инвестирования инноваций. Это уравнение можно переписать в
виде

9xn “ µ pxn`1 ´ 2xn ` xn´1q ´ γ pxn ´ xn´1q ` β p1 ´ xnqpxn ´ xn´1q , γ “ α` µ ,

что позволяет воспринимать уравнение как разностную аппроксимацию «непрерывного» мо-
дельного уравнения

9x “ µx2 ´ γ x1 ` β p1 ´ xqpx1q .
или

9x “ µx2 ´ pγ ´ β ` β xqx1 .

Здесь x “ xps,tq — скорость инвестирования, зависящая от инновационного внедрения s и
времени t. Сделав замену γ ´ β ` β x “ y, получим, после отбрасывания общего множителя
β и переноса конвективного члена β y y1 в левую часть, уравнение Бюргерса [18]

9y ` y1 y “ µ y2 ,

которое можно исследовать разнообразными методами, включая приближенные методы изу-
чения посткритических структурных перестроек, изложенные в [21]-[26].

4. ПРИМЕНЕНИЕ ОБОБЩЕННОГО УРАВНЕНИЯ НАВЬЕ-СТОКСА
К МОДЕЛИРОВАНИЮ ДИНАМИКИ
ИНВЕСТИРОВАНИЯ ИННОВАЦИЙ

4.1. Повышение точности модели Бюргерса

Для повышения точности модели Бюргерса (как одномерного варианта классического
уравнения Навье-Стокса) можно ввести дополнительное слагаемое v

`
λ ´ }v}2

˘
, учитываю-

щeе прямой (механический) обмен инновационными ресурсами (см. [2]). В результате получим
более общее модельное уравнение в виде

9v ` Bv
Bx v “ µ

B2v
Bx2 ` v

`
λ ´ v2

˘
. (4.1)

Анализ решений уравнения (4.1) базируется на вычислении собственных функций и соб-
ственных значений операторного пучка A ` λ I : E Ñ F , A “ d2

dx2 при краевых условия
Дирихле: E “ tu P C2r0,1s : up0q “ up1q “ 0u, F “ Cr0,1s.

Собственные функции операторного пучка A ` λ I в пространстве E определяются фор-
мулой

ek “
?
2 sinpπ k xq , (4.2)

функция (4.2) отвечает собственному значению λ “ pπ kq2 .
Приближение Бубнова-Галеркина по n модам к решению уравнения (4.1) имеют следую-

щий вид:

vpx,tq “
nÿ

k“1

ξkptqekprq .

Поток инвестиций определяется дифференциальным уравнением 9x “ vpx,tq . Приведем при-
меры графиков скоростей инвестиционных поступлений в следующем (при n “ 3):
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Рис. 1. Примеры графиков приближенно вычисленных функций скорости инвестиций (ап-
проксимации Галеркина по трем модам) при различных λ.

t
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Рис. 2. Пример графика (S-образной) интегральной кривой для уравнения 9x “ vpx,tq, соот-
ветствующего первому из трех полей скоростей на рис. 1.

4.2. Многомерное уравнение Навье-Стокса и его применение к
моделированию динамики инвестирования инноваций

Как было отмечено выше, имеется прямой вывод аналога уравнения Бюргерса при моде-
лировании инвестиционной динамики. Аналогичный вывод можно проделать в более общем
случае — для фирмы, состоящей из нескольких предприятий. Такой подход позволяет поток
инвестиций «уподобить потоку воды» и, таким образом, перенести на область экономической
динамики, связанной с планированием инвестиций, методы многомерной гидродинамики [27]
(на основе многомерного уравнения Навье-Стокса и его обобщений). Возможно, на этом пу-
ти можно обнаружить новые полезные правила в «организации динамики» инвестиций и
инноваций.

Итак, пусть имеется фирма, состоящая из n предприятий, и пусть при этом rptq “
pr1ptq, . . . , rnptqqJ — вектор инвестирования инноваций в этой фирме (rjptq — затраты на ин-
новации j-го предприятия вплоть до момента времени t), vptq “ pv1ptq, . . . , vnptqqJ — вектор
скорости инвестирования (vjptq “ 9rjptq), а sptq “ ps1ptq, . . . ,snptqqJ P Ω — вектор внедрен-
ных инноваций к данному моменту времени (например, в процентах от планового показателя
внедрения инноваций за весь контрольный период).

Будем предполагать, что выполнено следующее условие: вектор скорости внедрения ин-
новаций пропорционален вектору скорости инвестиций:

9s “ βv , β ´ const .

При выполнении этого условия поток инвестирования инноваций «параллелен» потоку
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внедренных инноваций, то есть рассчитав поток реализованных инвестиций, мы автоматиче-
ски получаем и поток внедренных инноваций.

Для скорости инвестирования можно составить, по хорошо известным схемам [29], балан-
совое уравнение. Сначала заметим, что

dv

dt
“ 9v ` Bv

Br 9r “ 9v ` Bv
Br v

(здесь Bv
Br “

´
Bvj
Brk

¯
— матрица Якоби). Следовательно, уравнение динамики инвестирования

инноваций можно записать в виде, аналогичном широко известному уравнению Навье-Стокса
из динамики несжимаемой вязкой жидкости [28], [29]:

9v ` Bv
Br v “ µ∆pvq ´ grad ppq , (4.3)

где v “ vpr,tq , p “ ppr,tq — функция влияния спроса и предложения на инновации (инно-

вационный потенциал), ∆ “
nř

j“1

B2

Br2j
— n-мерный гармонический оператор. Слагаемое µ∆pvq

в последнем уравнении отвечает за «инновационную вязкость» (вызванную диффузией ин-
новаций), коэффициент µ характеризует величину «инновационной вязкости». Естественно
предположить также, что выполнено условие неразрывности

divpvq “ 0 (4.4)

и граничное условие
pv,nq

ˇ̌
BΩ “ 0 (4.5)

на границе области Ω :“ tr “ pr1, . . . , rnqJ ˇ̌
0 ď rj ď Rju, Rj — потолок инвестирования

инноваций на j-ом предприятии, n — нормаль к примыкающей максимальной грани границы.
Ниже мы будем использовать более жесткое граничное условие — «условие прилипания»

на границе):
v

ˇ̌
BΩ “ 0 . (4.6)

Замечание 1. Для повышения точности модели потока инвестиций можно ввести в урав-
нение Навье-Стокса дополнительное слагаемое v

`
λ ´ }v}2

˘
, учитывающeе прямой (меха-

нический) обмен инновационными ресурсами. В результате получим более общее модельное
уравнение в виде

9v ` Bv
Br v “ µ∆pvq ` v

`
λ ´ }v}2

˘
´ grad ppq , (4.7)

4.3. Пример: случай фирмы из двух предприятий

Пусть
n “ 2 r “ pr1, r2qJ , vpr,tq “ pv1pr,tq, v2pr,tqqJ , s “ ps1,s2qJ ,

Ω :“ t0 ď r1 ď 1 , 0 ď r2 ď 1u .
Рассмотрим случай стационарного уравнения : 9v ” 0 вместе с требованием выполнения кра-
евого условия Дирихле («условия прилипания» на границе).

Итак, обратимся к двумерному уравнению Навье-Стокса

9v ` Bv
Br v “ µ∆pvq ´ grad ppq (4.8)

при краевом условии (4.6). Здесь ∆ — двумерный гармонический оператор (лапласиан), Bv
Br —

матрица Якоби вектора скорости v “ vpr1,v2,tq инновационного потока по компонентам r1,r2 ,
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p “ ppr1,r2q — потенциал. Перейдем к другой форме уравнения (4.8), используя нижеуказан-
ные равенства (непосредственно устанавливаемые проверкой):

rot

ˆBv
Br

˙
“ grad p∆ψq; rot

ˆBv
Br v

˙
“ rψ,∆pψqs.

Здесь rot pvq :“ Bv2
Br1 ´ Bv1

Br2 , ψpr1,r2,tq — вихревая функция, rψ,ϕs — якобиан функций ψ,ϕ .
Причем divpvq “ 0 (условие неразрывности в односвязной области) приводит к тому, что
решение должно иметь вид:

v “ sgradpψq :“
ˆ Bψ

Br2
, ´ Bψ

Br1

˙J
. (4.9)

Из краевого условия (4.6) для v в частности следует выполнение для функции ψ граничного
условия

pgradpψq,τq
ˇ̌
ˇ̌
BΩ

“ 0 , (4.10)

где τ — касательный к BΩ вектор. Следовательно, ψ

ˇ̌
ˇ̌
BΩ

“ const . Положим

ψ

ˇ̌
ˇ̌
BΩ

“ 0 (4.11)

(краевое условие Дирихле). Из условия (4.6) вытекает также соотношение

Bψ
Bn

ˇ̌
ˇ̌
BΩ

“ 0 (4.12)

(краевое условие Неймана). Пусть u :“ rotpvq “ ∆pψq и 9u “ rotp 9vq “ ∆p 9ψq. Применив дву-
мерный ротор к правой и левой частям уравнения (4.8), получим уравнение Гельмгольца (см.
[28])

∆p 9ψq “ r∆pψq, ψs ` µ∆2pψq
и его стационарный вариант

r∆pψq, ψs ` µ∆2pψq “ 0 . (4.13)

Эти уравнения необходимо рассматривать при краевых условиях (4.11)-(4.12).

Замечание 2. В случае обобщенного уравнения (4.7) получим обобщенное стационарное
уравнение Гельмгольца

µ∆2pψq ` λ∆pψq ` r∆pψq, ψs ´ Bp3qpψq “ 0 , (4.14)

где
Bp3qpψq “ ψ2

r1
ψr1r1 ` ψ2

r2
ψr2r2 ` 2ψr1ψr2 ψr1r2 “ pHpψq grad pψq, grad pψqq ,

Hpψq :“ pψrjrkq — матрица Гессе вихревой функции.

5. О ПОСТРОЕНИИ СТАЦИОНАРНЫХ РЕЖИМОВ МЕТОДОМ
ЛЯПУНОВА-ШМИДТА И О ПЕРЕХОДАХ

В УСТОЙЧИВЫЕ РЕЖИМЫ

Анализ обобщенного уравнения Гельмгольца можно осуществлять на основе инструмен-
тов функционального анализа, таких, как методы Бубнова-Галеркина (см. [21], [22], [27]),
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Ляпунова-Шмидта, Каччиополи и др. (см.[21]-[23]). Об истоках применения методов функ-
ционального анализа в гидродинамике можно получить информацию из работ [30], [31].

Опишем в кратком виде редуцирующую процедуру Ляпунова-Шмидта в случае обоб-
щенного стационарного уравнения Гельмгольца. Сначала необходимо представить уравнение
(4.13) (с граничными условиями Дирихле-Неймана (4.11)-(4.12)) в виде операторного урав-
нения

fpψq :“ µ∆2pψq ` λ∆pψq ` r∆pψq, ψs ´ Bp3qpψq “ 0, ψ P E , (5.1)

где f : E Ñ F, E — пространство функций ψ : Ω ÝÑ R класса H4 , удовлетворяющих крае-
вым условиям (4.11)-(4.12), а F — пространство функций Ω ÝÑ R) класса H “ L2pΩq , где
Ω “ r0,1s ˆ r0,1s . Здесь H4 — замыкание по норме }w}4 множества тригонометрических век-

торных полей вида
mř

p`q“1

ξp,qep,q , p,q ě 0 , ep,qpx1,x2q — нормированная собственная функция

оператора ∆2 (при краевых условиях Дирихле-Неймана).
Собственная функция ep,q отвечает некоторому собственному значению λp,q, совокупность

функций tep,qu является ортонормированной системой векторов в L2pΩq. Для тригонометри-
ческого полинома w норма }w}4 определена следующим соотношением:

}w}24 :“
ĳ

Ω

w∆4pwq dx1dx2 “
ĳ

Ω

p∆2pwqq2 dx1dx2 .

Скалярное произведение в H будем обозначать x¨, ¨y: xψ,ϕy “
ť
Ω

ψϕq dx1dx2 . Оператор A :“

∆2 является положительным и диагонализируемым.
Итак, пусть ep,q — набор ортонормированных (в H0) собственных функций оператора ∆2,

соответствующих собственным значениям λp,q. При этом ep,q K er,l @k,j,l,r, pp,qq ‰ pl,rq.
Перенумеруем затем собственные функции и отвечающие им собственные значения в порядке
неубывания собственных значений и представим уравнение (5.1) в виде

w `A´1

ˆ
1

µ

´
λ∆pwq ` r∆pwq, ws ´ Bp3qpwq

¯˙
“ 0 , (5.2)

следуя процедуре ортогонального разложения пространства в сумму подпространств:

E “ N ‘ E8´n , F “ N ‘ F8´n ,

N “ Lin pe1, . . . enq , E8´n “ NK X E , F8´n “ NK X F .

При этом имеем
ApNq Ă N, ApE8´nq Ă F8´n .

Разложим далее уравнение (5.2) в систему, состоящую из двух уравнений

u`A´1
1 PUpu ` vq “ 0 ,

v `A´1
2 pQUpu` vqq “ 0 ,

*
(5.3)

где A1 :“ A
ˇ̌
N

, A2 :“ A
ˇ̌
NKXE

, N :“ Linpe1, . . . , enq, w “ u` v, u “
nř

k“1

ξkek, v “
8ř

k“n`1

ξkek,

ξk “ xx, ejy αk “ xc,eky , P и Q — ортопроекторы на N и NK ,

Upwq :“ 1

µ

´
λ∆pwq ` r∆pwq, ws ´ Bp3qpwq

¯
.

Обратимся также к разложению отображению fpwq в виде (5.3):

fpwq “ f pnqpwq ` f p8´nqpwq ,
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где
f pnqpwq P N, f p8´nqpwq P F8´n .

Предположим, что
Bf p8´nq

Bv p0q : E8´n ÝÑ F8´n

является изоморфизмом (это условие выполняется, если λµ´1 не превосходит собственное
значение λn`1).

Тогда согласно теореме о неявном отображении, существует выражение v “ Φpuq (для u

из некоторой достаточно малой окрестности нуля O в N), удовлетворяющее соотношению

f p8´nqpu ` Φpuqq “ 0 , @u P O ,

При этом отображение Φ : O Ñ E8´n является гладким. Для отыскания решения уравнения
fpwq “ 0 в окрестности нуля достаточно найти решение уравнения

f pnqpu ` Φpuqq “ 0 . (5.4)

Отображение τ : O Ñ N , такое что

τpuq “ f pnqpu` Φpuqq

называется ключевым. Все топологические и аналитические свойства исходного уравнения и
его решений наследуются ключевым уравнением и его решениями. Связь между решениями
ключевого и исходного уравнений осуществляется связывающей формулой

w “ u ` Φpuq . (5.5)

Уравнение (5.4) также называется ключевым. Если положить Φpuq ” 0 (то есть рассмотреть
нулевое приближение к связывающей формуле), то получим галеркинскую аппроксимацию
отображения f :

gpξq :“ f pnq
˜

nÿ

k“1

ξkek

¸
“ 0 . (5.6)

Известно, что один из базовых принципов исследования решений начально краевых задач
для параболических и более общих уравнений основан на том, что уравнение

dv

dt
`Av “ fpt,vq , 0 ď t ď α , vp0q “ v0 ,

где fpt,xq при каждом t P r0,αs — нелинейный оператор (при условии, что оператор A порож-
дает сильно непрерывную полугруппу T ptq), сводится к интегральному уравнению (метод
Дюамеля)

vptq “ T ptqv0 `
ż t

0

T pt´ sqfps,vpsqqds

(см. [32], c. 469-472).
На основе данного интегрального уравнения можно осуществлять переход инвестиционной

динамической системы из произвольного (начального) состояния в устойчивый стационарный
режим.
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6. СОБСТВЕННЫЕ ФУНКЦИИ ПУЧКА ∆
4 ` λ∆

2 ПРИ КРАЕВЫХ
УСЛОВИЯ ДИРИХЛЕ-НЕЙМАНА

6.1. Случай одномерной модели

Построим собственные функции и собственные значения операторного пучка A ` λB :

E Ñ F , где A “ d4

dx4 , B “ d2

dx2 , при краевых условия Дирихле и Неймана. Пусть E “ tu P
C4r0,1s : up0q “ up1q “ u1p0q “ u1p1q “ 0u, F “ Cr0,1s.

Собственные функции операторного пучка A ` λB в пространстве E определяются фор-
мулой

ukpxq “ 1 ´ cosp2 k xq , (6.1)

функция (4.2) отвечает собственному значению λ “ 4pπ kq2 .
Эти же номера будем присваивать отвечающих им нормированным собственным функци-

ям
ek :“ uk

νk
, νk :“ }uk}H0

.

6.2. Случай двумерной модели

В случае двумерной модели необходимо использовать собственные функции операторного
пучка µ∆4 ` λ∆2 , или, что эквивалентно, пучка ∆4 ` rλ∆2 (rλ :“ λ

µ
):

ep,qpx1,x2q :“ eppx1q eqpx2q ,

где e1pxq,e2pxq, . . . , enpxq, . . . — набор всех ортонормированных собственных функций рас-
смотренного выше одномерного операторного пучка A ` rλB (пронумерованный в порядке
возрастания соответствующих собственных значений).

Пусть g1pxq,g2pxq, . . . , empxq — набор собственных функций пучка двумерных операторов,
пронумерованный в порядке неубывания соответствующих собственных значений (без про-
пусков собственных векторов).

Для получения необходимых приближенных данных можно обратиться к общей (m-
мерной) аппроксимации Галеркина — системе уравнений

f1pξ1, ξ2, . . . , ξnq “ f2pξ1, ξ2, . . . ξnq “ . . . , fnpξ1, ξ2, . . . ξnq “ 0

в которой (см. [21])
fkpξ1, ξ2, . . . ξnq :“ xfpuq,gky, ξj “ xx, gjy .

Здесь x¨, ¨y — скалярное произведение в L2rΩs , u :“ ξ1g1 ` ξ2g2 ` . . . ξmgm . Мы ограничимся
рассмотрением лишь аппроксимаций Галеркина по первой моде, первым трем модам и первым
шести модам. Эти аппроксимации могут дать неплохую вычислительную точность вследствие
высокой интенсивности роста собственных значений операторного пучка из главной части
модельного уравнения.

В результате компьютерных вычислений были получены приближения к стационарной
вихревой функции ψpx,yq со следующими линиями уровней (при различных значениях пара-
метра вязкости) (рис. 3–5).

На рисунках 3–5 можно наблюдать присутствие равновесных фазовых точек.

6.3. Замечания к многомерной модели

В случае многомерного уравнения (4.7) имеем обобщенное стационарное уравнение Гельм-
гольца в виде

µ∆2pψq ` λ∆pψq ` Bp2qpψq ´ Bp3qpψq “ 0 , (6.2)
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Рис. 3. Линии уровней и график приближенно вычисленной стационарной вихревой функции
в случае аппроксимаций Галеркина по одной моде.
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Рис. 4. Линии уровней и график приближенно вычисленной стационарной вихревой функции
в случаях аппроксимаций Галеркина по трем модам.

где Bp2qpψq и Bp3qpψq — квадратичный и кубический операторы. При n “ 3 оператор Bp2q

указан в [28], а оператор Bp3q имеет несколько более сложную структуру по сравнению с
двумерным случаем. В многомерном случае переход к аналогу уравнения Гельмгольца можно
представить как замену операторного уравнения

fpvq “ grad p , fpvq :“ µ∆pvq ´ Bv
Br v ` v

`
λ ´ }v}2

˘
,

на уравнение
pfpψq “ 0 , pfpψq :“ d˚pfpd˚pψqq ,

где d˚ :“ ˚ ¨ d — оператор из D2
1 в D1

n´2 и из D2
n´2 в D1

1 , Dr
q — пространство дифференци-

альных q-форм на R
n:

ω :“
ÿ

k1,... kq

ωk1,...,kqpxq dxk1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ dxkq , ωk1,...,kqpxq P CrpRnq , k1 ă k2 ă . . . kq .
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Рис. 5. Линии уровней и график приближенно вычисленной стационарной вихревой функции
в случаях аппроксимаций Галеркина по шести модам.

Здесь d — оператор дифференцирования форм [33]:

ÿ

k1,... kq

ωk1,...,kqpxq dxk1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ dxkq ÞÝÑ
ÿ

k1,... kq

˜ÿ

j

Bωk1,...,kqpxq
Bxj

dxj

¸
^ dxk1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ dxkq ,

˚ — оператор перехода от формы ω к двойственной форме:

ω˚ :“
ÿ

r1,... rn´q

σpr1, . . . ,rn´qqωr1,...,rn´q dxr1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ dxrn´q

ωr1,...,rn´q :“ ωk1,...,kq , tr1, . . . ,rn´qu :“ t1,2, . . . , nuztk1, . . . ,kqu ,
σpk1, . . . ,kqq :“ det pek1 , . . . ,ekq ,er1 , . . . ,ern´qq — определитель матрицы, составленной из еди-
ничных столбцов, в столбце ek k-ая компонента равна единице, а остальные равны нулю.

Обобщенное уравнение Гнльмгольца в форме (6.2) можно получить на основе несложно
проверяемого соотношения

pd˚q2pωq “
nÿ

k“1

ˆ
´∆pvkq ` B

Bxk
pdiv pvqq

˙
dxk , (6.3)

где ω :“
nř

q“1

vq dxq , v “ pv1, . . . ,vnqJ — вектор скорости потока инвестиций.

При n “ 3 оператор d˚ является классическим ротором, а при n ą 3 — его многомерным
аналогом.

Более подробному описанию многомерного случая будет посвящена отдельная публика-
ция.
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