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Аннотация. Для эволюционной системы дифференциальных уравнений в частных
производных с быстро осциллирующими по времени младшими членами, среди которых
имеются большие — пропорциональные частоте осцилляций, обоснован метод усреднения.
Рассмотренная система обобщает известную систему уравнений, моделирующую конвек-
цию вязкой несжимаемой жидкости в приближении Обербека-Буссинеска, когда сосуд с
подогреваемой жидкостью колеблется в любом направлении с большой частотой. Услож-
ненную систему оказалось необходимым решать, используя две шкалы пространств, а
именно: шкалу соболевских пространств трехмерных вектор-функций и соответствую-
щую шкалу соленоидальных вектор-функций, причем эти шкалы имеют не только целые,
но и дробные показатели.

Ключевые слова: обобщенная задача конвекции, быстро осциллирующие по времени
слагаемые, метод усреднения для периодического по времени решения.

SUBSTANTIATION OF THE AVERAGING METHOD FOR
THE GENERALIZED CONVECTION PROBLEM WITH

LARGE HIGH FREQUENCY CONDITIONS
N. S. Ivleva

Abstract. The averaging method is justified for an evolutional system of partial differential
equations with quickly oscillating in time junior terms, among which there are high proportional
to the frequency of oscillations. The considered system generalizes a known thermal liquid
convection equation system which is modelling the convection of viscous incompressible fluid in
Oberdeck-Boussinesc approach when a vessel with a heated liquid vibrates with high frequency.
It was necessary to solve the complicated system using two scales of spaces, namely: the scale of
Sobolev spaces of three-dimensional vector-functions and the corresponding scale of solenoidal
vector-functions, and these scales have not only integer but also fractional exponents.

Keywords: The generalized convecxtion problem, quickly oscillating in time terms, the
averaging method for periodic in time solution.

1. ВВЕДЕНИЕ

В работах [1], [2] обоснована применимость метода усреднения [3] к задаче о тепловой кон-
векции жидкости в сосуде, подверженном вертикальным вибрациям с частотой ω ąą 1 (ко-
ротко: „к задаче конвекции“). К специфике этой задачи относится наличие в моделирующей
ее системе (конкретнее, в уравнении Навье-Стокса для скорости жидкости v) высокочастот-
ного слагаемого jaω cosωtT , где j — единичный вектор, направленный против силы тяжести,

© Ивлева Н. С., 2020

54 ВЕСТНИК ВГУ. СЕРИЯ: ФИЗИКА. МАТЕМАТИКА. 2020. № 1



Обоснование метода усреднения для обобщенной задачи конвекции. . .

a “ const ą 0, t — время, T — температура. В работах [4], [5] этот метод обоснован для
задачи конвекции с высокочастотным слагаемым вида ωP px, sinωt, cosωtqT , где P px, t1, t2q
— трехмерный вектор, компонентами которого являются полиномы от t1, t2, коэффициенты
которых зависят от пространственной переменной x, причем среднее

P pxq “ p2πq´1

2πż

0

P px, sin τ, cos τqdτ “ 0.

В данной работе метод усреднения обоснован для математически более сложной системы.
Здесь дополнительно, по сравнению с [1], [2], [4], [5], в обоих эволюционных уравнениях при-
сутствуют высокочастотные слагаемые вида gipv, Bv

Bx , T,
BT
Bx , x, ωtq, i “ 1,2, где gipv,w, T, S, x, τq

— 2π-периодические по τ вектор-функции, являющиеся полиномами произвольной степени
относительно компонент переменных v,w, T, S с коэффициентами, зависящими от px, τq. При
доказательстве сформулированной ниже теоремы существенно используются результаты, ме-
тоды и технические подходы работ [1], [4], [5]. Указанные выше усложнения системы, в част-
ности, привели к необходимости, в отличие от [1], [2], [4], [5], использовать шкалу соболевских
пространств трехмерных вектор-функций не только для целых, но и для дробных показате-
лей, а также аналогичную шкалу соленоидальных вектор-функций.

2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ И ФОРМУЛИРОВКА РЕЗУЛЬТАТОВ

Пусть Ω — ограниченная область в R
3 с C2-гладкой границей BΩ,Ω “ ΩYBΩ, ω — большой

параметр. В цилиндре Q “ Ω ˆ R рассмотрим задачу о 2πω´1-периодических по t решениях
системы уравнений

Bv
Bt ` pv,∇qv “ ´∇q ` ν∆v ` ω

ÿ

0ă|k|ďm

akpxqeikωtT`

`g1pv, Bv
Bx, T,

BT
Bx , x, ωtq,BT

Bt ` pv,∇T q “ χ∆T ` g2pv, Bv
Bx, T,

BT
Bx , x, ωtq,

divv “ 0, v|BΩ “ 0, T |BΩ “ h.

(2.1)

Здесь m P N, ν, χ — положительные числа, неизвестные вектор-функции qpx, tq, T px, tq — од-
номерные, а vpx, tq — трехмерная. Далее, при pv,w, T, S, x, τq P R

3ˆR
9ˆRˆR

3ˆΩˆR вектор-
функции g1pv,w, T, S, x, τq, g2pv,w, T, S, x, τq и hpxq вещественнозначны, akpxq “ a´kpxq, 0 ă
|k| ď m, где чертой над вектор-функцией обозначена операция комплексного сопряжения
над каждой компонентой вектор-функции. Предположим, что ak P C1pΩq, 0 ă |k| ď m,
g1pv,w, T, S, x, τq, g2pv,w, T, S, x, τq — полиномы степени не выше n0pP Nq относительно ком-
понент переменных v,w, T, S с зависящими от px, τq коэффициентами, которые удовлетво-
ряют условию Гельдера по x равномерно относительно x, τ . Кроме того, вектор-функции
g1pv,w, T, S, x, τq, g2pv,w, T, S, x, τq 2π´периодичны и непрерывны по τ, а h P C2pBΩq.

Пусть B — банахово пространство. Символом C0pBq обозначим пространство непрерывных
ограниченных функций u : R Ñ B с обычной sup-нормой. Ниже таким же символом мы будем
обозначать и пространство трехмерных вектор-функций с компонентами, принадлежащими
C0pBq.

Прежде чем сформулировать теорему, выведем формально усредненную задачу. Предва-
рительно введем некоторые обозначения.

Пусть q ą 3. Обозначим через Jq замыкание по норме Lq множества гладких соленоидаль-
ных (divv “ 0) трехмерных вектор-функций, определенных в Ω и равных нулю на границе

BΩ. Введем обозначение:
˝
J 2

q — замыкание по норме W 2
q множества гладких соленоидальных
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трехмерных вектор-функций, которые определены в Ω и обращаются в ноль на BΩ. Символом
Π обозначим известный проектор Lq на Jq, который при q “ 2 ортогонален (см., например,
[6]). Пусть A1 и A2 — операторы, действующие в Jq и Lq соответственно по законам

A1u “ ´νΠ∆u, u P DpA1q “
˝
J

2
q, A2T “ ´χ∆T, T P DpA2q “

˝
W

2
q,

а I1 и I2 — тождественные операторы в Jq и Lq соответственно. Здесь DpA1q,DpA2q — обла-

сти определения операторов A1, A2,
˝
W 2

q — замыкание по норме W 2
q множества гладких в Ω

функций, которые обращаются в нуль на границе BΩ.
Пусть q ą 12n0. Подействуем на первое уравнение (уравнение Навье-Стокса) задачи (2.1)

проектором Π, а затем произведем замену переменных Q “ T ´ Φ, u “ v´NpωtqT ´MωptqT .
Здесь Φpxq — решение задачи Дирихле

∆Φ “ 0, Φ|BΩ “ h;

NpτqT “
ÿ

0ă|k|ďm

pikq´1eikτΠakT ;

MωptqT “ ω
ÿ

0ă|k|ďm

pikωI1 ´A1q´1ΠakTe
ikωt ´NpωtqT.

В результате указанной замены задача (2.1) перейдет в систему вида

Bu
Bt `A1u “ f1pu, Bu

Bx,Q,
BQ
Bx , x, ωtq ` ϕω,1pu, Bu

Bx,Q,
BQ
Bx , x, tq,BQ

Bt `A2Q “ f2pu, Bu
Bx,Q,

BQ
Bx , x, ωtq ` ϕω,2pu, Bu

Bx,Q,
BQ
Bx , x, tq,

u|BΩ “ 0, T |BΩ “ h.

(2.2)

Прежде чем выписать выражения fi, ϕω,i, i “ 1,2, обозначим w “ Bu
Bx , S “ BQ

Bx и опреде-
лим на множестве непрерывных 2π-периодических по τ вектор-функций sp..., τq операцию
усреднения:

ă sp..., τq ą“ 1

2π

2πż

0

sp..., τqdτ.

Фигурирующие в (2.2) вектор-функции fi и ϕω,i, i “ 1,2, заданы равенствами

f1pu,w,Q, S, x, τq “ F1pu,w,Q, S, xq ´ ΠpNpτqT,∇qu ´ Πpu,∇qNpτqT´

´
ÿ

0ă|k|,|s|ďm,

k ` s ‰ 0

pksq´1eipk`sqτ rpΠakT,∇qΠasT ´ ΠakpΠasT,∇T qs ´Npτq rχ∆Q´ pu,∇T qs `

`K1pu,w,Q, S, x, τq´ ă K1pu,w,Q, S, x, τq ą ,

F1pu,w,Q, S, xq “ ´Πpu,∇qu ` Π
ÿ

0ă|k|ďm

k´2pΠakT,∇qΠa´kT´

´
ÿ

0ă|k|ďm

k´2ΠakpΠa´kT,∇T q` ă K1pu,w,Q, S, x, τq ą ,

где K1pu,w,Q, S, x, τq “ Πg1pu`NpτqT,w ` BpNpτqT q
Bx , Q` Φ, S ` BΦ

Bx , x, τq ´
´Npτqg2pu `NpτqT,w ` BpNpτqT q

Bx ,Q` Φ, S ` BΦ
Bx , x, τq,

ϕω,1pu,w,Q, S, x, tq “ ´ΠpMωptqT,∇qu ´ Πpu,∇qMωptqT ´ ΠpMωptqT,∇qMωptqT´
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´ΠpNpωtqT,∇qMωptqT ´ ΠpMωptqT,∇qNpωtqT´

´Mωptq
„
χ∆Q´ pu,∇T q ` g2pv, Bv

Bx, T,
BT
Bx , x, ωtq


´

´Npωtq
ˆ
g2pv, Bv

Bx, T,
BT
Bx , x, ωtq ´ g2pu `NpωtqT,w ` BpNpωtqT q

Bx , T,
BT
Bx , x, ωtq

˙
`

`MωptqpMωptqT,∇T q `MωptqpNpωtqT,∇T q `NpωtqpMωptqT,∇T q`

`K1pu`MωptqT,w ` BpMωptqT q
Bx ,Q, S, x, ωtq ´K1pu,w,Q, S, x, ωtq,

f2pu,w,Q, S, x, τq “ F2pu,w,Q, S, xq ´ pNpτqT,∇T q`

`K2pu,w,Q, S, x, τq´ ă K2pu,w,Q, S, x, τq ą ,

F2pu,w,Q, S, xq “ ´pu,∇T q` ă K2pu,w,Q, S, x, τq ą ,

где K2pu,w,Q, S, x, τq “ g2pu`NpτqT,w ` BpNpτqT q
Bx , Q` Φ, S ` BΦ

Bx , x, τq,

ϕω,2pu,w,Q, S, x, tq “ ´pMωptqT,∇T q`

`K2pu `MωptqT,w ` BpMωptqT q
Bx ,Q, S, x, ωtq ´K2pu,w,Q, S, x, ωtq

при v “ u`NpωtqT `MωptqT, T “ Q` Φ.
Пусть задача

By
Bt “ νΠ∆y ` F1py, By

Bx , P,
BP
Bx , xq, BP

Bt “ χ∆P ` F2py, By
Bx , P,

BP
Bx , xq,

y|BΩ “ 0, P |BΩ “ 0,
(2.3)

которую будем называть усредненной, имеет стационарное решение p˝
v,

˝
τ q P

˝
J 2

qˆ
˝
W 2

q. С
целью линеаризации в этой точке вектор-функций γ1 ”ă K1pu,w,Q, S, x, τq ą и γ2 ”ă
K2pu,w,Q, S, x, τq ą выделим линейные части соответствующих разностей:

γ1pu,w,Q, S, xq ´ γ1p˝
v, B˝

v
Bx ,

˝
τ , B ˝

τ
Bx , xq “

“ L1upxqpu´ ˝
vq ` L1wpxqpw ´ B˝

v
Bxq ` L1QpxqpQ´ ˝

τq ` L1SpxqpS ´ B ˝
τ

Bxq ` ...,

γ2pu,w,Q, S, xq ´ γ2p˝
v, B˝

v
Bx ,

˝
τ , B ˝

τ
Bx , xq “

“ L2upxqpu´ ˝
vq ` L2wpxqpw ´ B˝

v
Bxq ` L2QpxqpQ´ ˝

τq ` L2SpxqpS ´ B ˝
τ

Bxq ` ...

Рассмотрим в пространстве Jq ˆLq оператор A с областью определения DpAq “
˝
J 2

qˆ
˝
W 2

q,
который действует по закону

A

ˆ
u

Q

˙
“

ˆ
A1u´B1u´ C1Q´ L1uu´ L1w

Bu
Bx ´ L1QQ´ L1S

BQ
Bx

A2Q´B2Q´ C2u ´ L2uu´ L2w
Bu
Bx ´ L2QQ´ L2S

BQ
Bx

˙
,

где

B1u “ ´Πp˝
v,∇qu ´ Πpu,∇q ˝

v ,

C1Q “ Π
ÿ

0ă|k|ďm

k´2
”
pΠak

˝
τ

1
,∇qΠa´kQ`

`pΠakQ,∇qΠa´k
˝
τ

1 ´ akpΠa´k
˝
τ

1
,∇Qq ´ akpΠa´kQ,∇

˝
τ

1 q
ı
,

B2Q “ ´p˝
u,∇Qq, C2u “ ´pu,∇ ˝

τ
1q, ˝
τ

1 “ ˝
τ `Φ.
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В системе (2.2) заменим u на u` ˝
v, а Q на Q` ˝

τ и перепишем ее в виде

Bz
Bt `Az “ fpz, x, t,ωq, (2.4)

где z “ pu,Qq,

fpz, x, t, ωq “ pf1pu` ˝
v,

Bpu` ˝
vq

Bx ,Q` ˝
τ ,

BpQ` ˝
τq

Bx , x, ωtq ´ F1p˝
v,

B ˝
v

Bx,
˝
τ ,

B ˝
τ

Bx, xq´

´B1u ´ C1Q´ L1uu´ L1w
Bu
Bx ´ L1QQ´ L1S

BQ
Bx `

`ϕω,1pu` ˝
v,

Bpu` ˝
vq

Bx ,Q` ˝
τ ,

BpQ` ˝
τq

Bx , x, tq, f2pu` ˝
v,

Bpu` ˝
vq

Bx ,Q` ˝
τ ,

BpQ` ˝
τq

Bx , x, ωtq´

´F2p˝
v,

B ˝
v

Bx,
˝
τ ,

B ˝
τ

Bx, xq ´B2Q´ C2u´ L2uu´ L2w
Bu
Bx ´ L2QQ´ L2S

BQ
Bx `

`ϕω,2pu` ˝
v,

Bpu` ˝
vq

Bx ,Q` ˝
τ ,

BpQ` ˝
τq

Bx , x, tqq.

Легко видеть, что вектор-функция f является 2πω´1-периодической по t.
Отнесем к W l

qpR3q, q ą 1, l ą 0, функции y, которые заданы в R
3 и имеют обобщенные

производные порядка rls (целая часть l) и

}y}W l
qpR3q “ }y}

W
rls
q pR3q ` sup

hPR3

0ă|h|ă1{2

|h|rls´l
ÿ

|r|“rls
}Drypx` hq ´Drypxq}LqpR3q ă 8,

где r “ pr1,r2,r3q — целочисленный мультииндекс, |r| “ ř
ri, ri ě 0;Dry “ B|r|y

Bx1
r1Bxr2

2
Bx3

r3
,W 0

q “
Lq. Обозначим через W l

qpΩq (коротко: W l
q) пространство функций y, которые заданы в Ω и

допускают продолжение до функций y из W l
qpR3q, с нормой [1]

}y}W l
qpΩq “ inft}y}W l

qpR3q : y|Ω “ yu.

Пусть q ą 3. Введем обозначение: xW l
qpΩq (коротко: xW l

q) — замыкание по норме W l
q гладких

соленоидальных вектор-функций, равных нулю на BΩ.

Теорема 1. Пусть q ą 12n0, усредненная задача (2.3) имеет стационарное решение p˝
v,

˝
τq и

спектр Λ оператора A не содержит нуля. Тогда существуют такие положительные числа
δ0 ą 1{2, r0 и ω0, что при 1{2 ă δ1 ă δ2 ă δ0, 0 ă ε1 ă ε2 ă 1´12n0{q справедливы следующие
утверждения.
1. Для ω ą ω0 система (2.1) имеет в шаре

›››T ´ p ˝
τ `Φq

›››
C0pW 2δ0

q q
`

`

››››››
v ´

¨
˝˝
v `

ÿ

0ă|k|ďm

pikq´1eikωtΠakp ˝
τ `Φq

˛
‚

››››››
C0pxW 1

q q

ă r0

единственное 2πω´1-периодическое по t решение pvω, Tωq, причем

lim
r0Ñ0,ωÑ8

ˆ›››Tω ´ p ˝
τ `Φq

›››
C0pW 2δ0

q q
`
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`

››››››
vω ´

¨
˝˝
v `

ÿ

0ă|k|ďm

pikq´1eikωtΠakp ˝
τ `Φq

˛
‚

››››››
C0pxW 1

q q

˛
‹‚“ 0.

2. Если спектр Λ лежит в правой полуплоскости и не имеет точек на мнимой оси, то
указанное решение при ω ą ω0 устойчиво pxW 2δ2

q ˆW 2ε2
q ,xW 2δ1

q ˆW 2ε1
q q.

3. Если у спектра Λ нет точек на мнимой оси и есть хотя бы одна точка в левой полу-
плоскости, то при ω ą ω0 решение pvω, Tωq неустойчиво pxW 2δ2

q ˆW 2ε2
q ,xW 2δ1

q ˆW 2ε1
q q.

Доказательство теоремы мы опускаем. Отметим лишь одно вспомогательное утверждение
о взаимном непрерывном вложении пространств областей определения дробных степеней опе-
раторов A1, A2 к пространствам xW 2l

q и W
2l
q , q ą 3, l P r0,1s (W

2l
q — замыкание по норме W 2l

q

гладких функций, равных нулю на BΩ):

Утверждение. Пусть r ą 3. Тогда пространство W
2l2
r , определенное выше, непрерывно

вложено в Bl1
r,2, пространство Bl2

r,2 — в W
2l1
r ; xW 2l2

r — в Bl1
r,1, B

l2
r,1 — в xW 2l1

r , 0 ď l1 ă l2 ď 1.

Это утверждение является прямым следствием лемм 4.1 и 4.2, а также интерполяционной
теоремы [1].

Действительно, согласно леммам 4.1 и 4.2, семейства xW 2l
q и W

2l
q , q ą 3, l P r0,1s, являются

аппроксимационными и слабо моментными шкалами (xW 0
q “ Jq,xW 2

q “
˝
J 2

q,W
0

q “ Lq,W
2

q “
˝
W

2
q), а пространства Bl

q,1 и Bl
q,2, q ą 3, l P r0,1s, являются аппроксимационно-моментными шка-

лами (B0
q,1 “ Jq, B

1
q,1 “

˝
J 2

q , B
0
q,2 “ Lq, B

1
q,2 “

˝
W 2

q).
Осталось применить интерполяционную теорему [1], используя тождественный оператор

I1 : Jq Ñ JqpI2 : Lq Ñ Lqq в качестве оператора вложения и учтя, что сначала, например,
пространства

Bl1
q,1pBl1

q,2q аппроксимационно разделяют пространства Jq и
˝
J 2

q (Lq и
˝
W 2

q), а пространства

xW 2l3
q pW 2l3

q q слабо моментно разделяют пространства Jq и
˝
J 2

q (Lq и
˝
W 2

q) (а значит, простран-

ства xW 2l2
q pW 2l2

q q моментно разделяют пространства Jq и
˝
J 2

q (Lq и
˝
W 2

q)), 0 ď l1 ă l2 ă l3 ď 1,

а затем, наоборот, что пространства xW 2l1
q pW 2l1

q q аппроксимационно разделяют пространства

Jq и
˝
J 2

q (Lq и
˝
W 2

q), а Bl3
q,1pBl3

q,2q моментно разделяют Jq и
˝
J 2

q (Lq и
˝
W 2

q).

Отметим, что в теореме мы используем пространства W 2δ0
q pW 2ε1

q ,W 2ε2
q q, отличные от про-

странств W
2δ0
q pW 2ε1

q ,W
2ε2
q q, которым обязательно принадлежит функция Tω, являющаяся

частью решения нашей задачи pvω, Tωq. Нормы у этих пространств совпадают. Здесь можно

использовать тот факт, что множество W
2δ0
q является всюду плотным в W 2δ0

q , а значит, мож-

но построить последовательность функций Tn P W 2δ0
q , сходящихся по норме W 2δ0

q к функции
T из теоремы при n Ñ 8, и работать с этими приближениями, переходя потом к пределу при
n Ñ 8.
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