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Аннотация. В работе получены новые результаты об асимптотике корней полино-
мов Бернштейна, возникающих при построении модифицированных всплесков Добеши.
Доказано, что все корни (за исключением 1) лежат вне некоторого овала Кассини. Для
каждой степени полинома найдена лемниската, такая что расстояние от произвольного
корня до кривой есть Op1{p3q. Лемнискаты стягиваются к овалу Кассини. Корни нуж-
ны для нахождения масок дискретного всплеского преобразования, играющего большую
роль в алгоритмах сжатия информации и распознавания образов.

Ключевые слова: всплеск, аппроксимация, Лемма Рисса, овал Кассини, полином
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ASYMPTOTICS OF THE ROOTS OF BERNSTEIN
POLYNOMIALS ARISING IN THE CONSTRUCTION OF

MODIFIED DAUBECHIES WAVELETS
M. G. Zimina

Abstract. In this article we obtain new results on the asymptotic behavior of the roots of
Bernstein polynomials arising in the construction of modified Daubechies wavelets. It is proved
that all roots (with the exception of 1) lie outside some Cassini oval. For each degree of the
polynomial, a lemniscate is found such that the distance from an arbitrary root to the curve
is Op1{p3q. Lemniscate is contract to the Cassini oval. the Roots are needed to find masks for
a discrete burst transform, which plays a large role in information compression and pattern
recognition algorithms.

Keywords: wavelet, approximation, Riess lemma, oval Cassini, Bernstein polynomial.

1. ВВЕДЕНИЕ

Изучается асимптотика корней следующей последовательности полиномов Бернштейна:

B4p,2ppxq :“
2pÿ

l“0

ˆ
4p

l

˙
xlp1 ´ xq4p´l. (1.1)

Ясно, что эти полиномы поточечно сходятся к характеристической функции отрезка r0,1{2s.
Подобные полиномы играют важную роль при построение сохраняющих локализованность с
ростом гладкости всплесков с компактными носителями [1], [2].

Близкими вопросами занимается группа московских математиков, возглавляемых
И. В. Тихоновым [3].
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Рис. 1. Овал Кассини и корни полинома Бернштейна при p “ 37.

2. ФОРМУЛИРОВКА РЕЗУЛЬТАТОВ

Теорема 1. Все корни полиномов Бернштейна (1.1) лежат вне овала Кассини

|z||1 ´ z| ě 1{4. (2.1)

Доказательство аналогично доказательству Теоремы 2.2 из [2]. В силу Следствия 3.1 из
только, что упомянутой статьи:

rBppxq “ B4p,2ppxq “ 1 ´ 2p

ˆ
4p

2p

˙ ż 1

0

p1 ´ xsqp´4p´1qp1 ´ sq2p ds x2p`1p1 ´ xq2p.

Поэтому, если rBppxq “ 0, то

ˇ̌
x´2p´1p1 ´ xq´2p

ˇ̌
“

ˇ̌
ˇ̌p2pq

ˆ
4p

2p

˙ ż 1

0

p1 ´ xsqp´4p´1qp1 ´ sq2p ds
ˇ̌
ˇ̌ ď

ď p2pq
ˆ
4p

2p

˙ ż 1

0

|1 ´ xs|p´4p´1q p1 ´ sq2p ds.

При |x| ď 1{2, s P r0,1s |1 ´ xs| ě 1 ´ |x|s ě
`
1 ´ 1

2
s
˘
.

Если |x| ą 1{2, Repxq ď 1{2 и s P r0,1s, то

|1 ´ xs|2 ´
ˆ
1 ´ 2p

4p
s

˙2

“ s

˜˜
|x|2 ´

ˆ
1

2

˙2
¸
s` 2

ˆ
1

2
´Repxq

˙¸
ě 0.

Остаётся заметить, что в силу Теоремы 3.2 из [2] и (3)

p2pq
ˆ
4p

2p

˙ ż 1

0

´
1 ´ s

2

¯p´4p´1q
p1 ´ sq2p ds “

“ 4p

ˆ
4p ´ 1

2p

˙ ż 1

2

0

s2p p1 ´ sq2p´1 ds24p`1 ď 24p.
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Теорема 2. Расстояние от корней полинома rBppx` iyq, находящиxся в круге |x´1{2| ă 1{2,
до кривой, задаваемой уравнением

ˆ
2p

2p ` 1

ˆ
4p

2p

˙
x

˙ 1

2p

|x` i y|1` 1

2p |1 ´ x´ iy| “
``

p1 ´ xqx´ y2
˘˘ 1

2p , (2.2)

не превосходит Op1{p3q.
Доказательство. Корни находятся на кривой, определяемой уравнением:

p2pq
ˆ
4p

2p

˙ ˇ̌
ˇ̌
ż 1

0

p1 ´ xsqp´4p´1qp1 ´ sq2p ds
ˇ̌
ˇ̌ |x|2p`1|1 ´ x|2p “ 1.

Рис. 2. Корни и кривая

Сделаем замену x1 “ x{p1 ´ xq, x “ x1{p1 ` x1q, 1 ´ x “ 1{p1 ` x1q :

p2pq
ˆ
4p

2p

˙ ˇ̌
ˇ̌
ż 1

0

p1 ´ x

1 ` x
sqp´4p´1qp1 ´ sq2p ds

ˇ̌
ˇ̌

ˇ̌
ˇ̌ x

1 ` x

ˇ̌
ˇ̌
2p`1 ˇ̌

ˇ̌ 1

1 ` x

ˇ̌
ˇ̌
2p

“

“ p2pq
ˆ
4p

2p

˙ ˇ̌
ˇ̌
ż 1

0

p1 ` x´ x sq´4p´1p1 ´ sq2p ds
ˇ̌
ˇ̌ |x|2p`1 “ 1.

Пусть

AInt4p,2ppxq “
ˇ̌
ˇ̌
ż 1

0

p1 ` x´ x sqp´4p´1qp1 ´ sq2p ds
ˇ̌
ˇ̌ |x|2p`1 “

ˇ̌
ˇ̌
ż 1

0

p|x|sq2p|x|
p1 ` x sqp4p`1q ds

ˇ̌
ˇ̌ .

После замены s1 “ |x|s имеем

AInt4p,2ppxq “
ˇ̌
ˇ̌
ˇ

ż |x|

0

psq2p
p1 ` x

|x| sqp4p`1q ds

ˇ̌
ˇ̌
ˇ .

Пусть x “ r exp pi ϕq тогда

AInt4p,2ppr,ϕq “
ˇ̌
ˇ̌
ż r

0

psq2p
p1 ` exp pi ϕq sqp4p`1q ds

ˇ̌
ˇ̌ “
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“
ˇ̌
ˇ̌
ˇ

ż r

0

psq2pp1 ` exp p´i ϕq sqp4p`1q

pps` cospϕqq2 ` sin2pϕqqp4p`1q{2 ds

ˇ̌
ˇ̌
ˇ “

“
ˇ̌
ˇ̌
ˇ

ż r

0

psq2pps` exp pi ϕqqp4p`1q

pps ` cospϕqq2 ` sin2pϕqqp4p`1q{2 ds

ˇ̌
ˇ̌
ˇ .

Заменяя s на s1 “ s` cospϕq, получаем

AInt4p,2ppr,ϕq “
ˇ̌
ˇ̌
ˇ

ż r

0

ps ´ cospϕqq2pps` i sinpϕqqp4p`1q

ps2 ` sin2pϕqqp4p`1q{2 ds

ˇ̌
ˇ̌
ˇ .

Теперь перейдём от s к s1 “ 1{s :

AInt4p,2ppr,ϕq “
ˇ̌
ˇ̌
ˇ

ż 1

cospϕq

1

r`cospϕq

p1 ´ s cospϕqq2pp1 ` i sinpϕq sqp4p`1qs4p´2p´1

p1 ` s2 sin2pϕqq4p`1
ds

ˇ̌
ˇ̌
ˇ .

Пусть

x1psq “ 1 ` i sinpϕq s
p1 ` s2 sin2pϕqq1{2 “ exppψpsqq,

где

cospψpsqq “ 1

p1 ` s2 sin2pϕqq1{2 , sinpψpsqq “ sinpϕq s
p1 ` s2 sin2pϕqq1{2 .

Тогда

AInt4p,2ppr,ϕq “
ˇ̌
ˇ̌
ˇ

ż 1

cospϕq

1

r`cospϕq

p1 ´ s cospϕqqLs4p´2p´1

p1 ` s2 sin2pϕqqp4p`1q{2 ds cospψpsqq`

` i

ż 1

cospϕq

1

r`cospϕq

p1 ´ s cospϕqqLs4p´2p´1

p1 ` s2 sin2pϕqqp4p`1q{2 ds sinpψpsqq
ˇ̌
ˇ̌
ˇ “

¨
˝

˜ż 1

cospϕq

1

r`cospϕq

p1 ´ s cospϕqqLs4p´2p´1

p1 ` s2 sin2pϕqqp4p`1q{2 cospψpsqq ds
¸2

`

`
˜ż 1

cospϕq

1

r`cospϕq

p1 ´ s cospϕqqLs4p´2p´1

p1 ` s2 sin2pϕqqp4p`1q{2 sinpψpsqq ds
¸2

˛
‚
1{2

.

Исследуем AInt4p,2ppr,ϕq при ϕ P r0,π{2s :

AInt4p,2ppr,ϕq ď IntA4p,2ppr,ϕq “
ż 1

cospϕq

1

r`cospϕq

p1 ´ s cospϕqq2ps2p´1

p1 ` s2 sin2pϕqqp4p`1q{2 ds.

Обозначим

IntAppr,ϕq “ IntA4p,2ppr,ϕq “
ż 1

cospϕq

1

r`cospϕq

p1 ´ s cospϕqq2ps2p´1

p1 ` s2 sin2pϕqqp4p`1q{2 ds.

Корни полинома (с учетом замены) находятся близко к кривой

p2pq
ˆ
4p

2p

˙
IntAppr,ϕq “ 1 :

ВЕСТНИК ВГУ. СЕРИЯ: ФИЗИКА. МАТЕМАТИКА. 2020. № 1 51



М. Г. Зимина

Рис. 3. Кривая и корни, p “ 84 ´ 89.

Оценим функцию

fppsq “ s2p´1p1 ´ s cospϕqqp
`
s2 sin2pϕq ` 1

˘ 4p`1

2

на отрезке r 1
r`cospϕq ,

1
cospϕq s.

Производная этой функции равна

s2p´2
`
s2 sin2pϕq ` 1

˘´2p´ 3

2 p1 ´ s cospϕqqp´1ˆ
ps3

`
pp` 2q sin2pϕq cospϕq

˘
´

ps2
`
2pp` 1q sin2pϕq

˘
` spcospϕq ´ 3p cospϕqq ` 2p´ 1qq.

Первые три сомножителя в производной положительны при s P r0, 1
cospϕq s и ϕ P r0,π{2s. Корень

четвертого сомножителя, который может попасть в отрезок
r 1
r`cospϕq ,

1
cospϕq s, выражается следующим образом:

s0pp,ϕq “
1

6pp`2q cospϕq

´?
2 cscpϕq

a
ppp5p ` 7q ´ 10q cosp2ϕq ` pp13p` 23q ´ 2`?

3 sin
`
1
3
αpp, ϕq

˘
´ cos

`
1
3
αpp, ϕq

˘˘
` 4pp` 1q

˘
,

где
αpp, ϕq “

arccos

ˆ
sinpϕqp´pp`4qppp16p`29q´14q cosp2ϕq`pppp16p`3q´6q`88q?

2
?

pppp5p`7q´10q cosp2ϕq`pp13p`23q´2q3

˙
.

Исследовать это выражение сложно. При p Ñ 8 получаем

rs0pr,ϕq “ 2

3 cospϕq ´ 2
?
2

a
5 cosp2ϕq ` 13 sin

`
π
6

´ αpϕq
˘

3 sinp2ϕq ,

где αpϕq “ 1
3
arccos

ˆ
16

?
2 sin3pϕq?

p5 cosp2ϕq`13q3

˙
. Учитывая эти рассуждения, получаем приближенное

значение для IntAppr,ϕq :
2px

`
4p
2p

˘
|x` iy|2p`1 |1 ´ x´ iy|2p

p2p ` 1q pp1 ´ xqx ´ y2q ,
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где x “ r cospϕq, y “ r sinpϕq. Подставляя это выражение в уравнение и возвращаясь к исход-
ной переменной, получаем искомое уравнение для кривой. Оценить расстояние от корня до
кривой не представляет труда.

Выражаю благодарность моему научному руководителю Игорю Яковлевичу Новикову за
постановку задачи и помощь.
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