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Аннотация. Для нормальных нелинейных систем обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений с быстро осциллирующими слагаемыми и краевыми условиями обоснован
метод усреднения Крылова-Боголюбова. Соответствующие краевые условия описаны в
общей теории обыкновенных дифференциальных уравнений и представляют собой обоб-
щение условий периодичности решения.
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JUSTIFICATION OF THE AVERAGING PRINCIPLE FOR A
SYSTEM OF RAPIDLY OSCILLATING ORDINARY
DIFFERENTIAL EQUATIONS WITH BOUNDARY

CONDITIONS
D. Bigirindavyi, V. B. Levenshtam

Abstract. For normal nonlinear systems of ordinary differential equations with rapidly
oscillating terms and boundary conditions, the Krylov-Bogolyubov averaging method is
justified. The corresponding boundary conditions are described in the general theory of
ordinary differential equations and represent a generalization of the conditions for the
periodicity of the solution.
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ВВЕДЕНИЕ

Теория метода усреднения [1], [2], который называют так же методом усреднениям
Крылова-Боголюбова, разработана в настоящее время для обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений с достаточно большой полнотой. Однако вопросы усреднения краевых задач
для нормальных систем нелинейных обыкновенных дифференциальных уравнений исследо-
ваны еще недостаточно. По-видимому, имеется лишь одна работа [3], в которой метод усред-
нения обоснован для некоторого класса краевых задач. В данной работе этот метод обоснован
для иного класса краевых задач. Эти краевые задачи без связи с методом усреднения иссле-
довались, например, в [4]. Они служат обобщением задач о периодических решениях. Обос-
нование метода усреднения в данной работе, как и в работе [3], осуществляется с помощью
теоремы о неявных отображениях (см например, [5]). Впервые такой подход использовался в
работе [6] при обосновании метода усреднения для абстрактных параболических уравнений.
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1. ОСНОВНОЙ РЕЗУЛЬТАТ

Пусть Γ “ tpx,tq,x P R
n,t P r0,T su и Π “ tpx,t,τq,x P R

n,t P r0,T s, τ P r0,8qu. На отрезке
t P r0,T s рассмотрим краевую задачу

$
&
%

dx

dt
“ F px,tq ` ϕpx,t,ωtq

Axp0q `BxpT q “ 0,ω " 1

(1)

Здесь A и B — квадратные матрицы порядка n с вещественными элементами, F px,tq и ϕpx,t,τq
вектор–функции, определенные на множествах Γ и Π соответственно, со значениями в R

n,
удовлетворяющие следующим условиям.

1. F px,tq и ϕpx,t,τq вместе с их производными по x непрерывны на множествах Γ и Π

соответственно.

2. Пусть для каждого ограниченного множества Ω Ă R
n выполняется условие: ϕpx,t,τq

имеет нулевое среднее по τ , равномерно относительно px,tq P Ω ˆ r0,T s выполняется
предельное равенство

xϕpx,t,τqy “ lim
TÑ`8

1

T

ż T

0

ϕpx,t,τqdτ “ 0.

3. Вектор-функция ϕpx,t,τq и матрица-функция Bϕ
Bx px,t,τq равномерно ограничены на Π.

4. BF
Bx и Bϕ

Bx удовлетворяют равномерному условию Липшица по x, то есть существует такая
постоянная L, что при всех x, y P Ω, t P r0,T s и τ P r0,8q выполняются неравенства

||BF
Bx py,tq ´ BF

Bx px,tq|| ď L|y ´ x|,

||Bϕ
Bx py,t,τq ´ Bϕ

Bx px,t,τq|| ď L|y ´ x|.

Здесь | v |-норма вектора v=pv1,v2,...,vnqt P R
n, а || V ||-норма матрицы V “ pVijq,

согласованная с нормой | v |, (например

|| v || “ max
1ďi,jďn

nř
j“1

| aij |).

5. Усредненная задача $
&
%

dy

dt
“ F py,tq

Ayp0q `BypT q “ 0

(2)

имеет решение
o
yptq.

6. Введем обозначение : Lptq “ Fxpoyptq,tq и пусть Φptq-матрицант1q системы

dx

dt
“ Lptqx (3)

1q напомним, что матрицантом системы (3) называют еë фундаментальная система решения Φptq норми-
рованную в точке t “ 0, то есть Φp0q “ E
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Будем предполагать, что имеет место соотношение
∆ “ det rAΦp0q `BΦpT qs ‰ 0.

B p1q сделаем замену
xptq ÝÑ xptq ` o

yptq. (4)

Получим $
&
%

dx

dt
“ Lptqx ` fpx,t,ωtq

Axp0q `BxpT q “ 0, ω " 1

(5)

где fpx,t,τq “ ϕpx ` o
y,t,τq ` F px ` o

y,tq ´ F poy,tq ´ rF 1
xpoy,tqsx ” Hpx,t,τq ` Ψpx,tq, Hpx,t,τq “

ϕpx ` o
y,t,τq, Ψpx,tq “ F px ` o

y,tq ´ F poy,tq ´ rF 1
xpoy,tqsx.

Прежде всего, наряду с задачей p5q рассмотрим задачу
$
&
%

dy

dt
“ Lptqy ` Ψpy,tq

Ayp0q `BypT q “ 0

(6)

которая очевидно, имеет решение yptq “ 0.
Далее нам понадобится известное банахово пространство Cµpr0,T sq, µ P p0,1q, то есть, про-

странство непрерывных вектор-функций w : r0,T s ÝÑ R
n (w P Cpr0,T sq), удовлетворяющих

условию Гёльдeра с показателем µ;
||w||Cµpr0,T sq “ max

0ďtďT
||wptq|| ` sup

0ďt1ăt2ďT

||wpt2q´wpt1q||
pt2´t1qµ ă 8.

Справедливо следующее утверждение

Теорема. При µ P p0,1q существует ω0 ą 0 такое, что в некоторой Cµpr0,T sq-окрестности

вектор-функции
o
yptq задача p1q при ω ą ω0 имеет единственное решение xωptq, и справедливо

предельное равенство lim
ωÑ8

||xωptq ´ o
yptq||Cµpr0,T sq “ 0

2. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ

Доказательству теоремы предпошлём некоторые вспомогательными построения. От p5q и
p6q перейдем в силу [4] к эквивалентным интегральным уравнениям

xptq “
ż T

0

Gpt,sqfpxpsq,s,ωsqds (7)

yptq “
ż T

0

Gpt,sqΨpypsq,sqds (8)

Здесь Gpt,sq “
#

ΦptqSpsq,0 ď t ă s

ΦptqUpsq,s ă t ď T
— функция Грина рассмотриваемой краевой задачи (см.,

[4]), где Spsq “ ´ rA`BΦpT qs´1
ΦpT qBΦ´1psq, Upsq “ tE ´ rA`BΦpT qs´1

ΦpT qBuΦ´1psq,
E — единичная матрица.

Исходя из равенств (7) и (8), зададим в какой-либо окрестности точки p0,8q пространства
Cµpr0,T sq ˆ r1,8s оператор N : Cµpr0,T sq ˆ r1,8s Ñ Cµpr0,T sq, 0 ă µ ď 1 формулой:

rNpx,ωqsptq “ (9)
$
’’’&
’’’%

xptq ´
tş
0

ΦptqUpsqfpxpsq,s,ωsqds´
Tş
t

ΦptqSpsqfpxpsq,s,ωsqds,ω ‰ 8

xptq ´
tş
0

ΦptqUpsqΨpxpsq,sqds´
Tş
t

ΦptqSpsqΨpxpsq,sqds,ω “ 8
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Ради кратности, первый интеграл в (9) (при ω “ 8 и ω ‰ 8 ) будем обозначать через
rI1px,ωqsptq, а второй через rI2px,ωqsptq.

Теорема вытекает из теоремы о неявных отображениях [5] и следующего основного утвер-
ждения.

Лемма. Оператор Npx,ωq определен в окрестности точки p0,8q, непрерывен и непрерывно
дифференцируемый в этой точке. При этом Np0,8q “ 0, а производная Фреше DyNp0,8q “
I где I — тождественный оператор в Cµpr0,T sq

Действительно, в силу этой леммы согласно теореме о неявных отображениях найдутся
ω0 ą 0 и δ ą 0, такие что в окрестности ||x||Cµpr0,T sq ď δ при ω ą ω0, существует единственное
решение xω задачи Npt,ωq “ 0 и при этом xω Ñ

ωÑ8
0 в Cµpr0,T sq.

Леммы вытекает из следующих четырех утверждении.

1. Оператор Npx,ωq непрерывен в точке p0,8q,

2. Npx,ωq имеет дифференциал Фреше по x в точке p0,8), который непрерывен в этой
точке,

3. Np0,8q “ 0,

4. DyNp0,8q “ I.

Основное внимание мы уделим доказательству пункта 1, поскольку пункт 2 доказывается
аналогично, а пункты 3, 4 очевидны. Докажем непрерывность оператора Npx,ωq в точке
p0,8q. Для этого зафиксируем любое ε ą 0 и докажем, что существуют 0 ă δ1 ă 1 и ω1 ą 0,
такие что при ω ą ω1 и ||x||Cµpr0,T sq ă δ1 выполняется оценка

||Npx,ωq ´Np0,8q||Cµpr0,T sq ă ε (10)

Заметим, что Np0,8q “ 0, поэтому нам остается доказать что для любого ε ą 0 существует
0 ă δ1 ă 1 такие, что при

}x}Cµpr0,T sq ă δ1,ω ą ω0 (11)

выполняется неравенство
||Npx,ωq||Cµpr0,T sq ă ε (12)

Будем считать, что δ1 ă ε
3
. Тогда остается доказать неравенство

||Iipx,ωq||Cµpr0,T sq ă ε

3
, i “ 1,2 (13)

когда x и ω удовлетворяют условию (11q. Вначале, оценим I1.
Воспользуемся известным (см., [6]) интерполяционным неравенством

}u}Cµpr0,T sq ď }u}Cpr0,T sq `
`
2}u}Cpr0,T sq

˘1´µ }u}µ
C1pr0,T sq (14)

u P C1pr0,T s.
Из формулы p9q легко следует оценка

sup
}x}Cµpr0,T sqď1,tPr0,T s

}BrI1px,ωqsptq
Bt } ď C0 (15)

где C0 ą 0— константа.
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В силу соотношений p14q, p15q неравенство p12q достаточно доказать при µ “ 0 (то есть с
заменой Cµpr0,T sq на Cpr0,T sq при ||x||Cµpr0,T sq ă ε

3
). Далее под символом }.} будем подразу-

мевать }.}Cpr0,T sq
, если не оговорено иное. Имеем:

}I1} “ }
ż t

0

ΦptqUpsqHpxpsq,s,ωsqds`
ż t

0

ΦptqUpsqΨpxpsq,sqds} ” }I11 ` I12}.

Поскольку }Ψpxpsq,sq} “ ōp||x||q при ||x|| Ñ 0 равномерно относительно s P r0,T s, то най-
дется δ2, такое что при ||x|| ď δ2||I12||Cpr0,T sq ă ε

12
. Оценим теперь }I11}.

Вначале найдем t0 ą 0, так что при всех ω ą 0 и всех ||x|| ă δ2:

}I11} ď }
ż t0

0

ΦptqUpsqHpxpsq,s,ωsqds} ` }
ż t

t0

ΦptqUpsqHpxpsq,s,ωsqds} “ }I 1
11} ` }I2

11}.

Возможность выбора такой величины t0 следует из неравенств:

}I 1
11} “ ||

ż t0

0

ΦptqUpsqHpxpsq,s,ωsqds|| ď
ż t0

0

||ΦptqUpsqHpxpsq,s,ωsq||ds ď Mt0 ă ε

12
,

где M ą 0— константа.
Перейдем теперь к оценке интеграла

şt
t0
ΦptqUpsqHpxpsq,s,ωsqds, где t ą t0. Разабъëм ин-

тервал pt0,tq на m равных частей и воспользуемся представлением:

}I2
11} “ }

ż t

t0

ΦptqUpsqHpxpsq,s,ωsqds} ď

}
mÿ

i“1

ż τi`1

τi

rΦptqUpsqHpxpsq,s,ωsq ´ ΦptqUpτiqHpxpτiq,τi,ωsqs ds}`

`}
mÿ

i“1

ż τi`1

τi

ΦptqUpτiqHpxpτiq,τi,ωsqds} ” }A} ` }B}.

Вначале оценим слагаемое }A}. Имеем

||A|| ď
mÿ

i“1

ż τi`1

τi

||ΦptqUpsqHpxpsq,s,ωsq ´ ΦptqUpτiqHpxpτiq,τi,ωsq||ds ď

ď
mÿ

i“1

„ż τi`1

τi

||ΦptqHpxpsq,s,ωsq||||Upsq ´ Upτiq||ds


`

`
mÿ

i“1

„ż τi`1

τi

}ΦptqUpτiq||}pHpxpsq,s,ωsq ´Hpxpτiq,τi,ωsqq}ds

.

Так как ||Upsq ´ Upτiq|| “ ||
şτi
s
U 1pτqds|| ď L1pτi ´ sq ď L1

T
m

; L1 “ const ą 0. то существует
m “ m1 столь большое, что ||Upsq ´ Upτi|| ă ε

24
.

Далее, ||Hpxpsq,s,ωsq ´Hpxpτiq,τi,ωsq|| ď L2p||xpsq ´ xpτiq|| ` |s´ τi|q; L2 “ const ą 0.
Поскольку x P Cµpr0,T sq, то имеем оценку ||xpsq ´ xpτiq|| ď L3ps ´ τiqµ; L3 “ const ą 0. Из
проведенных рассуждений следует, что найдется столь большое m, при котором для всех
ω ą 0 имеет место оценка: ||A|| ă ε

12
.

Оценим теперь }B}. В каждом интеграле, входящем в B, сделаем замену ωs “ r.
Получим

||B|| “ ||Φptq
mÿ

i“1

Upτiq
„

1

ωτi`1

ż ωτi`1

0

Hpxpτiq, τi,rqdr ´ 1

ωτi

ż ωτi

0

Hpxpτiq,τi,rqdr


||.
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Согласно условиям теоремы равномерно относительно x

´
||x||Cµpr0,T sq ă ε

3

¯

справедливы предельные равенства:

lim
NÑ8

1

N

ż N

0

ϕpxpτiq,τi,rqdr “ 0,

i “ 1,m.
Отсюда следует существование такого ω0 ą 0, что при всех ω ą ω0

|| 1

ωτi

ż ωτi

0

ϕpxpτiq,τi,rqdr|| ă ε

24
, i “ 1,m,

следовательно при ω ą ω0 ||B|| ă ε
12

, а потому }I1} ă ε
3
. Аналогично доказывается, что при

достаточно большом ω0 и ω ą ω0 выполняется оценка }I2} ă ε
3
.

Таким образом, мы доказали, что ||Npx,ωq||Cµpr0,T sq ď ||x|| ` ||I1|| ` ||I2|| ă ε
3

` ε
3

` ε
3

“ ε,
а значит оператор Npx,ωq является непрерывным в точке p0,8q. Итак, лемма доказана, а
потому доказана теорема.
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