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Аннотация. В работе рассматривается краевая задача в полосе для вырождающегося
эллиптического уравнения высокого порядка. Уравнение содержит специальные весовые
производные до порядка 2m и обычные частные производные до порядка 2k ´ 1. Пред-
полагается, что 2m ą 2k ´ 1. На границе t “ 0 ставятся граничные условия общего вида,
а на границе t “ d ставятся однородные условия Дирихле. В работе доказывается теоре-
ма о существовании и единственности решения такой краевой задачи. При определенных
условиях доказано, что это решение принадлежит специальному весовому пространству
типа пространства С. Л. Соболева.

Ключевые слова: теорема о существовании и единственности, вырождающееся эл-
липтическое уравнение, краевая задача, весовые пространства С. Л. Соболева.

ON ONE BOUNDARY VALUE PROBLEM IN A STRIP FOR A
DEGENERATING HIGH-ORDER ELLIPTIC EQUATION

V. V. Pankov, A. D. Baev, A. A. Babaitsev

Abstract. In this paper we consider a boundary value problem in the band for a degenerate
elliptic equation of high order. The equation contains special weight derivatives up to order
and ordinary partial derivatives up to order . It is assumed that . General boundary conditions
are set at the boundary, and homogeneous Dirichlet conditions are set at the boundary. The
paper proves a theorem on the existence and uniqueness of the solution of such a boundary
value problem. Under certain conditions, it is proved that this solution belongs to a special
weight space of the S. L. Sobolev space type.

Keywords: existence and uniqueness theorem, degenerate elliptic equation, boundary
value problem, weight spaces of S. L. Sobolev.

ВВЕДЕНИЕ

Краевые задачи для вырождающихся эллиптических уравнений используются при моде-
лировании вырождающихся процессов, то есть процессов, в которых процессы, происходящие
вблизи границ, существенно отличаются от процессов, происходящих внутри области. Кра-
евые задачи для таких уравнений относятся к “неклассическим” задачам математической
физики. Одна из главных трудностей, возникающих в теории вырождающихся эллиптиче-
ских уравнений, связана с влиянием младших (в смысле теории регулярных эллиптических
операторов) членов уравнения на постановку граничных задач и их коэрцитивную разреши-
мость.

Исследование вырождающихся эллиптических уравнений высокого порядка (при “степен-
ном” характере вырождения) было начато в работах М. И. Вишика и В. В. Грушина [1], [2].
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В работе В. П. Глушко [3] были доказаны априорные оценки краевых задач для уравнений,
вырождающихся на границе в уравнение первого порядка по одной из переменных. В работах
А. Д. Баева [4]–[6] были получены априорные оценки и теоремы о существовании решений
краевых задач для вырождающихся эллиптических уравнений высокого порядка при произ-
вольном сильном характере вырождения. В частности, были исследованы краевые в полосе
задачи для уравнений высокого порядка, вырождающихся на границе области в уравнение
четного порядка. В работах А. Д. Баева и С. С. Бунеева [7]–[8] были исследованы краевые за-
дачи в полосе для эллиптических уравнений высокого порядка, вырождающихся на границе
в уравнение третьего порядка. В работе [10] были получены коэрцитивные априорные оценки
для одного эллиптического уравнения высокого порядка, вырождающегося на границе t “ 0

в уравнение нечетного порядка.
В настоящей работе получены теоремы о существовании и единственности решений крае-

вых задач в полосе для уравнений высокого порядка, вырождающихся на границе в уравнение
нечетного порядка по одной из переменных. Таким образом, работа является естественным
продолжением исследований, начатых в работах [7, 8, 10, 11]. В отличие от работы [11] в
уравнении, которое рассматривается в данной работе, изменен знак перед невырождающей-
ся производной нечетного порядка. Это изменение привело к тому, что на границе t “ 0

приходится ставить на одно условие больше. Формулировка полученных результатов содер-
жится в работе [9].

ОСНОВНЫЕ ОПРЕДЕЛЕНИЯ И РЕЗУЛЬТАТЫ

В полосе Rnd “ tx P Rn´1, 0 ă t ă du, где d ą 0— некоторое число, рассмотрим уравнение

ApDx,Dα,t,Btqvpx,tq “ F px,tq, (1)

где ApDx,Dα,t,Btqv “ L2mpDx,Dα,tqv ´ bp´1qkB2k´1
t v, L2mpDx,Dα,tq “ ř

|τ |`jď2m

aτjD
τ
xD

j
α,t, aτj —

комплексные числа, Im b̄a0,2m “ 0.
Здесь Dα,t “ 1

i

a
αptqBt

a
αptq, Bt “ B

Bt , D
τ
x “ i|τ |Bτ1x1Bτ2x2 . . . B

τn´1

xn´1
.

На границе t “ 0 полосы Rnd задаются условия

BjpDxq v|t“0 “
ÿ

|τ |ďmj

bτjD
τ
xBj´1
t v|t“0 “ Gjpxq, j “ 1,2, . . . ,k ´ 1 (2)

с комплексными коэффициентами bτj .
На границе t “ d полосы Rnd заданы условия вида

v|t“d “ Bt v|t“d “ . . . “ Bm´1
t v|t“d “ 0. (3)

Предположим, что выполнены следующие условия.
Условие 1. При всех pξ,ηq P Rn справедливо неравенство Reb̄L2mpξ,ηq ě cp1`|ξ|2`|η|2qm,

где постоянная c ą 0 не зависит от pξ,ηq.
Условие 2. Для некоторого s ě 2m` max

1ďjďk´1
pmjq функция αptq принадлежит Cs´1r0,ds ,

причем αp0q “ α1p0q “ 0, αptq ą 0 при t ą 0.
Условие 3.

ř
|τ |ďmj

bτjξ
τ ‰ 0, j “ 1,2, . . . ,k при всех ξ P Rn´1.

Введем в рассмотрение пространства, в которых будет исследоваться задача (1.1)–(1.3).
Введем в рассмотрение интегральное преобразование, которое на функциях uptq P C8

0 pR1
`q

записывается в виде Fαruptqspηq “
`8ş
0

uptq exppiη
dş
t

dρ
αpρq q dt?

αptq
. Это преобразование было вве-

дено в работе [4]. В этой работе было замечено, что для преобразования Fα можно по-
строить обратное преобразование F´1

α , которое можно записать в виде F´1
α rwpηqsptq “
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1?
αptq

F´1
ηÑτ rwpηqs

ˇ̌
ˇ̌
τ“ϕptq

, где F´1
ηÑτ — обратное преобразование Фурье. В работе [4] было до-

казано, что для преобразования Fα справедливо равенство, являющееся аналогом равенства
Парсеваля. Это дает возможность рассмотреть это преобразование не только на функциях
из L2pR1

`q, но и на некоторых классах обобщенных функций.
Определение 1. Пространство Hs,α, 2m

2k´1

pRnd q (s ě 0— целое число) состоит из тех функ-

ций vpx,tq P L2pRnd q, для которых конечна норма

}v}s,α,m “ t
r p2k´1qs

2m
sÿ

l“0

›››F´1
ξÑxF

´1
α rp1 ` |ξ|2 ` |η|2q

1

2
ps´ 2m

2k´1
lq
FαFxÑξrBltvpx,tqss

›››
2

L2pRn
d q

u 1

2 ,

где r p2k´1qs
2m

s — целая часть числа p2k´1qs
2m

.

Если s— натуральное число такое, что число p2k´1qs
2m

является целым числом, то эта норма
эквивалентна следующей норме

}v}s,α,q “ t
ÿ

|τ |`j` 2m
2k´1

lďs

›››Dτ
xD

j
α,tBltv

›››
2

L2pRn
d

q
u 1

2 .

Основным результатом работы является следующее утверждение.
Теорема 1. Пусть s ě maxt2m, max

1ďjďk
pmj ` 2mpj´1q

2k´1
q ` m

2k´1
u — целое число, m ě 2k ´

1— целое число и выполнены условия 1–3. Пусть F px,tq P Hs´2m,α, 2m
2k´1

pRnd q, Gj pxq P
H
s´mj´ 2mpj´1q

2k´1
´ m

2k´1

`
Rn´1

˘
, j “ 1,2, . . . ,k. Тогда существует единственное решение v px,tq за-

дачи (1)–(3) принадлежащее пространству Hs,α, 2m
2k´1

pRnd q.
Формулировка теоремы 1 содержится в работе [9].
При доказательстве теоремы существенно используется априорная оценка решений задачи

(1)–(3). Эта оценка доказана в [10]. Сформулируем эту оценку.
Теорема 2. Пусть s ě maxt2m, max

1ďjďk
pmj ` 2mpj´1q

2k´1
q ` m

2k´1
u — целое число, m ě 2k ´ 1—

целое число, и выполнены условия 1–3. Тогда для любого решения vpx,tq задачи (1)–(3),
принадлежащего пространству Hs,α, 2m

2k´1

pRnd q справедлива априорная оценка

}v}s,α, 2m
2k´1

ď cp}Av}s´2m,α, 2m
2k´1

`
kÿ

j“1

}Bj v|t“0}
s´mj´ 2mpj´1q

2k´1
´ m

2k´1

q,

где постоянная c ą 0 не зависит от v.
Здесь }¨}s — норма в пространстве Соболева–Слободецкого HspRn´1q.

СХЕМА ДОКАЗАТЕЛЬСТВА ТЕОРЕМЫ 1

Применим к обеим частям уравнения (1) и условий (2)–(3) преобразование Фурье FxÑξ.
Получим следующую задачу, зависящую от параметра ξ P Rn´1:

A pξ,Dα,t,Btq u pξ,tq “ L2m pξ,Dα,tq u pξ,tq ´ bp´1qkB2k´1
t u pξ,tq “ f pξ,tq , (1.1)

Bjpξq u|t“0 “
ÿ

|τ |ďmj

bτjξ
τBj´1
t u|t“0 “ gjpξq, j “ 1,2, . . . ,k, (1.2)

u pξ,tq |t“d “ Btu pξ,tq |t“d “ . . . “ Bm´1
t u pξ,tq |t“d “ 0. (1.3)

Здесь u pξ,tq “ FxÑξ rν px,tqs, f pξ,tq “ FxÑξ rF px,tqs, g pξq “ FxÑξ rG pxqs.
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Аналогично определенным выше пространствам введем пространства Hs,α, 2m
2k´1

p0; dq.
Определение 2. Будем говорить, что функция u ptq принадлежит пространству

rHs,α, 2m
2k´1

p0; dq (s ě 0— целое число), если конечна следующая норма, зависящая от пара-

метра ξ P Rn´1:

}u}s,α, 2m
2k´1

,|ξ| “

$
’&
’%

ÿ

k` 2m
2k´1

jďs

››››F
´1
α

„´
1 ` |ξ|2 ` η2

¯ 1

2
k

Fα

”
Bjtu

ı››››
2

L2p0;dq

,
/.
/-

1

2

. (1.4)

Утверждение теоремы 1 вытекает из следующей теоремы.
Теорема 1.1. Пусть s ě maxt2m, max

1ďjďk
pmj ` 2mpj´1q

2k´1
q ` m

2k´1
u — целое число, m ě 2k´1—

целое число. Пусть f pξ,tq P Hs´2m,α, 2m
2k´1

p0; dq и выполнены условия 1–3. Тогда при всех

ξ P Rn´1 существует единственное решение задачи (1.1)–(1.3), принадлежащее пространству
Hs,α, 2m

2k´1

p0; dq.
Чтобы доказать теорему 1.1 для начала сведём задачу (1.1)–(1.3) к нелокальной задаче

для системы обыкновенных дифференциальных уравнений с параметром.

Рассмотрим функцию γptq “ pα ptqq
2m

2m´2k`1 , тогда

D
p
α,tu “

ˆ
1

i

˙p pÿ

j“0

ψpj ptq γ
p2k´1qp2m´jq

2m ptq γj´2k`1 ptq Bjtu, (1.5)

где функции ψpj ptq , p0 ď j ď pq вычисляются из рекуррентных соотношений
$
’’&
’’%

ψp`1,p`1 ptq “ ψp,p ptq , ψ0,0 ptq “ 1,

ψj`1,0 ptq “ α ptq Btψj,0 ptq ` 1
2
α1 ptqψj,0 ptq ,

ψj`1,χ ptq “ α ptq Btψj,χ ptq ` ψj,χ´1 ptq `
`
χ` 1

2

˘
α1 ptqψj,χ ptq , p1 ď χ ď j ´ 1q ,

ψj`1,j ptq “ ψj,j´1 ptq `
`
j ` 1

2

˘
α1 ptq .

(1.6)

Воспользовавшись формулой (1.5), уравнение (1.1) можно представить в виде

2mÿ

p“2k

b2m´p pξ,tq γp´2k`1Bpt u `
2k´1ÿ

p“0

b2m´p pξ,tq Bpt u “ f pξ,tq, (1.7)

где b0 pξ,tq ” 1, а функции b2m´p pξ,tq , p “ 0,1, . . . ,2m ´ 1 вычисляются по следующим соот-
ношениям

b2m´p pξ,tq “
2mÿ

j“p

ÿ

|τ |ď2m´j

p´1q
2m´j
2m

aτj

a02m
ξτψj,p ptq γ

p2m´pqp2k´1q
2m ptq, (1.8)

где 2k ď k ď 2m ´ 1,

b2m´2k`1 pξ,tq “
2mÿ

j“3

ÿ

|τ |ď2m´j

p´1q
2m´j
2m

aτj

a02m
ξτψj,3 ptq γ

p2k´1qp2m´2k`1q
2m ptq ` p´1qm b

a02m
, (1.9)

b2m´p pξ,tq “
2mÿ

j“p

ÿ

|τ |ď2m´j

p´1q
2m´j
2m

aτj

a02m
ξτψj,p ptq γ

jp2m´2k`1q
2m ptq, (1.10)

где p “ 1,2, . . . ,2k ´ 2;

b2m pξ,tq “
2mÿ

j“0

ÿ

|τ |ď2m´j

p´1q
2m´j
2m

aτj

a02m
ξτψj,0 ptq. (1.11)
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Обозначим "
w2m´p pξ,tq “ Bpt u pξ,tq , p “ 0, 1, . . . ,2k ´ 1

w2m´p pξ,tq “ γp´2k`1 ptq Bpt u pξ,tq , p “ 2k, . . . ,2m.
(1.12)

Исходя из этого, верны следующие соотношения

γ ptq Btw2m´p pξ,tq ´ w2m´pp`1q pξ,tq ´ pp´ 2k ` 1q γ1 ptqw2m´p pξ,tq “ 0, (1.13)

где k “ 2k, . . . ,2m´ 2;
$
&
%

γ ptq Btw1 pξ,tq “ p2m ´ 2kq γ1 ptqw1 pξ,tq ` B2mt u pξ,tq ,
γ ptq Btw2m´2k`1 pξ,tq ´ w2m´2k pξ,tq “ 0,

Btw2m´p pξ,tq ´ w2m´p´1 pξ,tq “ 0, p “ 0, 1, . . . ,2k ´ 2

(1.14)

С использованием этих формул уравнение (1.7) можно представить в виде
"
γ ptq du1

dt
`B11 pξ,tq u1 `B12 pξ,tqu2 “ f pξ,tq ,

du2
dt

`B22u2 `B12u1 “ 0,
(1.15)

где u1 “ pw1 pξ,tq ,w2 pξ,tq , . . . ,w2m´2k`1 pξ,tqqT ; u2 “ pw2m´2k`2, . . . ,w2mqT , символ T обо-
значает транспонирование. f pξ,tq “ f pξ,tq e1, e1 “ tδ1ju2m´2k`1

j“1
, δij - символ Кронекера

(

"
δii “ 0

δij “ 0,i ‰ j
q.

B11 pξ,tq “ tciju2m´2k`1
i,j“1

— матрица размерности p2m ´ 2k ` 1q ˆ p2m´ 2k ` 1q вида

B11 pξ,tq “
¨
˚̊
˚̊
˝

b1pξ,tq´p2m´2kq γ1 ptq b2 pξ,tq b3 pξ,tq . . . b2m´2k`1 pξ,tq
´1 ´ p2m´2k´1q γ1 ptq 0 . . . 0

0 ´1 ´ p2m ´ 2k ´ 2q γ1 ptq . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . .

0 0 0 ´1 0

˛
‹‹‹‹‚

(1.16)

B12 pξ,tq — матрица размера p2m´ 2k ` 1q ˆ p2k ´ 1q вида

B12 pξ,tq “

¨
˚̊
˚̊
˝

b2m´2k`2pξ,tq ´ p2m ´ 2kqγ1ptq b2m´2k`3pξ,tq . . . b2mpξ,tq
0 0 . . . 0

.

.

.

.

.

.

.

.

0 0 0 0

˛
‹‹‹‹‚

(1.17)

B21 pξ,tq — матрица размера p2k ´ 1q ˆ p2m´ 2k ` 1q вида

B21 pξ,tq “

¨
˚̊
˚̋

0 0 . . . ´1

0 0 . . . 0
...

...
...

0 0 . . . 0

˛
‹‹‹‚ (1.18)

B22 pξ,tq — матрица размера p2k ´ 1q ˆ p2k ´ 1q вида

B22 pξ,tq “

¨
˚̊
˚̊
˝

0 0 0 . . . 0 0

´1 0 0 . . . 0 0

0 ´1 0 . . . 0 0

. . . . . . . .

0 0 0 . . . ´1 0

˛
‹‹‹‹‚

(1.19)
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Вместе с системой (1.15) рассмотрим следующую систему уравнений
"
γ ptq du1

dt
` pB11 pξ,0q ` γ1 ptq Iqu1 `B0

12 pξ,0q u2 “ f pξ,tq ,
du2
dt

`B22u2 `B21u1 “ 0.
(1.20)

Отличие матрицы B0
12 pξ,0q от матрицы B12 pξ,0q заключается в том, что элемент b2m pξ,0q

заменяется на элемент b02m pξ,0q, где b02m pξ,0q - главная часть многочлена b2m pξ,0q.
Из [18] известно, что нахождение “гладких” вплоть до t “ 0 решений системы (1.20) зависит

от расположения спектра матрицы B11 pξ,0q. Исходя из условий, накладываемых на функцию
αptq и используя определение функции γptq получаем, что γ p0q “ γ1 p0q “ 0. Учитывая это и
(1.8)–(1.11) получаем

b2m´p pξ,0q “ 0, p “ 1,2, . . . ,2m ´ 1, p ‰ 2k ´ 1; b2m´2k`1 pξ,0q “ p´1qk´1 b

a0 2m
.

Теперь займемся нахождением собственных чисел матрицы B11 pξ,0q. Из ее вида получаем,
что det pB11 pξ,0q ´ λIq “ p´λq2m´2k`1 ` b2m´2k`1 pξ,0q “ 0. Отсюда λ2m´2k`1 “ p´1qk´1 b

a0 2m
.

Условие 1 дает, что Im b
a02m

“ 0,Re b
a02m

ą 0. Следовательно у матрицы B11 pξ,tq собственные
числа различны и среди них не имеется собственных чисел, которые лежат на мнимой оси.
Заметим, что в левой полуплоскости лежат pm´ k ` 1q собственных числа и в правой по-
луплоскости лежат pm´ kq собственных чисел. То есть инвариантное пространство E´ pE`q
оператора B11 pξ,0q, который соответствует собственным числам λp, что лежат в левой (пра-
вой) полуплоскости имеет размерность равную m´k`1 pm´ kq . Через P´ pP`q обозначим
проекторы на E´ pE`q. Также обозначим через Pp pp “ 1,2, . . . ,2mq операторы, которые дей-
ствуют по формулам

Ppu1 “ wp, p “ 1,2,..,2m ´ 2k ` 1;

Ppu2 “ wp, p “ 2m ´ 2k ` 2, 2m´ 2k ` 3, . . . ,2m.
(1.21)

Проектируя первое уравнение системы (1.20) на E´ и E`, получим

γ ptq du
´
1

dt
`

`
B11 pξ,0q ` γ1 ptq I

˘
u´
1 “

`
f pξ,tq ´ b02m pξ,0q u

˘
P´e1, (1.22)

γ ptq du
`
1

dt
`

`
B11 pξ,0q ` γ1 ptq I

˘
u`
1 “

`
f pξ,tq ´ b02m pξ,0q u

˘
P`e1, (1.23)

где u pξ,tq “ w2m pξ,tq , u´
1 “ P´u1, u

`
1 “ P1u1.

Рассмотрим однородное уравнение

γ ptq du
´
1

dt
`

`
B11 pξ,0q ` γ1 ptq I

˘
u´
1 “ 0. (1.24)

Пространство решений уравнения (1.24), рассматриваемого как уравнение в E´ Ă
C2m´2k`1, имеет размерность pm´ k ´ 1q (это следует из работы [18]).

Краевые условия (1.3) можно переписать в виде

P2mu2|t“d “ P2m´1u2|t“d “ . . . “ P2m´2k`2u2|t“d “ 0, (1.25)

P2m´2k`1u1|t“d “ P2m´2ku1|t“d “ . . . “ Pm`1u1|t“d “ 0. (1.26)

Далее рассмотрим краевые условия (1.2). С использованием обозначения (1.12) и равенства
(1.25) перепишем условие (1.2) в виде

ÿ

|τ |ďmj

bτ,jξ
τ p´1q2k´j

ż t

0

ż d

τ2k´j`1

¨ ¨ ¨
ż d

τ1

w2m´2k`1 pξ,τ0q dτ0dτ1 . . .dτ2k´j`1

ˇ̌
ˇ̌
ˇ
t“d

“ gj pξq, (1.27)
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j “ 1,2, . . . ,k.
Исходя из этого заключаем, что условия (1.2)–(1.3) при t “ d можно переписать в виде

(1.26), (1.27).
То есть, для системы (1.15) получим задачу Коши (1.26), (1.27). Тем самым краевая задача

(1.1)–(1.3) сведена к задаче (1.26), (1.27).
Перед тем как доказывать существование и единственность решения данной задачи, до-

кажем существование и единственность решения задачи (1.20), (1.26), (1.27). Обратив опера-
торы в левой части (1.22) и (1.23), получаем

#
u´
1 pξ,tq “ U´

1 pt,dq q´ ´
şd
t
U´
1 pt,sqP´e1

`
f psq ´ b02m pξ,0qu psq

˘
ds
γpsq ,

u`
1 pξ,tq “

şt
0
U`
1 pt,sqP`e1

`
f psq ´ b02m pξ,0qu psq

˘
ds
γpsq ,

(1.28)

Здесь U˘
1 pt,sq “ γpsq

γptq exp
´
P˘B11 pξ,0q

şs
t

dρ
γpρq

¯
, q´ — произвольный вектор из E´. u1pξ, tq “

u´
1 pξ, tq ` u`

1 pξ, tq. Следовательно, из (1.28) получаем равенство

u1 pξ,tq “ U´
1 pt,dq q´ ´

ż d

0

Φ pt,τq f pτq dτ ` b02m pξ,0q
ż d

0

Φ pt,τq u pτq dτ, (1.29)

где

Φ pt,τq “
#

´U`
1 pt,τqP`e1

1
γpτq при 0 ă τ ă t

U´
1 pt,τ qP´e1

1
γpτq при t ă τ ă d.

(1.30)

Учитывая, что u pξ,tq |t“d “ Btu pξ,tq |t“d “ . . . “ B2k´2
t u pξ,tq |t“d “ 0, получим

u pξ,tq “ p´1q
ż d

t

ż d

τ2k´2

. . .

ż d

τ1

B2k´1
t pξ,τ0q dτ0dτ1 . . . dτ2k´2 “

“ ´
ż d

t

ż d

τ2k´2

. . .

ż d

τ1

w2m´2k`1 pξ,τ0q dτ0dτ1 . . . dτ2k´2. (1.31)

Применяя (1.31) в (1.29), получим равенство

u1 pξ,tq “ U´
1 pt,dq q´ ´

ż d

0

Φ pt,τq f pτq dτ ´ b02m pξ,0q ¨

¨
ż d

0

Φ pt,τq
ż d

τ

ż d

τ2k´2

. . .

ż d

τ1

w2m´2k`1 pξ,τ0q dτ0dτ1 . . . dτ2k´2dτ. (1.32)

Кроме этого функция u1pξ,tq удовлетворяет условиям (1.26), (1.27). Из (1.32) получим равен-
ства

Pνu1 “ wν “ PνU
´
1 pt,dq q´ ´

ż d

0

PνΦ pt,τq f pτq dτ´

´ b02m pξ,0q
ż d

0

PνΦ pt,τq
ż d

τ

ż d

τ2k´2

. . .

ż d

τ1

w2m´2k`1 pξ,τ0q dτ0dτ1 . . . dτ2k´2dτ. (1.33)

Подставляя в (1.33) t “ d, получим

wν |t“d “ PνU
´
1 pd,dq q´ ´

ż d

0

PνΦ pd,τ q f pτq dτ´

´ b02m pξ,0q
ż d

0

PνΦ pd,τq
ż d

τ

ż d

τ2k´2

. . .

ż d

τ1

w2m´2k`1 pξ,τ0q dτ0dτ1 . . . dτ2k´2dτ.

ВЕСТНИК ВГУ. СЕРИЯ: ФИЗИКА. МАТЕМАТИКА. 2019. № 4 79



В. В. Панков, А. Д. Баев, А. А. Бабайцев

Заметим, что U1 pd,dq “ 1 и wν |t“d “ 0 при m ` 1 ď ν ď 2m ´ 2k ` 1. Отсюда, при m ` 1 ď
ν ď 2m´ 2k ` 1, получим равенства

Pνq
´ “ dν ` b02m pξ,0qMνw2m´2k`1, ν “ m` 1,m ` 2, . . . ,2m ´ 2k ` 1, (1.34)

где

dν “
ż d

0

PνΦ pd,τ q f pτq dτ , (1.35)

Mνw2m´3 “ ´
ż d

0

PνΦ pd,τ q
ż d

τ

ż d

τ2k´2

. . .

ż d

τ1

w2m´2k`1 pξ,τ0q dτ0dτ1 . . . dτ2k´2dτ. (1.36)

Теперь рассмотрим условия (1.27). Их можно записать в виде

p´1q2k´jθj pξq
ż t

0

ż d

τ2k´j´1

. . .

ż d

τ1

w2m´2k`1 pξ,τ0q dτ0dτ1 . . . dτ2k´j´1|t“d “ gj pξq , (1.37)

где θj pξq “ ´ ř
|τ |ďmj

bτ,jξ
τ , j “ 1,2, . . . ,k.

Подставляя функцию w2m´2k`1, заданную равенством (1.33) при ν “ 2m´2k`1, в равен-
ства (1.37), получаем равенства

p´1q2k´jθj pξq
ż d

0

ż d

s2k´j´1

. . .

ż d

s1

P2m´2k`1U
´
1 ps0,dq q´ds0ds1 . . . ds2k´j´1 “

“ dm`1´j ` b02m pξ,0qMm`1´jw2m´2k`1, (1.38)

где j “ 1,2, . . . ,k,

dm`1´j “ gj pξq `

` p´1q2k´jθj pξq
ż d

0

ż d

s2k´j´1

. . .

ż d

s1

ż d

0

P2m´2k`1Φ ps0,τq f pτqds0ds1 . . . .ds2k´j´1dτ. (1.39)

Mm`1´jw2m´2k`1 “ p´1q2k´jθj pξq
ż d

0

ż d

s2k´j´1

. . .

ż d

s1

„ż d

0

P2m´2k`1Φ ps0,τ q ¨

¨
ż d

τ

ż d

τ2k´2

. . .

ż d

τ1

w2m´2k`1 pξ,τ0q dτ0dτ1 . . . dτ2k´2dτ

ff
ds0dτ1 . . . dτ2k´j´1. (1.40)

Уравнения (1.34), ν “ m`1,m`2, . . . ,2m´2k`1, и уравнения (1.38), j “ 1,2, . . . ,k образуют
систему pm´ k ` 1q уравнений для вычисления вектора q´. Покажем, что эта система будет
иметь единственное решение, если d ą 0 достаточно малы.

Пусть r̄1, r̄2, . . . ,r̄m´k`1 — собственные векторы матрицы B11 pξ,0q, соответствующие соб-
ственным числам, лежащим в левой полуплоскости. Векторы r1, . . . ,rm´k`1 образуют базис
в E´ и q´ P E´, следовательно, существуют числа µp, p “ 1, 2,.., m´ k ` 1 такие, что

q´ “ µ1r1 ` µ2r2 ` . . . ` µm´k`1rm´k`1. (1.41)

Пользуясь условием B11 pξ,0q rp “ λprp и принимая во внимание вид матрицы B11 pξ,0q,
получим

rp,l “ p´λpq2m´2k`1´l rp,2m´2k`1, p “ 1,2, . . . ,2m ´ 2k ` 1. (1.42)

Через rp,l обозначена — l–ая координата вектора rp.
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Из соотношения (1.42) вытекает, что rp ‰ 0̄, значит rp,2m´2k`1 ‰ 0. Из (1.41) и (1.42)
вытекает соотношение

Pνq
´ “

m´k`1ÿ

p“1

µpPνrp “
m´k`1ÿ

p“1

µprpν “

“ dν ` b02m pξ,0qMνw2m´2k`1, ν “ m` 1,m ` 2, . . . ,2m ´ 2k ` 1.

Используя в этих равенствах равенство (1.42), получим

m´k`1ÿ

p“1

µprp,2m´2k`1 pλpq2m´2k`1´ν “ p´1q2m´2k`1´ν `
dν ` b02m pξ,0qMνw2m´2k`1

˘
, (1.43)

где ν “ m` 1,m` 2, . . . ,2m ´ 2k ` 1.
Теперь рассмотрим условия (1.38). Так как rp — собственный вектор матрицы B11 pξ,0q,

который отвечает собственному значению λp, то

U´
1 pτ,dq rp “ γ pdq

γ pτq exp
ˆ
λp

ż d

τ

dρ

γpρq

˙
rp.

Из этого равенства и (1.38) вытекает равенство

m´k`1ÿ

p“1

µpp´1q2k´jθj pξq
ż d

0

ż d

s2k´j´1

. . .

ż d

s1

P2m´2k`1

γ pdq
γ ps0qˆ

ˆ exp

ˆ
λp

ż d

s0

dρ

γpρq

˙
rp,2m´2k`1ds0ds1 . . . ds2k´j´1 “

“ dm`1´j ` b02m pξ,0qMm`1´jw2m´2k`1. (1.44)

Здесь j “ 1,2, . . . ,k.
Заметим, что

ż d

τ1

1

γ pτ0q exp
ˆ
λp

ż d

τ0

dρ

γ pρq

˙
dτ0 “ ´ 1

λp

ˆ
1 ´ exp

ˆ
λp

ż d

τ1

dρ

γpρq

˙˙
. (1.45)

Используя (1.45), получим из (1.44) равенства

´
m´k`1ÿ

p“1

θjpξqγpdqµprp,2m´2k`1p´1ql`jr d
l

l!λ
j
p

` dl`1

pl ` 1q!λj´1
p

`

` . . . ` dl`j´1

pl ` j ´ 1q!λp
` opdN qs “ dm`1´j ` b02mpξ,0qMm`1´jw2m´2k`1, (1.46)

j “ 1,2,..,k, N ą 0— любое число.
Таким образом, для нахождения чисел pµprp,2m´2k`1q получаем систему уравнений (1.43)

при ν “ m`1, . . . , 2m´2k`1 и (1.46) при j “ 1,2, . . . ,k. (то есть всего pm´k`1q уравнений).
Определитель этой системы имеет вид

D “
kź

j“1

p´1qk`j`1θjpξqγ
kpdq

pl!qk d
k2rD1 ` opdN qs, N ą 0, (1.47)

ВЕСТНИК ВГУ. СЕРИЯ: ФИЗИКА. МАТЕМАТИКА. 2019. № 4 81



В. В. Панков, А. Д. Баев, А. А. Бабайцев

где D1 определитель матрицы размера pm ´ k ` 1q ˆ pm ´ k ` 1q, элементы которой имеют
вид

βjp “ λj´k´1
p , j “ 1,2, . . . ,m´ k ` 1, p “ 1,2, . . . ,m´ k ` 1. (1.48)

Так как собственные числа λp, p “ 1, . . . ,m´ k ` 1 различны, то D1 — определитель Врон-
ского и, очевидно, отличен от нуля.

Таким образом, при достаточно малом d ą 0 получим, что D ‰ 0 при выполнении условия
3. Следовательно, система (1.43), (1.46) (ν “ m ` 1, . . . ,2m ´ 2k ` 1, j “ 1, 2, . . . , kq имеет
единственное решение при любых правых частях. Решение этой системы можно записать в
виде

µp “
2m´2k`1ÿ

ν“m´k`1

βp,νpdν ` b02mpξ,0qMνw2m´2k`1q 1

rp,2m´2k`1

; p “ 1,2, . . . ,m ´ k ` 1. (1.49)

Используя (1.49) и (1.41) в (1.33) при ν “ 2m´ 2k ` 1, получим

w2m´2k`1pξ,tq “ rF pξ,tq ` b02mpξ,0qĂMw2m´2k`1pξ,tq, (1.50)

где

rF pξ,tq “
2m´2lÿ

ν“m´l`1

m´lÿ

p“1

βp,ν
γpdq
γptq exppλp

ż d

t

dρ

γpρq q´
ż d

0

P2m´2lΦpt,τqfpτqdτ, (1.51)

ĂMw2m´2k`1 “
m´kÿ

p“1

2m´2k`1ÿ

ν“m´k`1

βp,νMνw2m´2k`1

γpdq
γptq exppλp

ż d

t

dρ

γpρq q`

`
ż d

0

P2m´2k`1Φpt,τq
ż d

τ

ż d

τ2k´2

. . .

ż d

τ1

w2m´2k`1pξ,τ0qdτ0dτ1 . . . dτ2k´2dτ. (1.52)

Заметим, что при достаточно малых d ą 0 справедливы неравенства
$
&
%

max
1ďjďm´l

Reλj ` max
0ďtďd

|γ1ptq| ď δ´ ă 0

min
m´l`1ďjď2m´2l

Reλj ´ max
0ďtďd

|γ1ptq| ě δ` ą 0.
(1.53)

В этом случае доказательство разрешимости уравнения (1.50) основано на следующих
оценках ››››

ż d

0

P2m´2lΦpt,τqfpτqdτ
››››
L2p0,dq

ď pm´ lq
ˆ

1

δ´
` 1

δ`

˙
}f}L2p0,dq , (1.54)

m´lÿ

p“1

››››
1

γptq exppλp
ż d

t

dρ

γpρq q
››››
L2p0,dq

ď pm´ lq
ˆ

1

δ´

˙ 1

2

, (1.55)

2m´2lÿ

j“m´l`1

››››
1

γptq expp´λp
ż d

t

dρ

γpρq q
››››
L2p0,dq

ď pm´ lq
ˆ

1

δ`

˙ 1

2

, (1.56)

sup
0ăt1ăd

››››
ż t

0

PνΦpt1,tqdτ
››››
L2p0,dq

ď 3pm ´ lq
ˆ

1

δ`
` 1

δ´

˙ ?
d. (1.57)

Эти оценки выводятся непосредственно из (1.30) и (1.53). Из (1.54)–(1.57) получим, что
функция rF px,tq, определённая в (1.51), принадлежит пространству L2p0; dq, а оператор ĂM ,
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определённый в (1.52), является ограниченным оператором в L2p0,dq. Выберем теперь δ ą 0

настолько малым, чтобы при всех |ξ| ď δ выполнялось условие

ˇ̌
b02mpξ,0q

ˇ̌ ›››ĂM
›››
L2ÑL2

ď 1

2
.

Тогда уравнение (1.50) однозначно разрешимо в L2p0,dq и

w2m´2k`1 “ pI ´ b02mpξ,0qĂM q´1 rF. (1.58)

Причём,

}w2m´2k`1}L2p0;dq ď 2
››› rF

›››
L2p0;dq

. (1.59)

Подставляя решение (1.58) в (1.33), получим решение системы (1.20). Это решение удо-
влетворяет условиям (1.25), (1.26), (1.27), а, значит, выполнены условия (1.2), (3.3).

Из равенства (1.33) и неравенства (1.59) получим, что все координаты векторных функций
u1 и u2 принадлежат по переменной t пространству L2p0; dq при всех ξ P Rn´1, |ξ| ď δ.

Таким образом, эти векторные функции являются решением системы (1.20) и удовлетво-
ряют условиям (1.25), (1.26), (1.27).

Из (1.12)–(1.14) следует, что u pξ,tq будет удовлетворять уравнению

i´2mα2m ptq B2mt u´ p´1qkb
a0 2m

B2k´1
t u`

ÿ

|τ |“2m

aτ,0

a0 2m
ξτu “ f. (1.60)

Заметим, что
i´2mα2m ptq B2mt u “ D2m

α,tu`R2mu, (1.61)

где R2mu “
2m´1ř
j“0

z2m,j ptqDj
α,tu, а z2m,j ptq — ограниченные и непрерывные функции на отрезке

r0; ds.
Тогда, из (1.60) и (1.61) заключаем, что функция u pξ,tq будет удовлетворять уравнению

a0 2mD
2m
α,tu´ p´1qkbB2k´1

t u `
ÿ

|τ |“2m

aτ,0ξ
τu`R2mu “ f pξ,tq. (1.62)

Можно показать (см. [3]), что функция u pξ,tq принадлежит пространству rH2m,α, 2m
2k´1

p0; dq
по переменной t.

Введем обозначение rA “ a0 2mD
2m
α,t ` ř

|τ |“2m

aτ,0ξ
τ ´ p´1qkbB2k´1

t ` a0 2mR2m. Рассмотрим

оператор Aµ “ µA` p1 ´ µq rA, где A “ L2m pξ,Dα,tq ´ p´1qkbB2k´1
t . Можно показать справед-

ливость априорной оценки, аналогичной оценке из теоремы 2 для оператора Aµ при |ξ| ď δ

с константой, не зависящей от µ P r0,1s. Исходя из предыдущих выкладок, можем сделать
вывод, что уравнение (1.62) имеет единственное решение, удовлетворяющее условиям (1.2),
(1.3). Пользуясь этим, при помощи метода продолжения по параметру µ и используя априор-
ную оценку, получаем, что уравнение A pξ,Dα,t,Btqu “ f будет иметь единственное решение,
которое удовлетворяет условию (1.2) и (1.3) при |ξ| ď δ.

Рассмотрим оператор A

ˆ
λ

¨
ξ ,Dα,t,Bt

˙
, где |

.

ξ | “ δ. Используем априорную оценку из тео-

ремы 2, при помощи метода продолжения по параметру λ ą 0 из ранее установленной раз-

решимости задачи (1.2)–(1.3) для уравнения A
´
λ
.

ξ ,Dα,t,Bt
¯
u “ f при λ “ 1, получаем, что
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данная задача имеет единственное решение для любых λ ą 0. Теперь положим λ “ |ξ|
δ

, в ре-
зультате получим, что задача (1.2)–(1.3) для уравнения A pξ,Dα,t,Btqu “ f будет иметь един-
ственное решение для любых ξ P Rn´1. Значит, установлены существование и единственность
решения задачи (1.1)–(1.3) при дополнительных условиях (1.53). В случае невыполнения хо-

тя бы одного этого условия, будем рассматривать оператор
^
A “ L2m pξ,Dα,tq ´ p´1qkpbB2k´1

t .

Здесь Repba0 2m ą 0, Impba0 2m “ 0. Тогда оператор
^
A будет удовлетворять тем же услови-

ям, что и оператор A. Выбираем Repb ą 0 настолько большим, чтобы условия (1.53) были

выполнены. Выше было показано, что задача (1.2)–(1.3) для уравнения
^
Au “ f имеет един-

ственное решение в rH2m,α, 2m
2k´1

p0; dq. Заметим, что можно показать справедливость априор-

ной оценки, аналогичной оценке теоремы 2, которая будет выполняться и для оператора
pAµ “ L2m pξ,Dα,tq ´

´
bµ` p1 ´ µqpb

¯
p´1qkB2k´1

t , при этом постоянная в этой оценке не зави-

сит от µ P r0; 1s. Это дает возможность опять применять метод продолжения по параметру
µ P r0; 1s и получить существование и единственность решения этой задачи при µ “ 1 из
существования и единственности задачи (1.2)–(1.3) для уравнения pAµu “ f при µ “ 0. Ис-
ходя из того, что pA1 “ A, получим, что существование и единственность решения задачи
(1.1)–(1.3) доказана в rH2m,α, 2m

2k´1

p0; dq, откуда и следует существование и единственность ре-

шения задачи (1)–(3) в H2m,α, 2m
2k´1

pRnd q. При доказательстве существования и единственности

решения задачи (1)–(3) в пространстве Hs,α, 2m
2k´1

pRnd q при s ą 2m, необходимо использовать

известный метод повышения гладкости (см. [3]).
При достаточно малых d ą 0 разрешимость показана. При t ě d уравнение не будет яв-

ляться вырождающимся, а, это означает, что решение задачи (1)–(3) существует при t P rd; d1s
(см. [11]). Тогда при помощи “склеивания” (см. [11]), получим существование и единственность
решения задачи (1)–(3) при t P r0; d1s для любого d1 ą 0. Теорема 1 доказана.
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