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Аннотация. В статье рассматриваются феноменологические уравнения фильтрации
в пористой среде с проточными и застойными зонами. Данная модель была предложена
В. С. Голубевым и предлагается аналогичная модель, которая более точно описывает про-
цесс фильтрации, точность достигается за счет явного, то есть не осредненного вхождения
плотности. Далее рассматриваются задачи без начальных условий для модели фильтра-
ции и для уточненной модели фильтрации. Для уточненной модели задача сводится к
нестационарной задаче без начальных условий в случае периодического граничного усло-
вия. Для неё получено точное решение, которое позволяет проанализировать поведение
фильтрационных волн в пористой среде и построить алгоритмы для ЭВМ, моделиру-
ющие данные процессы с меньшей погрешностью. В заключение приводятся несколько
нетривиальных примеров.

Ключевые слова: феноменологические уравнения фильтрации, задачи без началь-
ных условий, пористые среды.

REFINED PHENOMENOLOGICAL FILTRATION EQUATIONS
IN A POROUS MEDIUM WITH STAGNANT AND FLOW

ZONES
A. V. Kostin, M. V. Mukovnin

Abstract. The article deals with the phenomenological filtration equations in a porous
medium with flow and stagnant zones. This model has been proposed. V. S. Golubev and
proposed a similar model which with more precision describes the filtering process, the accuracy
is achieved due to the explicit, that is, not averaged occurrences of density. Next, we consider
problems without initial conditions for the filtration model and for the refined filtration model.
For a refined model task reduces to a nonstationary problem without initial conditions in the
case of a periodic boundary condition. For her, the exact solution of the task, which allows to
analyze the behavior of filtration waves in a porous medium and build algorithms for computer
simulating these processes with less error. In conclusion, there are several non-trivial examples.

Keywords: phenomenological equations of filtration, tasks without initial conditions,
porous media.

В работе [1] В. С. Голубевым предложены феноменологические уравнения фильтрации в
пористой среде, учитывающие наличие проточных и застойных зон, далее модель фильтрации

a
B2P1pt,xq

Bx2 “ p1 ´ νqBP2pt,xq
Bt ` ν

BP1pt,xq
Bt 0 ă x ă 8,0 ă t ă 8, p0.1q

BP2pt,xq
Bt “ γrP1pt,xq ´ P2pt,xqs, p0.2q
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где ν — доля объема проточных зон, P1pt,xq и P2pt,xq — давление в проточных и застойных
зонах соответственно, γ — константа массобмена между проточными и застойными зонами,
a “ kEχ

µχ
, µ— вязкость жидкости, k— проницаемость среды, χ— пористость, отнесенная к

объему проточных зон, Eχ — модуль сжимаемости жидкости.
Для системы (0.1)–(0.2) в работах [2], [3] Ю.И. Бабенко рассматривает задачу о нахожде-

нии градиента давления у границы области BP1

Bx

ˇ̌
x“0

при граничных условиях

P1pt,xq|x“0 “ ϕptq, P1pt,xq|x“8 “ P2pt,xq|x“8 “ 0 p0.3q

и начальным условием
P1p0,xq “ 0. p0.4q

В работе [5] указывается решение системы (0.1)–(0.2) при t P p´8,8q без начального
условия (0.4) с периодической функцией ϕptq

P1pt,0q “ ϕptq. p0.5q

Так, например, если ϕptq “ A cos ωt, то решение задачи (0.1)–(0.2)–(0.3)–(0.5) имеет вид

P1pt,xq “ exp

˜
´

c
α` ρ

2
x

¸
cos

˜
ωt´

c
ρ´ α

2
x

¸
, p0.6q

P2pt,xq “ γ

ż t

´8
eγps´tqP1ps,xqds, p0.7q

α “ ω2p1 ´ νqγ
γ2 ` ω2

, ρ “ ω

a

d
γ2 ` ω2ν2

γ2 ` ω2
. p0.8q

В настоящем сообщении вместо уравнения (0.1) приводится уравнение точнее описываю-
щее изучаемый процесс движения жидкости, далее улучшенная модель фильтрации.

Указывается связь решения уточненной задачи с соответствующими решениями для си-
стемы (0.1)–(0.2).

1. ПОСТРОЕНИЕ ФЕНОМЕНОЛОГИЧЕСКИХ
УРАВНЕНИЙ ФИЛЬТРАЦИИ

В [1], при исследовании движения жидкости в пористой среде с застойными зонами ана-
лизируется уравнение

p1 ´ νqBρ2
Bt ` ν

Bρ1
Bt ` ν

Bpuρ1q
Bx “ 0, p1.1q

где 0 ď ν ď 1— доля объема проточных зон ρ1pt,xq, ρ2pt,xq — плотности жидкостей в проточ-
ных и застойных зонах, upt,xq — скорость течения жидкости в проточной зоне, t— время.

Для скорости массобмена между проточными и застойными зонами устанавливается связь

Bρ2
Bt “ γpρ1 ´ ρ2q. p1.2q

Скорость upt,xq в пористой среде связана с истинной скоростью u0 равенством upt,xq “
χ0

chi
u0pt,xq. Здесь χ0 и χ— пористость, отнесенная ко всему свободному объему и к объему

проточных зон соответственно.
Соотношение

upt,xq “ ´ k

µνχ0

¨ BP1pt,xq
Bx , p1.3q
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где µ— вязкость жидкости, связывает давление и скорость жидкости по закону Дарси. При
этом предполагается, что для упругого режима фильтрации в недеформируемой среде плот-
ность линейно зависит от давления, что характеризуется равенствами

Bρi
Bx “ ρa

Eχ
¨ BPi

Bx pi “ 1,2q, p1.4q

где ρa — усредненная плотность жидкости, Eχ — модуль ее сжимаемости.
Использование (1.3) и (1.4) приводит уравнение (1.1) к виду

Bpupt,xqρ1q
Bx “ ´ k

µχ

ˆ
ρ1

B2P1pt,xq
Bx2 ` Bρ1

Bx
BP1pt,xq

Bx

˙
. p1.5q

Далее, в [1] в равенстве (1.5) делается упрощение правой части путем отбрасывания, в
силу малости произведения

Bρ1
Bx

BP1pt,xq
Bx . p1.6q

и осреднения плотности ρ1 « ρa.
В результате уравнение (1.1) в [1] принимает вид (0.1), т.е.

a
B2P1pt,xq

Bx2 “ p1 ´ νqBP2pt,xq
Bt ` ν

BP1pt,xq
Bt 0 ă x ă 8,0 ă t ă 8, p1.7q

где a “ kEχ

µχ
— коэффициент пьезопроводимости

BP2pt,xq
Bt “ γrP1pt,xq ´ P2pt,xqs, p1.8q

образует систему феномелогических уравнений фильтрации согласно работе [1], стр. 101,
в которой рассматривается задача нахождения решения этой системы в полубесконечной
магистрали χ P r0,8q с условиями

P1pt,xq|x“0 “ ϕptq, P1pt,xq|x“8 “ 0, p1.9q

BP2pt,xq
Bt “ γrP1pt,xq ´ P2pt,xqs. p1.10q

Требуется найти градиент давления у границы области BP1pt,xq
Bx

ˇ̌
ˇ
x“0

“ qptq.
Согласно (1.3) эта величина определяет скорость движения жидкости на границе области.

2. УТОЧНЕНИЕ ФЕНОМЕНОЛОГИЧЕСКИХ
УРАВНЕНИЙ ФИЛЬТРАЦИИ

Приведенные выше рассуждения указывают, что уравнение (0.1) является следствием
упрощения (огрубления) (1.1) за счет отбрасывания в (1.5) слагаемого (1.6). Однако соот-
ношение (1.1) можно уточнить, если отбросить только половину выражения (1.6). Тогда со-
ответствующее приближение получает вид

Bpuρ1q
Bx « ´ k

µχ

ˆ
ρ1 ¨ B2ρ1

B2x2 ` 1

2

Bρ1
Bx

BP1

Bx

˙
“

“ ´ k

µχ

ˆ?
ρ1

B
Bx

ˆ?
ρ1

BP1

Bx

˙˙
“ aD2

ρP1pxq, p2.1q
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a “ ´ k
µχ

; DρP1pxq “ ?
ρ1

BP1

Bx .
В результате (1.5) получаем уравнение

aD2
ρP1pt,xq “ ν ¨ BP1pt,xq

Bt ` p1 ´ νqBP2pt,xq
Bt , p2.2q

которое более точно описывает исследуемую модель движения жидкости, так как в его
коэффициенты явно (не осредненно) входит плотность ρ1, причем приближение получено с
меньшей погрешностью.

Присоединяя к уравнению (2.2) соотношение

BP2

Bt “ γpP2 ´ P1q, p2.3q

получаем систему уравнений (2.2)–(2.3), уточняющую режим фильтрации (0.1)–(0.2), приве-
денный в [1].

3. ЗАДАЧИ БЕЗ НАЧАЛЬНЫХ УСЛОВИЙ
ДЛЯ МОДЕЛИ ФИЛЬТРАЦИИ

Интересно, что система (2.2)–(2.3) после замены s “ hpxq сводится к системе Голубева
(0.1)–(0.2) для функций v1pt,sq “ P1pt,h´1psqq и v2pt,sq “ P2pt,h´1psqq, где

hpxq “
ż x

0

dξa
ρ1pξq

. p3.0q

Отсюда следует, что если P1pt,xq и P2pt,xq — решение системы Голубева, то функции P1pt,ppxqq
и P2pt,ppxqq являются решением уточненной системы (2.2)–(2.3).

Для модели фильтрации задача без начальных условий рассматривалась в [3] в следующей
постановке:

При t P p´8,8q “ R и x P p0,8q “ R
` рассматривается система уравнений

a
B2P1pt,xq

Bx2 “ ν
BP1pt,xq

Bt ` p1 ´ νqBP2pt,xq
Bt , p3.1q

BP2pt,xq
Bt “ γpP1pt,xq ´ P2pt,xqq, p3.2q

где a ą 0, 0 ď ν ď 1, γ ě 0.
Ставится задача о нахождении решения системы (3.1)–(3.2), удовлетворяющему условиям

u1pt,0q “ ϕptq, p3.3q

lim
xÑ8

|u1pt,xq| “ lim
xÑ8

|u2pt,xq| “ 0, p3.4q

sup
tPR

|u1pt,xq| ă 8, sup
tPR

|u2pt,xq| ă 8. p3.5q

Условия (3.5) относят эту задачу к классу задач без начальных условий (см. [2], c. 59, [6],
c. 238).

Для задачи (3.1)–(3.5) указывается явный вид точного решения, в случае когда ϕptq пери-
одическая функция и, как следствие, выписывается и градиент qptq “ Gϕptq. В [8] доказыва-
ется

Теорема 3.1. Если в условии (3.3) функция ϕptq периодическая с периодом T и рядом
Фурье

ϕptq “ a0

2
`

8ÿ

n“1

ˆ
an cos

2πn

T
` bn sin

2πn

T

˙
“
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“ a0

2
`

8ÿ

n“1

An cos

„
2πn

T
pt ´ δ0nq


, p3.6q

где

An “
a
a2n ` b2n, δ0n “ T

2πn

ˆ
π ` arctg

bn

an

˙
,

то существует решение задачи (3.1)–(3.5), периодическое при каждом x P R
` и оно имеет вид

upt,xq “ a0

2
`

8ÿ

n“1

Ane
´

b
pρn`αnq

2
x ¨ cos

«c
pρn ´ αnq

2
x´ ωnt` δ0n

ff
, p3.7q

где ωn “ 2πn
T
,

ρn “ ωn

a

d
γ2 ` ω2

nν
2

ω2
n ` γ2

, αn “ ω2
np1 ´ νqγ
apγ2 ` ω2

nq . p3.8q

Из представления (3.7) следует выражение для градиента

Gϕptq “ Bupt,xq
Bx

ˇ̌
ˇ̌
x“0

“ ´
8ÿ

n“1

An
?
ρn cospΘn ´ ωntq, p3.9q

где Θn “ arccos
b

ρn`αn

2ρn
.

4. ЗАДАЧИ БЕЗ НАЧАЛЬНЫХ УСЛОВИЙ ДЛЯ УТОЧНЕННОЙ
МОДЕЛИ ФИЛЬТРАЦИИ

Естественно, по аналогии с рассмотренной задачей без начальных условий для модели
фильтрации, рассмотреть уточненную задачу и сравнить решения этих задач.

Для решения уточненной задачи введем функцию

hpxq “
ż x

0

dξa
ρ1pξq

. p4.1q

Тогда уравнение (2.2) запишется в виде

D
2
hP1pt,xq “ ν

BP1pt,xq
Bt ` p1 ´ νqBP2pt,xq

Bt , p4.2q

где

DhP1pt,xq “ BP1pt,xq
Bhpxq . p4.3q

Делая замену hpxq “ s, введем функции

v1pt,sq “ P1pt,h´1psqq, v2pt,sq “ P2pt,h´1psqq. p4.4q

Для таких функций система (1.9)–(1.10) запишется в виде

a
B2v1pt,sq

Bs2 “ ν
Bv1pt,sq

Bt ` p1 ´ νqBv2pt,sq
Bt , p4.5q

Bv2pt,sq
Bt “ γrv2pt,sq ´ v1pt,sqs p4.6q

с исходными данными
v1pt,0q “ ϕptq, t P p´8,8q, p4.7q
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|v1pt,8q| ă 8, |v2pt,8q| ă 8. p4.8q
То есть для v1pt,sq и v1pt,sq получена ранее исследуемая задача без начальных условий

для уравнения решение которого в силу (3.7) имеют вид

v1pt,sq “ a0

2
`

8ÿ

n“1

Ane
´

b
pρn`αnq

2
s ¨ cos

«c
pρn ´ αnq

2
s´ ωnt` δ0n

ff
, p4.9q

v2pt,sq “ γ

ż t

´8
eγpξ´tqv1pξ,sqdξ, p4.10q

где ωn “ 2πn
T
.

Теперь, возвращаясь к переменной x, получаем представление решения задачи без началь-
ных условий, для уточненной системы Голубева

u1pt,xq “ a0

2
`

8ÿ

n“1

Ane
´

b
pρn`αnq

2
hpxq ¨ cos

«c
pρn ´ αnq

2
hpxq ´ ωnt` δ0n

ff
, p4.11q

u2pt,xq “ γ

ż t

´8
eγpξ´tqu1pξ,xqdξ. p4.12q

5. ПРИМЕРЫ

1. Пусть x ě 0, ρ1pxq “ p1 ` xq2Θ, 0 ď Θ ă 1, тогда в (4.11) hpxq “ 1
1´Θ

rp1 ` xq1´Θ ´ 1s.
2. Если Θ “ 1, то hpxq “ lnp1 ` xq,

u1pt,xq “ a0

2
`

8ÿ

n“1

Anp1 ` xq´
b

pρn`αnq
2 ¨ cos

«c
pρn ´ αnq

2
lnp1 ` xq ´ ωnt` δ0n

ff
.
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