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Аннотация. Тепловой распад метастабильного состояния представляет собой широ-
кий класс физических и химических процессов. Его примерами являются деление возбуж-
дённых атомных ядер, реакции диссоциации двухатомных молекул и др. Главной харак-
теристикой этих процессов является их скорость (например, скорость диссоциации — доля
молекул от их начального числа, распадающихся в единицу времени), точнее её квази-
стационарное значение. Квазистационарная скорость теплового распада метастабильного
состояния часто вычисляется с помощью приближённых аналитических формул (фор-
мул Крамерса). Результаты таких вычислений, однако, содержат в себе неизбежные по-
грешности, связанные с приближениями, сделанными при выводе данных формул. Для
более точного расчёта квазистационарной скорости теплового распада метастабильного
состояния обычно используется численное решение дифференциальных стохастических
уравнений Ланжевена. По результатам этого решения строится скорость распада как
функция времени, которая, спустя некоторое время релаксации, достигает постоянного
с точностью до флуктуаций (квазистационарного) значения. Для нахождения квазиста-
ционарной скорости приходится каждый раз решать, какой интервал времени взять для
усреднения. Это решение обычно принимается на основе эмпирических соображений. В
данной статье представлен разработанный авторами алгоритм для автоматизации на-
хождения квазистационарной скорости. Этот алгоритм позволяет найти оптимальный
интервал усреднения и минимизировать погрешность квазистационарной скорости.

Ключевые слова: метастабильное состояние, квазистационарная скорость распада,
время релаксации, уравнения Ланжевена.

AUTOMATIC CALCULATION OF THE QUASISTATIONARY
RATE OF THE METASTABLE STATE THERMAL DECAY

M. V. Chushnyakova, I. I. Gontchar, N. A. Semenyuk

Abstract. The thermal decay of a metastable state represents a wide range of physical
and chemical processes. The examples of such process are the excited atomic nuclei fission,
reaction of a diatomic molecular dissociation etc. The main characteristic of these processes is
their rate (for example, the rate of dissociation: the portion of the molecules decaying per time
unit with respect to the initial number of the molecules), namely its quasistationary value.
The quasistationary rate of a metastable state thermal decay often might be calculated by
means of the approximate analytical formulas (Kramers formulas). However, the results of such
calculations possess inevitable errors caused by the approximations made during the derivation
of the formulas. In order to calculate the quasistationary rate of a metastable state thermal
decay more accurately, the numerical solution of the differential stochastic Langevin equations
is usually applied. Using this solution one can construct the time-dependent decay rate which
after some relaxation time achieves the constant within the fluctuations (quasistationary) value.
In order to determine this quasistationary rate, every time it is necessary to decide which
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time interval should be taken for averaging. Such decision is usually made basing on empirical
reasons. Within the present work, the developed by authors algorithm for automatic calculation
the quasistationary decay rate is demonstrated. This algorithm allows to find the optimal time
interval for averaging procedure and to minimize the error of the quasistationary rate.

Keywords: metastable state, quasistationary decay rate, relaxation time, Langevin
equations.

1. ВВЕДЕНИЕ

Задача о нахождении квазистационарной скорости теплового распада метастабильного со-
стояния при наличии трения была решена Крамерсом почти восемьдесят лет назад [1]. Эта
задача встречается в различных отраслях естественных наук: в биофизике [2–4], химической
кинетике [5, 6], физике деления атомных ядер [7–9], нанотехнологиях [10, 11]. Однако ана-
литические решения, полученные Крамерсом, являются приближёнными. Их соответствие
точным значениям удалось проверить только с появлением мощных компьютеров [7, 9, 12].
Решая численно на этих компьютерах стохастические дифференциальные уравнения, опи-
сывающие убегание броуновской частицы из локального минимума потенциальной энергии,
можно получить скорость распада как функцию времени:

Rat ptjq “ 1

Ntot ´Nat ptjq
¨ ∆Nat

∆t
. (1)

Здесь Ntot — полное число моделируемых броуновских частиц, Nat ptjq — число броуновских
частиц, которые достигли поглощающей границы (absorbing border) до момента времени
tj, ∆Nat — число частиц, которые пришли к этой границе в течение интервала времени
∆t “ tj ´ tj´1. Примеры зависимости Rat ptq можно найти во многих статьях (см., напри-
мер, в [8, 9, 12, 13]): спустя некоторое время задержки, скорость стабилизируется, хотя флук-
туации, разумеется, присутствуют. Чтобы найти квазистационарную скорость распада Rdqs,
производится усреднение по нескольким бинам шириной ∆tdqs с конца массива Rat ptjq. Этот
алгоритм и его погрешности детально описаны в [14, 15]. Эта часть обработки полученных при
компьютерном моделировании данных производилась до сих пор эмпирически: число бинов,
выбираемых для усреднения, определялось визуально по виду зависимости Rat ptq, и запуск
программы, находящей Rdqs, приходилось осуществлять многократно. При этом никогда не
было уверенности в том, что погрешность нахождения Rdqs минимизирована.

В данной работе излагается алгоритм, разработанный авторами для автоматизации на-
хождения Rdqs и минимизации её относительной погрешности ε.

2. МОДЕЛЬ

Численное моделирование осуществлялось с помощью уравнений Ланжевена, описываю-
щих движение броуновской частицы, имеющей одну степень свободы. Этой степени свободы
соответствуют безразмерная координата q и сопряжённый ей импульс p. В дискретном виде
согласно методу Эйлера-Маруямы [16] уравнения Ланжевена принимают вид:

ppn`1q “ ppnq
`
1 ´ ηm´1τ

˘
`Kτ ` gbpnq?τ , (2)

qpn`1q “ qpnq `
´
ppnq ` ppn`1q

¯
τ

M
2m. (3)

Верхний индекс указывает на два последовательных момента времени, которые разделены
шагом моделирования τ . Случайные числа bpnq имеют нормальное распределение с нулевым
средним и дисперсией 2. В формуле (2) η и m— фрикционный и инерционный параметры
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соответственно; K “ ´dU{dq представляет собой консервативную силу; g “
?
θη— амплитуда

случайной силы; θ— тепловая энергия, пропорциональная температуре термостата.
Вид зависимости потенциальной энергии от координаты взят из работы [17]:

U pqq “ U0 p1 ´ cos pξqq ´ Fξ `A. (4)

Координата q связана с ξ соотношением:

ξ “ pq ´ 1qπ. (5)

Коэффициенты в уравнении (4) подбирались таким образом, чтобы U0 совпадало с высотой
барьера, дно потенциальной ямы соответствовало координате, близкой к единице, а вершина
барьера — к координате, близкой к двум: F “ 0.358U0, A “ 0.0625U0. Координата барьера при
этом оказывается равной qb “ 1.88. Дно ямы, которая обеспечивает метастабильное состояние
частиц, расположено в qc “ 1.09. Частицы начинают своё флуктуационное движение из этой
точки с нулевым импульсом.

В результате динамических компьютерных расчётов получается последовательность из
Ntot траекторий, моделирование каждой из которых продолжается до момента времени tD.
Некоторые траектории достигают поглощающей границы qa “ 3.0 за время, меньшее чем
tD. В данной работе, в основном, представлены результаты расчётов, сделанных в режиме
энергетической диффузии, т. е. при экстремально малом трении. В этом режиме результаты
расчётов не зависят от положения поглощающей границы при условии, что qa ą qb [12].

3. ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ

На рис. 1 в правой колонке как функции времени показаны скорости распада для несколь-
ких значений безразмерного параметра затухания

ϕ “ η?
mC

. (6)

В этой формуле C — жёсткость потенциала U pqq в точках экстремума. Форма потенциала (4)
подразумевает одинаковые по модулю жёсткости в точках qb и qc. Расчёты также характе-
ризуются управляющим параметром G, который равен отношению высоты потенциального
барьера к тепловой энергии:

G “ U0

θ
. (7)

Значения ϕ и G указаны на каждой панели рис. 1.
Динамические скорости Rat ptq, которые вычисляются по формуле (1) на основе уравнений

Ланжевена (ломаные линии со значками), всегда подвержены флуктуациям. Квазистационар-
ные скорости Rdqs, извлечённые из динамических скоростей, показаны в левой колонке рис. 1
вместе с погрешностями, с которыми эти значения определены. Обе эти величины —Rdqs и
её погрешность — зависят от промежутка времени ∆tdqs, по которому проводилось усредне-
ние. Этот промежуток используется в качестве аргумента для графиков в левой колонке. На
панелях 1(a) и 1(c) видно, что увеличение интервала усреднения приводит одновременно к
уменьшению погрешностей и монотонному убыванию значения Rdqs. Это убывание вызвано
тем, что промежуток усреднения слишком велик, он захватывает переходную стадию. В этом
случае Rdqs определяется неверно – результат оказывается заниженным. С другой стороны,
недостаточный интервал усреднения позволяет оценить скорость распада с необоснованно
большими погрешностями. Оставаясь в рамках ручного усреднения трудно решить, на каком
значении ∆tdqs остановиться. На это можно возразить, что следует просто увеличить длину
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временного интервала моделирования. Однако, сделать это не так-то просто: уже приведён-
ные расчёты требуют предельно больших компьютерных ресурсов из-за экстремально малого
значения ϕ.

Случай, соответствующий панелям 1(e), 1(f), намного благоприятнее: видно, что при из-
менении значения ∆tdqs от 600 до 1400 погрешность нахождения Rdqs уменьшается, а сама
скорость лишь флуктуирует в пределах погрешностей. Разумеется, этот случай не представ-
ляет труда для ручного определения Rdqs, хотя вопрос о том, на каком ∆tdqs остановиться,
всё же остаётся.

Рис. 1. Левый столбец: квазистационарная скорость в зависимости от величины временного
интервала усреднения; кружком показано значение, полученное с помощью автоматизиро-
ванной процедуры, предлагаемой в данной работе. Правый столбец: временная зависимость
динамической скорости распада (осциллирующая линия с символами) и квазистационарная
скорость (горизонтальная линия), соответствующая кружку слева. Параметр затухания
ϕ и управляющий параметр G определены формулами (6) и (7) соответственно. Полное чис-
ло частиц (траекторий) для каждого из этих расчётов составляет 105, а число полезных
траекторий (т. е. таких, которые достигли поглощающей границы за время моделирова-
ния) для верхнего ряда составило 11 103, для среднего — 16 103, а для нижнего — 39 103.

Алгоритм, предлагаемый нами, состоит в следующем.

1) Интервал моделирования tD разбивается всегда на одно и то же число бинов (100). Та-
ким образом, ширина бина сильно варьируется в зависимости от ϕ, т. е. от длительности
переходной стадии: на рис. 1(b) ширина бина равна 60, на рис. 1(d) — 40, на рис. 1(f) —
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25.

2) Производится вычисление скорости распада Rat ptjq по формуле (1) для каждого бина.

3) Устанавливается максимальная допустимая погрешность εm “ 0.01.

4) Устанавливается вспомогательный целочисленный счётчик k “ 0.

5) Вычисляются Rdqsi и εi при ∆tdqs “ 0.1tD p1 ` 0.1iq для i0 “ k; i1 “ k ` 1; i2 “ k ` 2.

6) Вычисляются Rdqs “ pRdqsi2 `Rdqsi0q{2, ∆Rdqs “ p∆Rdqsi2 ` ∆Rdqsi0q{2.

7) Если |Rdqsi2 ´Rdqsi0| ă ∆Rdqs и ∆Rdqs ă εmRdqs, процесс нахождения Rdqs считается
успешно законченным (метка GOOD в конце файла, содержащего Rat ptjqq.

8) Если условия 7 не выполнены, то k увеличивается на 1, и этапы 5-7 повторяются. Мак-
симально допустимое значение k равно 80.

9) Если k “ 80 достигнуто, а условия 7 всё ещё не выполнены, то εm увеличивается на
0.001 и этапы 4-8 повторяются.

10) Если εm превышает значение 0.02, процесс нахождения Rdqs считается завершённым
неудачно (метка BAD в конце файла, содержащего Rat ptjqq; тогда необходимо либо
повторить динамическое моделирование с большим значением tD, либо увеличить число
траекторий Ntot при том же значении tD.

Значения Rdqs для обсуждаемых трёх случаев получены успешно. Эти значения показаны
кружками на рис. 1(a), 1(c), 1(e). Относительные погрешности вычисления оказались равны
1.4%, 1.0% и 1.0% соответственно.

Рисунок 2 иллюстрирует более сложный случай, соответствующий экстремально большой
скорости деления (режим пространственной диффузии с низким барьером). Промежуток
моделирования tD велик для данных условий, поэтому флуктуации Rat ptq в конце процесса
огромны. Применение нашего алгоритма с tD “ 200 закончилось неудачно и привело к значе-
нию Rdqs, показанному длинным горизонтальным отрезком. Из рисунка видно, что имеется
временной интервал pt ă 100q, в течение которого, флуктуации имеют приемлемую ампли-
туду. Установив в файле результатов динамического моделирования значение tD “ 100, мы
снова применили наш алгоритм и успешно получили значение Rdqs, которое показано на ри-
сунке коротким горизонтальным отрезком. Относительная погрешность этого значения Rdqs
оказалась равна 0.8%.

С помощью изложенного алгоритма было проанализировано более сорока результатов ди-
намического моделирования процесса распада для G “ 5.7 и 3.5 в интервале параметра
затухания 0.001 ă ϕ ă 10. В одном случае процесс нахождения квазистационарной скорости
распада закончился неудачно; таким образом, выяснилась необходимость дополнительного
динамического моделирования. В остальных случаях алгоритм привел к успешному нахож-
дению Rdqs. При тестировании алгоритма не было обнаружено ни одного отказа.

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В данной работе предложен разработанный авторами автоматизированный алгоритм для
нахождения квазистационарной скорости распада метастабильного состояния, моделируемо-
го стохастическими дифференциальными уравнениями. Этот алгоритм позволяет автомати-
зировать выбор временного интервала, по которому происходит усреднение, и оптимизиро-
вать нахождение погрешности, с которой квазистационарная скорость определена. В слу-
чае недостаточной статистики в проведённых динамических расчётах и/или недостаточной
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Рис. 2. Временная зависимость скорости Rat (осциллирующая линия с символами) и две
квазистационарные скорости (горизонтальные отрезки). Длина каждого отрезка соответ-
ствует промежутку времени, использованному для вычисления Rdqs. Полное число траек-
торий в этом расчёте совпадает с числом полезных траекторий и составляет 5 104.

длины временного промежутка моделирования алгоритм указывает, что требуемая точность
недостижима.

Предложенный алгоритм протестирован на большом количестве динамических расчётов
в широком диапазоне основных параметров моделирования, влияющих на длительность
переходного процесса — параметра затухания

`
10´3 ă ϕ ă 10

˘
и управляющего параметра

p0.7 ă G ă 5.7q. Ни в одном случае не было обнаружено ни одного отказа.
Разработанный алгоритм позволяет ускорить обработку результатов динамических расчё-

тов и оптимизировать нахождение погрешности в том смысле, что по имеющимся результатам
моделирования находится такое значение квазистационарной скорости распада, которое даёт
наименьшую погрешность.
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