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Аннотация. В работе получены достаточные условия существования нескольких ре-
шений у нелинейной граничной задачи с производными по мере. При анализе решений
краевой задачи четвертого порядка, мы используем поточечный подход, предложенный
Ю. В. Покорным и показавший свою эффективность при изучении задач второго по-
рядка. На основе полученных ранее оценок функции Грина граничной задачи удалось
показать, что оператор, обращающий изучаемую нелинейную задачу, представимый в ви-
де суперпозиции вполне непрерывного и непрерывного операторов, действует из конуса
неотрицательных непрерывных функций в более узкое множество. Последнее и позволяет
доказать существование нескольких решений у нелинейной граничной задачи с привле-
чением теории пространств с конусом.

Ключевые слова: граничная задача, нелинейная задача, число решений, производ-
ная по мере, негладное решение.

ON THE NUMBER OF SOLUTIONS OF THE NONLINEAR
BOUNDARY PROBLEM OF THE FOURTH ORDER WITH

DERIVATIVES BY MEASURE
S. A. Shabrov, E. A. Borodina, F. V. Golovaneva, M. B. Davidova

Abstract. In this paper we obtain sufficient conditions for the existence of several solutions
for a nonlinear boundary value problem with derivatives of the measure. In the analysis of the
solutions of the boundary value problem of the fourth order, we use the point approach proposed
by Yu. V. Pokorny and showed its effectiveness in the study of second-order boundary value
problems. Based on previously obtained estimates of the Green’s function of the boundary-value
problem, it was possible to show that the operator inverting the studied nonlinear problem,
representable as a superposition of completely continuous and continuous operators, acts from
a cone of non-negative continuous functions in a narrower set. The latter allows us to prove
the existence of several solutions to a nonlinear boundary value problem using the theory of
spaces with a cone.

Keywords: boundary value problem, nonlinear problem, number of solutions, measure
derivative, non-smooth solution.

ВВЕДЕНИЕ

В последнее время интенсивно изучаются дифференциальные уравнения с производными
по мере. Так, для линейных уравнений второго порядка построена точная параллель клас-
сической теории обыкновенных дифференциальных уравнений вплоть до осцилляционных
теорем (см. [1–6]), получен ряд результатов для нелинейных краевых задач [7, 8].

˚ Работа выполнена при финансовой поддержке Гранта РНФ (проект 19–11–00197), выполняемого в Во-
ронежском госуниверсите.
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Отметим, что эффективность использования производных по мере объясняется следую-
щим обстоятельством: для применения качественных методов анализа (теорем типа Ролля)
решений дифференциальных уравнений необходимо знать значения функции и её производ-
ных в каждой точке, что с позиций теории обобщённых функций затруднительно. Здесь
можно отметить работу Мышкиса А.Д. [9] — доказательство аналога теоремы Штурма о пе-
ремежаемости нулей для уравнения u2 ` qu “ 0 с обобщённым коэффициентом q.

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Требуется получить достаточные условия существования нескольких различных решений
задачи $

&
%

Lu ” ppu2
xµq2

xσ ´ pru2
xq2
σ ` uQ1

σ “ fpx, uq px P r0; ℓsσq;
up0q “ u1

xp0q “ 0;

upℓq “ u1
xpℓq “ 0,

(1)

с негладкими решениями. Уравнение в (1) задано на r0; ℓsσ — расширении отрезка r0; ℓs в
котором каждая точка ξ, принадлежащая множеству Spσq — точек разрыва функции σpxq,
заменена на тройку собственных элементов tξ´, ξ, ξ`u бывшие ранее предельными.

Для точек ξ, принадлежащих множеству P Spσq, уравнение в (1) принимает вид

∆ppu2
xµq1

xpξq ´ ∆pru1
xqpξq ` upξq∆Qpξq “ fpξ, upξqq,

где ∆ϕpξq “ ϕpξ ` 0q ´ ϕpξ ´ 0q — полный скачок функции ϕpxq в точке ξ.
Под решением (1) понимается функция upxq, удовлетворяющая граничным условиям

up0q “ u1
xp0q “ upℓq “ u1

xpℓq “ 0, превращающая в верное равенство (почти всюду отно-
сительно меры σ, порождаемой функцией σpxq) уравнение в (1).

Решение краевой задачи (1) мы будем искать в классе абсолютно непрерывных на r0; ℓs
функций upxq, первая производная u1

xpxq которых µ–абсолютно непрерывна на r0; ℓs, квази-
производная pu2

xµpxq — абсолютно непрерывна на r0; ℓs,
`
pu2

xµ

˘1
x

pxq — σ–абсолютно непрерыв-
на на r0; ℓs.

Следуя работе [10], однородное уравнение Lu “ 0 назовем неосциллирующим на r0; ℓs, если
произвольное нетривиальное решение имеет не более трёх нулей с учетом кратностей.

Функция fpx,uq порождает оператор суперпозиции

rFuspxq “ fpx,upxqq,
который непрерывно действует из Cr0; ℓs в Lp,σr0; ℓs — пространство измеримых на r0; ℓs
функций, суммируемых с p степенью (1 ď p ă 8). Нормой в Lp,σr0; ℓs служит величина

}f}p,σ “

¨
˝

ℓż

0

|fpxq|p dσpxq

˛
‚

1

p

. Для того, чтобы F непрерывно действовал из Cr0; ℓs в L1,σr0; ℓs

достаточно, чтобы fpx,uq была совокупно равномерно rσ ˆ us-непрерывна: для любого ε ą 0

существует δ ą 0 такое, что для всяких точек px1,u1q и px2,u2q, удовлетворяющих неравен-
ствам |σpx1q ´ σpx2q| ă δ и |u1 ´ u2| ă δ, справедливо неравенство |fpx1,u1q ´ fpx2,u2q| ă ε.

Будем говорить, что однородное уравнение Lu “ 0 не осциллирует на r0; ℓs, если всякое
нетривиальное решение имеет на r0; ℓs не более одного нуля.

Введем обозначение

K “ tupxq P Cr0; ℓs|upxq ě 0 @x P r0; ℓsu
Множество K является телесным, нормальным конусом в Cr0; ℓs. В дальнейшем нам понадо-
бится u0-норма:

}u}u0 “ sup
0ăxăℓ

ˇ̌
ˇ̌ upxq
u0pxq

ˇ̌
ˇ̌ ,
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где u0pxq “
xż

0

px ´ τq dµpτq ¨
ℓż

x

pτ ´ xq dµpτq.

Как нетрудно видеть, } ¨ }u0 является нормой в пространстве Eu0 функций upxq из Cr0; ℓs,
для каждой из которых }u}u0 конечна, более того, Eu0 является полным пространством по
этой норме. Множество Ku0 “ K X Eu0 является телесным конусом. Кроме того, отношение
u ď v, эквивалентно, по определению, включению v ´ u P Ku0 .

ОСНОВНОЙ РЕЗУЛЬТАТ

Справедлива
Теорема. Пусть выполнены следующие условия:

1) однородное уравнение Lu “ 0 не осциллирует на r0; ℓs;

2) fpx,uq — равномерно rσ ˆ us-непрерывна на r0; ℓs ˆR1;

3) функция fpx,uq не убывает по u при каждом x P r0; ℓs и

fpx,0q ě 0; (2)

4) существует N пар чисел αi,βi, удовлетворяющих неравенствам

0 ď α1 ă β1 ă α2 ă β2 ă ¨ ¨ ¨ ă αn ă βn (3)

fpx,βku0pxqq ă βk
ℓż

0

h2psq dσpsq

px P r0; ℓsq. (4)

5) для каждого k существует множество wk Ă r0; ℓs положительной σ-меры такое, что

fpx,αku0pxqq ą 1ż

wk

h1psq dσpsq
px P r0; ℓs, k “ 1, . . . ,Nq (5)

Тогда задача (1) имеет 2N ´1 нетривиальных решений tuipxqui“2N´1
i“1 , удовлетворяющих

неравенствам

uipxq ě 0 pi “ 1,2, . . . ,2N ´ 1q (6)

и

u2i´1pxq ď u2i`1pxq pi “ 1,2, . . . ,N ´ 1q.

Неравенства (6) связывают лишь решения uipxq с нечетными номерами. По отношению к
этим решениям остальные расположены «между» ними в следующем смысле: при каждом
k “ 1,2, . . . ,N ´ 1 существуют точки x1

k и x2
k такие, что

u2k´1px1
kq ă u2kpx1

kq и u2kpx2
kq ď u2k`1px2

kq.
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Доказательство. Вопрос о разрешимости краевой задачи (1) можно заменить вопросом о
разрешимости нелинейного интегрального уравнения

upxq “
ℓż

0

Gpx,sqfps,upsqq dσpsq, (7)

где Gpx,sq — функция влияния граничной задачи
$
&
%

Lu ” ppu2
xµq2

xσ ´ pru2
xq2
σ ` uQ1

σ “ F ˚1
σpxq px P r0; ℓsσq;

up0q “ u1
xp0q “ 0;

upℓq “ u1
xpℓq “ 0,

(8)

здесь F ˚pxq — σ-абсолютно непрерывна на r0; ℓs.
Уравнение (7) можно записать в виде

u “ GFu, (9)

где G— интегральный оператор с ядром Gpx,sq:

pGF ˚qpxq “
ℓż

0

Gpx,sq d
dσ
F ˚psq dσpsq

и F — оператор суперпозиции: pFuqpxq “ fpx,upxqq.
Уравнение (9) эквивалентно уравнению

upxq
u0pxq “

lż

0

Gpx,sq
u0pxq f

ˆ
s,
upsq
u0psq ¨ u0psq

˙
dσpsq,

или
pupxq “ p pG pF puqpxq,

где pG— интегральный оператор с ядром
Gpx,sq
u0pxq , pF — оператор суперпозиции p pFuqpxq “

“ fpx,upxq ¨ u0pxqq и pupxq “ upxq
u0pxq .

По условию теоремы pF непрерывно действует из Eu0 в L1,σr0; ℓs; pG— действует и вполне
непрерывен из L1,σr0; ℓs в Eu0 . Поэтому, pG pF действует и вполне непрерывен из Eu0 в Eu0 .

Покажем, что pG pF удовлетворяет всем условиям теоремы из [11], § 45, стр. 373 (при соот-
ветствующем выборе E и K). Для удобства читателя приведем формулировку этой теоремы.

Теорема. Пусть K — нормальный телесный конус в банаховом пространстве E и A—
действующий в E монотонный вполне непрерывный оператор. Пусть существует N пар
элементов

u1 ď v1 ď u2 ď v2 ď . . . ď uN ď vN . (10)

таких, что
ui ! Aui, Avi ! vi pi “ 1,2, . . . ,Nq. (11)

Тогда существует 2N ´ 1 неподвижных точек x1,x2, . . . ,x2N`1 оператора A, удовлетво-
ряющих неравенствам

ui ď x2i´1 ď vi, ui ď x2i ď vi`1

ui`1 ę x2i, x2i ę vi
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при всех i “ 1,2, . . . ,N .
Положим E “ Eu0 и в качестве конуса K возьмем множество Ku0 . Телесность и нормаль-

ность этого конуса очевидны, причем u " 0 эквивалентно upxq ą 0 при всех x P r0; ℓs. По

условию теоремы, fpx,uq монотонна по u. Отсюда и из неотрицательности
Gpx,sq
u0pxq следует

монотонность оператора pG pF . Компактность установлена ранее.
Введем в рассмотрение функции

uipxq ” αi и vipxq ” βi pi “ 1,2, . . . , Nq.

Из (3) вытекает, что функции uipxq и vipxq удовлетворяют неравенствам (10). Докажем
выполнимость (11).

Интегральный оператор pG с ядром pGpx,sq обладает свойством сильной положительности:
для любой неотрицательной нетривиальной функции fpxq ее образ p pGfqpxq есть функция
строго положительная. По условию теоремы функция

wpxq “ βi ´
ℓż

0

h2psq dσpsq ¨ fpx,βiu0pxqq

неотрицательна и отлична от тождественного нуля. Поэтому p pG pFwqpxq " 0, что означает

βi

ℓż

0

Gpx,sq
u0pxq dσpsq ą

ℓż

0

h2psq dσpsq ¨ p pG pF qvipxq. (12)

Так как
Gpx,sq
u0pxq ď h2psq и

ℓż

0

h2psq dσpsq ą 0, то из (12) вытекает

βi ą p pG pFviqpxq

для x P r0; ℓs. Последнее и означает что

p pG pFviq ! vi.

Докажем теперь неравенство pG pFuk ě uk. При фиксированном k рассмотрим функцию

upxq “

$
’’’&
’’’%

fpx,αku0pxqq ´ αkż

wk

h1psq dσpsq
, x P wk,

0, x R wk
По условию upxq ě 0 и положительна на множестве положительной меры. Сильно по-

ложительным оператором pG pF эта функция переводится в строго положительную функцию
p pG pFuq ą 0 на r0; ℓs, другими головами, pG pFu " 0. Так как

Gpx,sq ě u0pxqh1psq,

то

ż

wk

Gpx,sq
u0pxq fps,αku0psqq dσpsq ě

αk

ż

wk

Gpx,sq
u0pxq dσpsq

ż

wk

h1psq dσpsq
ě αk “ ukpxq. (13)
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С другой стороны, из (2) и монотонности по uфункции fpx,uq вытекает неотрицательность
функции fpx;αq при любом α ě 0. Поэтому

p pG pFukqpxq ě
ż

wk

Gpx,sq
u0pxq fps,αku0psqq dσpsq.

Отсюда и из (13) следует pG pFuk " uk.
Итак, для оператора pG pF выполнены все условия теоремы 45.3 из [11]. Теорема доказана.
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