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Аннотация. Работа посвящена исследованию вопросов существования периодических
и ограниченных решений одного класса нелинейных обыкновенных дифференциальных
уравнений второго порядка с главной на бесконечности кусочно-линейной частью. Приве-
дено полное описание множества точек в пространстве коэффициентов, где соответству-
ющие этим точкам кусочно-линейные уравнения имеют ненулевые периодические или
ограниченные решения. Методами теория вращения вполне непрерывных векторных по-
лей получены условия существования периодических и ограниченных на всей оси решений
уравнения с главной на бесконечности однородной частью.
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Abstract. In this article considered the existence of bounded and periodic solutions of
a class of nonlinear ordinary differential equations of second order with a major at infinity
piecewise-linear part. Given a complete description of the set of points in the space of
coefficients, which correspond to these points of piecewise-linear equations have a nonzero
periodic or bounded solutions. The methods of the theory of the rotation of completely
continuous vector fields derived conditions for the existence of bounded and periodic solutions
of the equation on the whole axis of the main part of the uniform at infinity.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Рассмотрим дифференциальное уравнение второго порядка вида

y2 ` ay1 ` by ` c|y1 ` d ¨ y| ` fpt, y, y1q “ 0, (1.1)

где a, b, c, d— заданные действительные числа, fpt, y, zq — непрерывная функция, определен-
ная при всех значениях pt, y, zq и удовлетворяющая условию

lim
rÑ8

1

r
sup

t,|y|`|z|ďr
|fpt, y, zq| “ 0. (1.2)

В работе изучаются вопросы существования периодических или ограниченных решений
уравнения (1.1) при соответствующих условиях периодичности или лишь ограниченности
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функции fpt, y, zq по переменной t. Отметим, что эти вопросы хорошо изучены для уравнений
с “главными” линейными частями, т. е., когда в уравнении (1.1) коэффициент c равен нулю
(см., напр. [1, 2]). В этом случае в терминах поведения решения линейного уравнения

y2 ` ay1 ` by “ 0 (1.3)

справедливы следующие теоремы:
а) (Аналог теоремы Фредгольма.) Если однородное уравнение (1.3) не имеет ненулевых

T–периодических решений, а функция fpt, y, zq является T–периодической по t, то уравнение
(1.1) имеет по крайней мере одно T ´ ´ периодическое решение;

б) (Аналог теоремы П. Боля.) Если однородное уравнение (1.3) не имеет ненулевых огра-
ниченных на всей оси решений, то уравнение (1.1) имеет по крайней мере одно ограниченное
на всей оси решение.

Однако, как показывает ниже приводимый пример, в случае, когда c ‰ 0, аналоги при-
веденных теорем для уравнения (1.1) не имеют места. Например, хотя однородное урав-
нение y2 ` y ` 2|y1 ` y| “ 0 не имеет ненулевых ограниченных решений, но и уравнение
y2 ` y ` 2|y1 ` y| ´ 1 “ 0 не имеет ограниченных и, следовательно, и периодических ре-
шений, что является следствием нелинейности уравнения. Изучение различных эффектов
нелинейности дифференциального уравнения является важнейшим предметом исследования
качественной теории дифференциальных уравнений (см., напр., [3, 4]).

В связи с этим представляет интерес выделения таких дополнительных ограничений для
коэффициентов уравнения (1.1), которые обеспечивают существование периодических (огра-
ниченных) решений уравнения (1.1), когда функция fpt, y, zq периодическая (ограниченная)
относительно переменной t.

В настоящей работе проведено полное описание множества точек в пространстве коэффи-
циентов, где соответствующие этим точкам однородные уравнения y2 `ay1 `by`c|y1`d¨y| “ 0

имеют ненулевое периодическое или ограниченное решение. Полученные результаты вместе
с теорий вращения вполне непрерывных полей позволили получить более точные условия
существования периодических и ограниченных на всей оси решений уравнения (1.1).

2. АНАЛИЗ СУЩЕСТВОВАНИЯ ПЕРИОДИЧЕСКИХ И
ОГРАНИЧЕННЫХ РЕШЕНИЙ ОДНОРОДНОГО УРАВНЕНИЯ

Рассмотрим кусочно-линейное дифференциальное уравнение второго порядка вида

y2 ` ay1 ` by ` c|y1 ` d ¨ y| “ 0. (2.1)

Полный анализ фазового портрета траекторий системы двух уравнений, соответствующих
уравнению (2.1), проведен в работах [5–8]. Ниже мы выделяем множество точек в простран-
стве коэффициентов, где соответствующее им уравнение (2.1) имеет ненулевое периодическое
или ограниченное решение.

Предположим что коэффициенты удовлетворяют условию единственности стационарного
решения, то есть уравнение by ` c|d ¨ y| “ 0 имеет единственное нулевое решение y “ 0. Это
условие эквивалентно тому, что коэффициенты b, c, d удовлетворяют неравенству |b| ´ |cd| ‰
‰ 0. Изучим условия существования ненулевого периодического или ограниченного на всей
оси решения уравнения (2.1). Отметим, что в силу положительной однородности уравнения
(2.1) из условия существования ненулевого периодического решения следует, что все решения
уравнения являются периодическими с одним и тем же общим периодом.

В дальнейшем всюду будем предполагать, что коэффициент c ą 0. Случай c ă 0 сводится
к этому случаю заменой y на ´y.

Для удобства отдельно рассмотрим два случая: d “ 0 и d ‰ 0.
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Теорема 1. Пусть d “ 0, b ‰ 0. Тогда уравнение (2.1) имеет ненулевое периодическое
решение тогда и только тогда, когда a “ 0 и 4b ą c2; при этом величина периода T “ 4π?

4b´c2 .
Очевидно, каждое периодическое решение является и ограниченным на всей оси решени-

ем уравнения (2.1). Для линейного уравнения второго порядка с вещественными коэффи-
циентами любое ограниченное решение является и периодическим решением. В отличие от
линейного случая, нелинейное уравнение (2.1) может иметь при некоторых значениях ко-
эффициентов ограниченные на всей оси решения, отличное от периодического решения. А
именно, справедлива

Теорема 2. Пусть d “ 0, b ‰ 0. Тогда уравнение (2.1) имеет ограниченное на всей оси
решение, отличное от периодического, тогда и только тогда, когда |a| ă c и 0 ă 4b ď
ď pc ´ |a|q2.

Отметим, что ограниченные решения, существующие в условиях теоремы 2, стремятся к
нулю при |t| Ñ 8.

Теперь предположим, что d ‰ 0. Замена yptq “ updtq в уравнении (2.1) приведет к урав-
нению вида (2.1) с коэффициентами a{d, b{d2, c{|d|, 1. Поэтому, без ограничения общности,
будем рассматривать уравнение вида

y2 ` ay1 ` by ` c|y1 ` y| “ 0, (2.2)

где коэффициенты a, b— произвольные числа, а коэффициент c ą 0. Уравнение (2.2) экви-
валентно системе уравнений

"
x1
1 “ x2;

x1
2 “ ´ax2 ´ bx1 ´ c|x2 ` x1|. (2.3)

Условие |b| ´ c ‰ 0, являющееся условием изолированности стационарного решения урав-
нения (2.2), обеспечивает изолированность нулевой особой точки системы (2.3). При фикси-
рованном c ą 0 прямые b “ c, b “ ´c и параболы b “ c ` pa ´ cq2{4, b “ ´c ` pa ` cq2{4
разбивают плоскость коэффициентов a, b на области. В одной из этих областей, где b ą
ą max

 
c ` pa ´ cq2{4,´c ` pa ` cq2{4

(
рассмотрим функцию

γpa, b, cq “ a` ca
4pb ` cq ´ pa` cq2

` a ´ ca
4pb ´ cq ´ pa ´ cq2

.

Функция γpa, b, cq обращается в нуль в точках b “ pc2 ` a2q{2a, 0 ă a ă mint2, cu.
Теорема 3. Пусть |b| ´ c ‰ 0. Тогда уравнение (2.2) имеет ненулевое периодическое

решение, тогда и только тогда, когда b “ pc2 ` a2q{2a и 0 ă a ă mint2, cu; при этом
величина периода

T “ 4πc

c2 ´ a2

c
a

2 ´ a
.

Для уравнения (2.1) теорема 3 примет следующий вид:
Теорема 31. Пусть |b| ´ c|d| ‰ 0. Тогда уравнение (2.1) имеет ненулевое периодическое

решение, тогда и только тогда, когда b “ dpc2 ` a2q{2a и 0 ă a
d

ă 2, a| ă c; при этом
величина периода

T “ 4πc

c2 ´ a2

c
a

2d ´ a
.

Для уравнения вида (2.2) при некоторых значениях коэффициента c ą 0 существует мно-
жество точек в плоскости коэффициентов a, b, для которых уравнение имеет ненулевое огра-
ниченное на всей оси решение, отличное от периодического решения. Более точное утвер-
ждение о существовании ограниченных решений уравнения (2.2) содержится в следующей
теореме.
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Теорема 4. Пусть |b| ´ c ‰ 0. Тогда уравнение (2.2) имеет ограниченное на всей оси
решение, отличное от периодического решения, тогда и только тогда, когда коэффициенты
a, b, c удовлетворяют неравенствам

4c ă 4b ď a2 ` c2 ´ 2c|2 ´ a|. (2.4)

В условиях (2.4), ограниченное решение уравнения (2.2), удовлетворяет условию |yptq| `
` |y1ptq| Ñ 0 при |t| Ñ 8.

Несложный анализ показывает, что неравенство (2.4) при заданном c ą 0 относительно a
и b имеет решение, тогда и только тогда, когда c ą 2.

Для уравнения (2.1) теорема 4 примет следующий вид:
Теорема 41. Пусть |b| ´ c|d| ‰ 0. Тогда уравнение (2.1) имеет ограниченное на всей оси

решение, отличное от периодического решения тогда и только тогда, когда коэффициенты
a, b, c, d удовлетворяют неравенствам

4c|d| ă 4b ď a2 ` c2 ´ 2c|2d ´ a|. (2.5)

В условиях (2.5), ограниченное решение уравнения (1.1), удовлетворяет условию |yptq| `
` |y1ptq| Ñ 0 при |t| Ñ 8.

Нас интересует условия отсутствия периодических или ограниченных решений уравнения
(2.1). Эти условия можно получать как следствия вышеприведенных теорем 1–4. В плоскости
pa, bq определим множества

Ipcq “ tpa, bq : a “ 0, 4b ą c2u,
Ipc, dq “ tpa, bq : ad ą 0, 2ab “ dpc2 ` a2qu,

∆pcq “ tpa, bq : 2
?
2c ´ c ď a ď c, 0 ď 4b ď pc ´ |a|q2u,

∆pc, dq “ tpa, bq : 2
?
2c ´ c ď a ď c, 4c|d| ď 4b ď a2 ` c2 ´ 2c|2d ´ a|u.

Отметим, что множества ∆pcq, ∆pc, dq пустые, если c ă 2.
Следствие 1. Пусть d “ 0, b ‰ 0. Тогда уравнение (2.1) не имеет ненулевого T–

периодического решения, если pa, 4a ´ c2q ‰ p0, 16π2k2{T 2q для всех k “ 1, 2, . . ..
Пусть d ‰ 0 и |b| ´ c|d| ‰ 0. Тогда уравнение (2.1) не имеет ненулевого T -периодического

решения, если a{d R p0, 2q или 0 ă a{d ă 2 и
˜
2ab ´ dpc2 ` a2q, c

2 ´ a2

c

c
2d

a
´ 1

¸
‰
ˆ
0,

4kπ

T

˙

для всех k “ 1, 2, . . ..
Следствие 2. Пусть d “ 0 и коэффициенты a, b удовлетворяют условиям b ‰ 0 и pa, bq R

Ipcq Y ∆pcq. Тогда уравнение (2.1) не имеет ненулевое ограниченное на всей оси решение.
Пусть d ‰ 0 и коэффициенты a, b удовлетворяют условиям, |b| ´ c|d| ‰ 0 и pa, bq R

Ipc, dqY∆pc, dq. Тогда уравнение (2.1) не имеет ненулевое ограниченное на всей оси решение.

3. УСЛОВИЯ СУЩЕСТВОВАНИЯ ПЕРИОДИЧЕСКИХ И
ОГРАНИЧЕННЫХ РЕШЕНИЙ НЕОДНОРОДНОГО УРАВНЕНИЯ

Прежде чем перейти к изучению вопросов существования периодических или ограничен-
ных решений уравнения (1.1), приведем некоторые результаты из работ [2, 9]. Рассмотрим
систему дифференциальных уравнений первого порядка вида

x1 “ P pxq ` F pt, xq, x P Rn, (3.1)
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где вектор-функция P pxq непрерывна и положительно однородна порядка m “ 1 (P pλxq ”
λP pxq, @λ ě 0), а вектор-функция F pt, xq непрерывна по совокупности переменных pt, xq и
удовлетворяет условию

lim
rÑ8

1

r
sup
t,|x|ďr

|F pt, xq| “ 0.

Топологические методы и теория вращения вполне непрерывных векторных полей явля-
ются удобным аппаратом доказательства существования периодических и ограниченных ре-
шений системы дифференциальных уравнений. Ниже приведем результаты применения этих
методов применительно к системе (3.1) (более подробно см. [2,3]).

Пусть вектор-функция F pt, xq T–периодична по t. Тогда T–периодическое решение уравне-
ния (3.1) определяется нулями вполне непрерывного векторного поля pΦxqptq “ xptq´pAxqptq
в пространстве Cr0, T s непрерывных на отрезке r0, T s вектор-функций, где вполне непрерыв-
ный оператор pAxqptq определяется равенством

pAxqptq “ xpT q `
tż

0

rP pxpsqq ` F ps, xpsqqs ds.

Справедливы следующие утверждения о вычислении вращения γpΦ, SpRqq поля pΦxqptq на
сфере SpRq радиуса R с центром в нуле пространства Cr0, T s и о его приложении к вопросу
существования периодических решений уравнения (3.1).

1) Если однородное уравнение x1 “ P pxq не имеет ненулевых T–периодических решений,
то векторное поле pΦxqptq не имеет нулевых векторов на границе SpRq шара достаточно
большого радиуса с центром в нуле пространства Cr0, T s, а его вращение γpΦ0, SpRqq на
этой сфере совпадает с вращением γpΦ0, SpRqq поля pΦ0xqptq “ xptq ´ pA0xqptq, где

pA0xqptq “ xpT q `
tż

0

P pxpsqq ds;

2) если дополнительно уравнение x1 “ P pxq не имеет ненулевых T1–периодических реше-
ний для любого 0 ă T1 ă T , то вращение γpΦ0, SpRqq поля pΦ0xqptq совпадает с вращением
γpΨ, Sq конечномерного поля Ψx “ ´P pxq, на единичной сфере S с центром в нуле простран-
ства Rn;

3) если выполнены условия пунктов 1), 2) и γpΨ, Sq ‰ 0, то система (3.1) имеет по
крайней мере одно T–периодическое решение.

Пусть вектор-функция F pt, xq не является периодической. В этом случае имеет место ана-
лог приведенных утверждений о существовании ограниченных на всей оси p´8,8q решений
системы (3.1). А именно справедливо следующее утверждение.

4) Если однородное уравнение x1 “ P pxq не имеет ненулевых ограниченных на всей оси
решений и вращение γpΨ, Sq конечномерного поля Ψx “ ´P pxq, на единичной сфере S с
центром в нуле пространства Rn отлично от нуля, то система (3.1) имеет по крайней
мере одно ограниченное на всей оси решение.

Перейдем к приложениям существования периодических или ограниченных решений урав-
нения (1.1) приведенных выше общих теорем.

Теорема 5. Пусть d “ 0, b ‰ 0, pa, 4b ´ c2q ‰ p0, 16π2k2{T 2q для всех k “ 1, 2, . . . и
функция fpt, y, zq T–периодическая по переменной t. Тогда уравнение (1.1) имеет по крайней
мере одно T–периодическое решение.

Следует отметить, что теорема 5 в случае, когда a “ 0, 4b ´ c2 ą 0 и 4b ´ c2 ‰ 16π2k2T 2

для всех k “ 1, 2, . . . и 4b ´ c2 ą 16π2k20{T 2 не является следствием выше приведенных об-
щих теорем. В этом случае соответствующая однородная система x1 “ P pxq, где x “ px1, x2q,
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P pxq “ px2,´bx1 ´ c|x2|q имеет периодическое решение периода T1 ă T и поэтому невозмож-
но применять утверждение 2) о совпадении вращения γpΦ0, SpRqq поля pΦ0xqptq с вращени-
ем γpΨ, Sq двумерного поля Ψx “ ´P pxq на единичной окружности S. Но векторное поле
pΦ1xqptq “ xptq ´ pA1xqptq, где

pA1xqptq “ xpT q `
tż

0

P1pxpsqq ds, P1pxq “ px2,´εx2 ´ bx1 ´ c|x2|q

при достаточно малом ненулевом ε гомотопно полю pΦ0xqptq и удовлетворяет условиям утвер-
ждения 2). Поэтому γpΦ0, SpRqq “ γpΦ1, SpRqq “ γp´P1, Sq. Не трудно видеть, что вращение
γp´P1, Sq поля ´P1pxq на окружности S равно вращению линейного поля p´x2, bx1q и, сле-
довательно, γp´P1, Sq “ 1.

Теорема 6. Пусть d ‰ 0, |b| ´ c|d| ‰ 0 и коэффициенты a, b удовлетворяют одному из
условий: либо a{d R p0,2q, либо 0 ă a{d ă 2 и

˜
2ab ´ dpc2 ` a2q, c

2 ´ a2

c

c
2d

a
´ 1

¸
‰
ˆ
0,

4kπ

T

˙
, k “ 1, 2, . . . .

Пусть функция fpt, y, zq T–периодическая по переменной t. Тогда уравнение (1.1) имеет
по крайней мере одно T–периодическое решение.

Теорема 7. Пусть d “ 0 и коэффициенты a, b удовлетворяют условиям b ‰ 0 и pa, bq R
Ipcq Y ∆pcq. Тогда уравнение (1.1) имеет по крайней мере одно ограниченное на всей оси
решение.

Пусть d ‰ 0 и коэффициенты a, b удовлетворяют условиям |b| ´ c|d| ą 0 и pa, bq R
Ipc, dq Y ∆pc, dq. Тогда уравнение (1.1) имеет по крайней мере одно ограниченное на всей оси
решение.
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