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Аннотация. В банаховом пространстве рассматривается линейное дифференциаль-
ное уравнение второго порядка с неизвестной правой частью, не зависящей от времени.
Исследуется обратная задача о нахождении правой части при помощи финального пе-
реопределения второго рода, когда в финальный момент времени задано значение про-
изводной от основной эволюционной функции. Обратная задача является линейной. По-
этому единственность решения в ней эквивалентна отсутствию нетривиальных решений
у однородной обратной задачи. Показано, что в некоторых простых ситуациях однород-
ная обратная задача имеет нетривиальные элементарные решения с разделяющимися пе-
ременными. Установлен критерий единственности решения обратной задачи. Результат
имеет спектральный характер и не требует ограничений на тип абстрактного дифферен-
циального уравнения. Приведены примеры и следствия.
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space. A right side of the equation is unknown and independent of time. An inverse problem
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1. ВВЕДЕНИЕ

Теория обратных задач для эволюционных дифференциальных уравнений составляет важ-
ную часть общей теории обратных задач (см. [1], [2]). С абстрактной точки зрения эволюци-
онные уравнения часто рассматривают в банаховом пространстве E на конечном отрезке
r 0,T s. Типичная задача: требуется восстановить неизвестную правую часть уравнения при
помощи дополнительного условия в финальный момент времени. Обычно финальное условие
имеет вид upT q “ vT , где vT — заданный элемент из E. Будем называть это финальным пере-
определением первого рода. Задачи с таким условием рассматривались, например, в работе [3]
(см. также цитированную там литературу). В работе [4] для обратной задачи с финальным
переопределением получен критерий единственности решения в случае дифференциального
уравнения первого порядка. Затем, в работе [5], критерий единственности перенесен на урав-
нение произвольного порядка, в том числе, на уравнение второго порядка. Подчеркнем, что
в [4], [5] фигурировало финальное переопределение именно первого рода.

Но для уравнений второго порядка представляет интерес также финальное переопреде-
ление второго рода, когда при t “ T задано значение производной u1pT q “ vT . Возможно,
что задачи с последним условием еще не изучены с должной подробностью. Отметим лишь
результаты [2; п. 8.3], где для уравнений «эллиптического типа» рассматривалась обратная
задача с заданной комбинацией αupT q ` βu1pT q “ vT , включающей в себя оба упомянутых
выше переопределения.

В настоящей работе, используя методику [4], [5], мы получим критерий единственности
решения в линейной обратной задаче для эволюционного уравнения второго порядка в слу-
чае финального переопределения второго рода. Также, как в [4], [5], наш результат имеет
универсальный характер и не налагает ограничений на тип уравнения.

2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Пусть E — комплексное банахово пространство и A — линейный замкнутый оператор в E
с областью определения DpAq Ă E (не обязательно плотной в E). Зафиксируем вещественное
число T ą 0 и на интервале p 0,T q рассмотрим абстрактное дифференциальное уравнение
второго порядка

u2ptq “ Auptq ` g, 0 ă t ă T, (1)

с неизвестным элементом g P E.
Для одновременного нахождения функции u : r 0,T s Ñ E и элемента g добавим условия

up0q “ u0, u1p0q “ u1, u1pT q “ u2, (2)

где u0,u1,u2 P E. Задача (1), (2) относится к обратным задачам (см. [1], [2]).
Пару puptq,gq назовем ослабленным решением обратной задачи (1), (2), если

u P C2p p 0,T q, E q X C1p r 0,T s, E q, uptq P DpAq при 0 ă t ă T, g P E, (3)

и выполнены все соотношения (1), (2). При этом Au P Cp p 0,T q, E q.
При рассмотрении уравнения (1) на всем отрезке r 0,T s пара puptq,gq называется класси-

ческим решением обратной задачи (1), (2), если

u P C2p r 0,T s, E q, uptq P DpAq при 0 ď t ď T, g P E. (4)

При этом уравнение (1) должно быть выполнено на отрезке r 0,T s, а в соотношениях (2) для
согласования условий надо считать, что u0 P DpAq.
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Предположим что обратная задача (1), (2) с некоторыми элементами u0, u1, u2 P E раз-
решима. Поставим вопрос о единственности решения puptq, gq. Понятно, что с общей точки
зрения лучше рассматривать ослабленные решения, так как из единственности ослабленного
решения будет также следовать единственность классического решения.

Пусть две пары функций pup1qptq, gp1qq, pup2qptq, gp2qq являются ослабленными решениями
обратной задачи (1), (2). Тогда пара puptq,gq, где

uptq “ up1qptq ´ up2qptq, g “ gp1q ´ gp2q,

удовлетворяет уравнению (1) и условиям

up0q “ 0, u1p0q “ 0, u1pT q “ 0. (5)

Задача (1), (5) называется однородной обратной задачей. Очевидно, что задача (1), (5) всегда
имеет тривиальное решение uptq ” 0, g “ 0 .

Итак, вопрос единственности решения в обратной задаче (1), (2) сводится к вопросу об
отсутствии нетривиальных решений у однородной обратной задачи (1), (5). Для поиска воз-
можных нетривиальных решений в (1), (5) применим метод разделения переменных.

3. ЭЛЕМЕНТАРНЫЕ РЕШЕНИЯ

Нетривиальные элементарные решения однородной задачи (1), (5) ищем в виде

uptq “ yptqf, g “ g, (6)

где yptq — скалярная комплекснозначная функция, а f , g — некоторые элементы из E. При
этом считаем, что

y P C2 r 0,T s, yptq ı 0, f P DpAq, f ‰ 0. (7)

Требование g ‰ 0 пока не налагаем, ибо изначально нельзя исключать, что g “ 0, а uptq ı 0

на r 0,T s. Предположения (7) согласуются с условиями (4), поэтому элементарное решение (6)
будет классическим.

Подставляя пару (6) в задачу (1), (5), получим уравнение

y2ptqf “ yptqAf ` g, 0 ď t ď T, (8)

вместе с условиями
yp0q “ 0, y1p0q “ 0, y1pT q “ 0, (9)

выполненными в силу того, что f ‰ 0.
Так как yp0q “ 0, то при t “ 0 из (8) следует связь

g “ αf, (10)

где α ” y2p0q — некоторое число. Подставляя (10) в уравнение (8) и преобразуя результат,
придем к соотношению

Af “ y2ptq ´ α

yptq f,

выполненному там, где yptq ‰ 0. Такое возможно только, если

Af “ λf, (11)

c некоторой константой λ P C.
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Итак, элемент f ‰ 0 должен быть собственным вектором оператора A с собственным
значением λ P C. Но тогда уравнение (8) с учетом соотношений (10), (11) и при добавлении
двух начальных условий из формулы (9) дает задачу Коши

#
y2ptq “ λ yptq ` α, 0 ď t ď T,

yp0q “ 0, y1p0q “ 0.
(12)

Решение задачи Коши (12) может быть записано в виде

yptq “ α
ch

?
λ t´ 1

λ
,

“
yptq “ αt2{2 при λ “ 0

‰
. (13)

При этом

y1ptq “ α
sh

?
λ t?
λ

,
“
y1ptq “ αt при λ “ 0

‰
. (14)

Так как yptq ı 0 , то число α в формуле (13) должно быть отлично от нуля. Это значе-
ние α p ” y2p0qq выберем позднее.

Для нахождения подходящих значений λ P C воспользуемся последним условием
y1pT q “ 0 из набора (9). При подстановке t “ T в формулу (14) получим уравнение

sh
?
λT?
λ

“ 0. (15)

Корни уравнения (15) выражаются формулой λk “ ´k2π2{T 2, k P N (нахождение корней
элементарно). При подстановке таких значений в формулу (13) получаем функции

ykptq “ ´ αT 2

k2π2

ˆ
cos

kπt

T
´ 1

˙
, k P N, (16)

а соотношение (11) дает серию уравнений

Afk “ ´k2π2

T 2
fk, k P N. (17)

В силу ограничения (7) годятся только нетривиальные решения fk ‰ 0.
Допустим, что какое-то из чисел λk “ ´k2π2{T 2 при некотором k P N является собствен-

ным значением оператора A, и нетривиальное решение fk ‰ 0 существует. Принимая во
внимание выражения (10), (16) и выбирая для удобства α “ ´k2π2{T 2 получим нетривиаль-
ное элементарное решение (6) следующего вида

ukptq “
ˆ
cos

kπt

T
´ 1

˙
fk, gk “ ´k2π2

T 2
fk. (18)

Сформулируем установленный результат.
Лемма 1. Пусть существует k P N, для которого уравнение (17) имеет нетривиальное

решение fk ‰ 0, т.е. число λk “ ´k2π2{T 2 является собственным значением оператора A

с собственном вектором fk P DpAq. Тогда обратная задача (1), (5) имеет нетривиальное
элементарное решение вида (18).

Доказательство. Все предыдущие рассуждения данного пункта дают полное обоснование
леммы 1. Кроме того, прямая подстановка пары (18) в соотношения (1), (5) (с учетом того, что
fk — собственный вектор оператора A) сразу показывает, что эта пара есть нетривиальное
решение однородной обратной задачи (1), (5).
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Лемма 1 обеспечивает необходимое условие («необходимость») в следующем критерии
единственности решения для однородной обратной задачи (1), (5).

4. КРИТЕРИЙ ЕДИНСТВЕННОСТИ

Установим основной результат настоящей работы, дающий полный ответ на вопрос о един-
ственности решения изучаемой обратной задачи. В следующей теореме речь идет о единствен-
ности ослабленного решения puptq, gq, удовлетворяющего ограничениям (3).

Теорема 1. Пусть A — линейный замкнутый оператор. Для того чтобы однородная
обратная задача (1), (5) имела только тривиальное решение uptq ” 0, g “ 0, необходимо и
достаточно, чтобы ни одно из чисел

λk “ ´k2π2

T 2
, k P N, (19)

не являлось собственным значением оператора A.
Доказательство. Необходимость. Пусть число λk “ ´k2π2{T 2 с некоторым k P N явля-

ется собственным значением оператора A, и пусть fk ‰ 0 — соответствующий собственный
вектор из DpAq. Тогда (см. лемму 1) пара (18) служит нетривиальным решением однород-
ной обратной задачи (1), (5). Указанное решение (18) является не только ослабленным, но
и классическим, удовлетворяя ограничения (4).

Докажем теперь достаточность. Предположим, что ни одно из чисел (19) не является
собственным значением оператора A, и пусть puptq, gq — некоторое ослабленное решение
однородной обратной задачи (1), (5). Покажем, что uptq ” 0 и g ” 0.

Определим векторные коэффициенты

fk “
Tż

0

uptq cos
kπt

T
dt, k P N. (20)

Поскольку поведение функции uptq вблизи границ отрезка r 0, T s может «портиться» (см.
условия (3)), зафиксируем малое ε ą 0 и рассмотрим аппроксимации

fk,ε “
T´εż

ε

uptq cos
kπt

T
dt, k P N. (21)

Учитывая замкнутость оператора A и уравнение (1), имеем соотношения

Afk,ε “
T´εż

ε

Auptq cos
kπt

T
dt “

T´εż

ε

u2ptq cos
kπt

T
dt ´ g

T´εż

ε

cos
kπt

T
dt. (22)

Проинтегрируем (22) по частям и получим

Afk,ε “ u1ptq cos
kπt

T

ˇ̌
ˇ̌
T´ε

ε

` kπ

T

T´εż

ε

u1ptq sin
kπt

T
dt ´ g

T´εż

ε

cos
kπt

T
dt “

“
ˆ
u1ptq cos

kπt

T
` kπ

T
uptq sin

kπt

T

˙ˇ̌
ˇ̌
T´ε

ε

´ k2π2

T 2

T´εż

ε

uptq cos
kπt

T
dt´

´ g

T´εż

ε

cos
kπt

T
dt ” hk,ε.
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Устремим теперь ε Ñ 0` . Тогда

fk,ε Ñ
Tż

0

uptq cos
kπt

T
dt ” fk , Afk,ε “ hk,ε Ñ ´ k2π2

T 2

Tż

0

uptq cos
kπt

T
dt ” λk fk

с числами λk из формулы (19). В предельном переходе для hk,ε были использованы элемен-
тарные свойства тригонометрических функций и краевые условия (5).

Вновь учитывая замкнутость оператора A, приходим к соотношениям

fk P DpAq, Afk “ λk fk, k P N,

выполненным для элементов fk из формулы (20) с числами λk вида (19). По предположению
ни одно из чисел (19) не является собственным значением оператора A. Но тогда fk “ 0 для
всех векторных коэффициентов (20).

Итак, установили, что
Tż

0

uptq cos
kπt

T
dt “ 0, @ k P N.

Применяя линейный непрерывный функционал f˚ P E˚, получаем непрерывную скалярную
функцию ψptq “ f˚puptqq, ортогональную на r 0, T s всем функциям cos pkπt{T q со значени-
ями k P N. Такая функция ψptq может быть только константой. Но

ψp0q “ f˚pup0qq “ 0

в силу условия up0q “ 0 (см. (5)). В результате ψptq “ f˚puptqq ” 0 всюду на r 0, T s. Выбор
функционала f˚ P E˚ был произвольным. По теореме Хана–Банаха заключаем, что uptq ”
0 на r 0, T s. Здесь uptq — первый и, как мы установили, равный нулю компонент взятого
решения puptq, gq. Но тогда g “ 0 автоматически (см. уравнение (1)). Решение однородной
обратной задачи (1), (5) может быть только тривиальным. Теорема доказана.

Вернемся к неоднородной обратной задаче (1), (2) и сформулируем следующий заверша-
ющий результат.

Теорема 2. Пусть A — линейный замкнутый оператор. Для того чтобы обратная за-
дача (1), (2) при любом выборе элементов u0,u1,u2 P E имела не более одного ослабленного
решения puptq, gq, необходимо и достаточно, чтобы ни одно из чисел λk вида (19) не явля-
лось собственным значением оператора A.

Теорема 2 прямо следует из теоремы 1 и дает критерий единственности решения обратной
задачи (1), (2) без всяких ограничений на природу оператора A, т. е. без всяких ограничений
на тип эволюционного уравнения (1). Кроме того, из теоремы 2 выводим удобное достаточное
условие единственности решения обратной задачи (1), (2).

Теорема 3. Пусть A — линейный замкнутый оператор, не имеющий собственных зна-
чений на луче p ´8, 0 q. Тогда обратная задача (1), (2) при любом выборе значения T ą 0 и
элементов u0, u1, u2 P E имеет не более одного ослабленного решения.

Доказательство. Все числа вида (19) являются вещественными и отрицательными. По-
этому, по теореме 2, если у оператора A нет собственных значений на луче p ´8, 0 q, то об-
ратная задача (1), (2) не может иметь более одного ослабленного решения puptq, gq.

Дадим несколько иллюстраций на применение полученных результатов.

5. ПРИМЕРЫ

В качестве модельных примеров к доказанным теоремам, рассмотрим три обратные задачи
в прямоугольнике p 0, l q ˆ p 0, T q, где l ą 0, T ą 0 — фиксированные числа.
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Ввиду простоты ситуации, ее «одномерности» по переменной x, выбор основного банахова
пространства E представляется не слишком принципиальным. Для определенности будем
считать, что E “ L2p 0, l q и DpAq “ H2p 0, l q XH1

0 p 0, l q, предполагая, что все последующие
действия соответствуют абстрактной схеме.

Возьмем одно из следующих дифференциальных уравнений: 1) уравнение вынужденных
колебаний струны

uttpx,tq “ uxxpx,tq ` gpxq, 0 ă x ă l, 0 ă t ă T ; (23)

2) эллиптическое уравнение типа Пуассона

uttpx,tq “ ´uxxpx,tq ` gpxq, 0 ă x ă l, 0 ă t ă T ; (24)

3) уравнение с комплексным параметром

uttpx,tq “ iuxxpx,tq ` gpxq, 0 ă x ă l, 0 ă t ă T, (25)

где i — мнимая единица. Независимо от типа уравнения, переменную t считаем условным
эволюционным «временем».

При выборе того или иного уравнения будем добавлять к нему краевые условия

up0,tq “ 0, upl,tq “ 0, (26)

а также условия Коши
upx,0q “ u0pxq, utpx,0q “ u1pxq, (27)

и финальное переопределение
utpx,T q “ u2pxq. (28)

Функции u0pxq, u1pxq, u2pxq предполагаем заданными. Неизвестной каждый раз является па-
ра функции upx,tq и gpxq. Для уравнения Пуассона (24) разделение условий на «краевые»,
«начальные» и «финальное» представляется, конечно, немного искусственным, и весь набор
(26)–(28) можно интерпретировать как одну общую комбинацию краевых условий.

Случай 1. Рассмотрим уравнение колебаний струны (23) с условиями (26)–(28). На отрез-
ке r 0, l s собственные значения оператора A “ d2{dx2 с краевыми условиями первого рода
(см. (26)) имеют вид

µp1q
m “ ´m2π2

l2
, m P N, (29)

т. е. e2
mpxq “ µ

p1q
m empxq с собственными функциями empxq “ sin pmπx{lq.

В случае рационального отношения T { l множества чисел (19) и (29) будут пересекать-
ся, и среди чисел λk вида (19) обязательно найдутся собственные значения оператора A.
Соответственно, по теореме 2, в поставленной обратной задаче (23), (26)–(28) нет свойства
единственности решения.

Поясним подробнее. Пусть T { l “ p{q , где p{q — несократимая рациональная дробь. Воз-
никает связь k{m “ p{q, при которой числа из множества (19) попадают в множество (29).
Полагая k “ np, m “ nq с параметром n P N и учитывая, что q {l “ p{T , получаем нужные
собственные значения

µp1q
m “ µp1q

nq “ ´
´nqπ

l

¯2

“ ´
´npπ
T

¯2

“ λnp “ λk

с соответствующими собственными функциями

empxq “ enqpxq “ sin
nqπx

l
“ sin

npπx

T
“ fnppxq “ fkpxq.
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Применяя теперь формулу (18), имеем бесконечный набор элементарных решений

unppx,tq “
ˆ
cos

npπt

T
´ 1

˙
sin

npπx

T
, gnppxq “ ´n2p2π2

T 2
sin

npπx

T
, n P N,

удовлетворяющих однородной обратной задаче (23), (26)–(28) при выборе однородных усло-
вий u0pxq ” 0, u1pxq ” 0, u2pxq ” 0. Единственность решения обратной задачи, тем самым,
нарушается.

Если же отношение T { l иррационально, то множества чисел (19) и (29) не пересекаются,
и ни одно из чисел (19) не является собственным значением оператора A. Но тогда, по
теореме 2, задача (23), (26)–(28) при любом выборе данных u0pxq, u1pxq, u2pxq имеет не
более одного решения pupx,tq, gpxqq.

Как видим, ситуация подобна той, что обычно встречается в задачах Дирихле для урав-
нений гиперболического типа (см. [6], [7]; см. также [1, с. 140–143] и [3, с. 1619–1620]).

Случай 2. Рассмотрим теперь уравнение Пуассона (24) с условиями (26)–(28). На отрезке
r 0, l s собственные значения оператора A “ ´d2{dx2 с краевыми условиями первого рода (см.
(26)) имеют вид

µp2q
m “ m2π2

l2
, m P N, (30)

т. е. p´e2
mpxqq “ µ

p2q
m empxq с собственными функциями empxq “ sin pmπx{lq .

Ни одно из чисел (30) не попадает на луч p ´8, 0 q. Следовательно, по теореме 3, обратная
задача (24), (26)–(28) всегда имеет не более одного решения.

Случай 3. Рассмотрим, наконец, уравнение (25) с теми же условиями (26)–(28). На от-
резке r 0, l s собственные значения оператора A “ id2{dx2 с краевыми условиями первого
рода (см. (26)) имеют вид

µp3q
m “ ´i m

2π2

l2
, m P N, (31)

т. е. ie2
mpxq “ µ

p3q
m empxq с прежними собственными функциями empxq “ sin pmπx{lq .

Подобно случаю 2, ни одно число (31) не попадает на луч p ´8, 0 q, и по теореме 3 обратная
задача (25), (26)–(28) всегда имеет не более одного решения.

Автор выражает благодарность научному руководителю Тихонову И.В. за ценные советы
при планировании исследования и рекомендации по оформлению работы.
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