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Аннотация. Рассматривается дальнейшее развитие приближенного подхода к реше-
нию граничных задач для идеальных и упругих тел неканонических форм с использова-
нием функций Грина. Поверхность рассеивателя образована фрагментами поверхностей
канонических форм (сфера, бесконечный цилиндр, вытянутый сфероид), различным об-
разом состыкованными между собой. Выражения для функций Грина и их производ-
ных по нормали представляются в виде разложений по собственным функциям соответ-
ствующих систем координат. Для упругих тел неканонических форм амплитудно-фазовое
распределение потенциала и его нормальной производной на поверхности получается из
строгих решений трехмерных (с использованием потенциалов Дебая) и осесимметричных
задач дифракции на соответствующих канонических поверхностях.
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ции Грина, граничные условия, амплитудная и фазовая погрешности, угловые характе-
ристики рассеяния.
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Abstract. Further development of an approximate approach to solving boundary value
problems for ideal and elastic bodies of non-canonical forms using Green’s functions is
considered. The surface of the diffuser is formed by fragments of surfaces of canonical forms
(sphere, infinite cylinder, elongated spheroid), which are joined together in different ways.
Expressions for Green’s functions and their normal derivatives as expansions by Eigen functions
of the corresponding coordinate systems they represented. For elastic bodies of non-canonical
forms, the amplitude-phase distribution of the potential and its normal derivative on the
surface we obtained from rigorous solutions of three-dimensional (using Debye potentials) and
axisymmetric diffraction problems on the corresponding canonical surfaces.
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ВВЕДЕНИЕ

Метод решения задач дифракции звука, основанный на использовании функций Грина
[1–3, 19], первоначально был разработан применительно к телам со смешанными граничны-
ми условиями. В качестве таких тел исследовались сфероид [1] и сфера [3], одна половина
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которых являлась звукомягкой, другая – звукожесткой. Такой подход является приближен-
ным, однако, как показано в [11], в точках контура границы двух полутел граничное условие
выполняется строго и решение здесь является точным.

В данной статье рассматривается вариант дальнейшего развития такого подхода при ре-
шении граничных задач для идеальных и упругих тел неканонических форм, находящихся
в жидкой среде. Поверхность таких тел не может быть отнесена к разряду координатных
систем с разделяющимися переменными в скалярном уравнении Гельмгольца и образуется
фрагментами поверхностей канонических форм (сфера, бесконечный цилиндр, вытянутый
сфероид), различным образом состыкованными между собой.

РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ ДИФРАКЦИИ ДЛЯ ИДЕАЛЬНЫХ ТЕЛ
НЕКАНОНИЧЕСКИХ ФОРМ

Основным исходным соотношением для нахождения звуковых полей рассматриваемых
объектов является математическая формулировка принципа Гельмгольца-Гюйгенса (инте-
грала Кирхгофа), которая определяет поле в пространстве по значениям звукового давления
и его нормальной производной на гладкой выпуклой поверхности, окружающей данное тело
[4–6, 7–9, 10–12 и др.]:

ppr1q “ 1

4π

ż

S

„
ppr0

B
BnGpr1; r0q ´ B

Bnppr0qGpr1; r0q

dS, (1)

где ppr1q — звуковое давление в дальнем поле объекта (зоне Фраунгофера); r1 — радиус-
вектор точки P дальнего поля; S — замкнутая поверхность, окружающая объект с непрерыв-
ной внешней нормалью n; r0 — радиус-вектор точки Q на поверхности S; ppr0q и B

Bnppr0q —
амплитудно-фазовые распределения звукового давления и его градиента на поверхности S;
Gpr1; r0q “ eikR{R, — функция Грина, удовлетворяющая неоднородному уравнению Гельм-
гольца; R “ |r1 ´ r0|; k “ ω{c; ω “ 2πf ; f — частота в Гц, c— скорость звука в жидкой среде,
м/с.

Следует отметить, что использование соотношения (1) не требует обязательного нахожде-
ния поверхности S в ближнем поле объекта, однако, при проведении численных расчетов и
практических измерений для объектов больших размеров, оказывается целесообразной имен-
но такая постановка задачи.

В соответствии с [1–3] потенциал звуковой волны, рассеянной таким комбинированным те-
лом, представляется в виде суммы одночленных интегралов Гюйгенса (2), (3) для отдельных
фрагментов поверхности. При этом интеграл (2) содержит функцию Грина Gp1q, обращаю-
щуюся в ноль на поверхности интегрирования, а интеграл (3) — функцию Грина, имеющую
нулевую производную по нормали к этой поверхности:

ppr1q “ 1

4π

ż

S

ppr0q B
BnG

p1qpr1; r0q dS, (2)

ppr1q “ ´ 1

4π

ż

S

B
Bnppr0qGp2qpr1; r0q dS. (3)

Для более детальной оценки возможностей применения данного подхода проведем расчет-
ный анализ амплитудной и фазовой погрешностей при расчетах дальнего поля для различных
вариантов: геометрической формы, волнового размера объекта, типа однородного граничного
условия на поверхности S, а также положения точки наблюдения.

Рассмотрим следующие варианты форм поверхности S: 1) боковой поверхности цилиндра
длиной L, ограниченного по торцам полусферами радиуса a (L{a “ 20); 2) того же цилиндра,
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ограниченного по торцам полусферой радиуса a и вытянутым полусфероидом с половиной
межфокусного расстояния h0 (h0 “ L), ξ “ 1,005 (что соответствует отношению полуосей
1 : 10); 3) того же цилиндра, ограниченного по торцам аналогичными полусфероидами; 4) по-
лусферы радиуса a, состыкованной с вытянутым полусфероидом (рис. 1).

Рис. 1. Варианты форм поверхностей неканонической формы.

Введем системы координат, связанные с соответствующими фрагментами поверхностей
канонических форм: цилиндрических r1, z1, ϕ1, сферических r1, θ1, ϕ1, вытянутых сфероидаль-
ных, ξ1, η1, ϕ1, а также системы сферических R, θ, ϕ и круговых цилиндрических координат
r, z, ϕ, связанные с центром O (см. рис. 1).

В принятых системах координат выражения для функций Грина и их производных по
нормали могут быть записаны в виде [13–15]:

1) для цилиндра:

Gц,
BGp1q

ц

Br1
ц

pr, z, ϕ, r1, z, ϕ1q “

“ eikpR´z1 cos θq

R

n“`8ÿ

n“´8
einpϕ´ϕ1´π{2q

«
Jnpkr1 sin θq ´ ΩJnpkr0 sin θq

ΩH
p1q
n pkr0 sin θq

Hp1q
n pkr1 sin θq

ff
, (4)

2) для сферы:

Gсф,
BGсф

Br1
сф

pr; θ;ϕ; r1; θ1;ϕ1q “ ik

8ÿ

n“0

p2n` 1q
nÿ

m“´n

pn´mq!
pn`mq!e

impϕ´ϕ1qPmn pcos θ1qˆ

ˆ Pmn pcos θq
«
jnpkr1q ´ Ωjnpkr0q

Ωh
p1q
n pkr0q

hp1q
n pkr1q

ff
hp1q
n pkRq, (5)

3) для сфероида:

G
p2q
сфрд,

BGp1q
сфрд

Bξ1 pξ, η, ϕ, ξ1, η1, ϕ1q “ 2ik

m“8ÿ

m“0

n“8ÿ

něm

2 ´ δ0m

NmnpCq ˆ SmnpC, ηqSmnpC, η1qˆ

ˆ cosrmpϕ ´ ϕ1qs
«
Rp1q
mnpC, ξ1qRp3q

mnpC, ξq ´ ΩR
p1q
mnpC, ξ1q

ΩR
p3q
mnpC, ξq

Rp3q
mnpC, ξ1qRp3q

mnpC, ξq
ff
, (6)

где Jn, jn, H
p1q
n , hp1q

n — функции Бесселя и Ханкеля 1-го рода соответственно; Pmn — присоеди-
ненные полиномы Лежандра; r0 “ a; SmnpC, ηq — вытянутые угловые сфероидальные функ-

ции; Rp1q
mnpC, ξq, Rp3q

mnpC, ξq — вытянутые радиальные сфероидальные функции 1-го и 3-го ро-

дов соответственно; C “ kh0 — волновой размер сфероида; NmnpCq “
1ş

´1

rSmnpC, ηqs2 dη—
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норма для вытянутых угловых сфероидальных функций; δom — символ Кронекера (δoo “ 1,
δom “ 0 при m ě 1); символом Ω обозначено:

Ω “

$
’’&
’’%

1, для Gp2q
ц, сф.

B
Br1

ц, сф

ˇ̌
ˇ̌
ˇ r

1
ц, сф “ r0, для

BGp1q
ц, сф

Br1
ц, сф

,
//.
//-
,Ω “

$
’’&
’’%

1, для Gp2q
сфрд.

B
Bξ1

сфрд

ˇ̌
ˇ̌
ˇ ξ

1
сфрд “ ξ0, для

BGp1q
сфрд

Bξ1
сфрд

,
//.
//-
,

По существующим оценкам [10–12, 16] для получения неискаженных результатов в даль-
нем поле шаг дискретизации поверхности S в направлении любой из координат должен со-
ставлять: hд ď λ{2 (λ— длина звуковой волны в жидкости). Кроме того, опыт численных
экспериментов [18, 19] показывает, что при значениях hд „ λ{4 величина погрешности расче-
тов составляет „ 3%, а для ее снижения до уровня „ 1% требуется уменьшение hд в среднем
до „ λ{10. Очевидно, что эти значения должны корректироваться в зависимости от волнового
размера и конфигурации поверхности, поэтому в данной работе для более детальной оценки
характера погрешности в каждом конкретном случае был проведен численный анализ.

Специально разработанная программа [7–9] позволяла в зависимости от степени осцил-
ляции подынтегрального выражения выбирать значение hд автоматически (например, при
сгущении точек вблизи углов, моделируемых закруглениями малого радиуса и т. п.) и полу-
чать значения интегралов (2), (3) с заданной точностью. Значения амплитудной погрешности
метода ∆,дБ определялись на основе соотношения:

∆ “ 20 lg
|ppr1q|

|p0| ,дБ (7)

где ppr1q получено на основе (2), (3), (4)–(6) по амплитудно-фазовому распределению звуко-
вого давления и его градиента на поверхности S от источников, расположенных внутри нее;
p0 — звуковое давление, создаваемое источниками при отсутствии S.

Рис. 2. Амплитудная погрешность метода функций Грина ∆, дБ для акустически “мягкой”
поверхности (вариант № 1): 1) ka “ 1,0; 2) ka “ 2,0; 3) ka “ 3,0.

Результаты расчета ∆ для варианта № 1 (см. рис. 1) показаны на рис. 2 (однородное усло-
вие Неймана) и рис. 3 (однородное условие Дирихле). Расчетный анализ показал также, что
уменьшение волновой длины цилиндра kL в среднем в 2 ˜ 3 раза (по сравнению с рассмот-
ренной выше) практически не влияет на амплитудную погрешность ∆ в диапазоне углов
θ “„ 600 . . . „ 120˝, но приводит к ее возрастанию в остальных случаях на „ 3 ˜ 3 дБ).
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Рис. 3. То же для акустически “жесткой” поверхности.

Значения фазовой погрешности ∆ϕ “ ϕp ´ϕ0, град. (ϕp; ϕ0 — фазы звуковых давлений ppr1q
и p0 соответственно) в рассматриваемых диапазонах ka и θ составляют в среднем 3˝ ˜ 15˝.

Для варианта № 2 с учетом поправки на несимметричность поверхности относительно
плоскости xoy результаты анализа оказались достаточно схожими с приведенными выше.
Величины погрешностей для варианта № 3 при однородном условии Неймана на „ 0,5˜1,0 дБ
ниже значений, полученных для варианта № 1. Для однородного условия Дирихле результат
по данному варианту оказывается также более точным, чем в предыдущих случаях: при θ “
0˝ . . . 30˝ и 150˝ . . . 180˝ |∆| ď 1 дБ, а в остальных направлениях |∆| Ñ 0. Для варианта № 4
при всех углах наблюдения (кроме траверзного) погрешность метода в среднем составляет
„ 2 ˜ 3 дБ. Кроме того, для всех рассмотренных вариантов при θ “ 90˝˘ „ 15˝ получены
результаты, близкие к приведенным в [1–3, 19] для точек контура границы двух полутел, а
именно: ∆ „ 0 ˜ 1 дБ.

Перейдем к решению модельных задач дифракции звука на телах неканонической формы.
Для определения значений рассеянного звукового давления pspr0q и его градиента Bpspr0q{Bn
на поверхности рассеивателя используем следующие соотношения:

для однородного условия Дирихле:

pspr0q “ ´pipr0q; (8)

для однородного условия Неймана:

Bpspr0q{Bn “ ´Bpipr0q{Bn, (9)

где pspr0q и pipr0q — звуковые давления в рассеянной и падающей волнах соответственно,
связанные с потенциалами плоской монохроматической волны единичной амплитуды ΦS, Φi
известным соотношением:

pi,Spr0q “ ´iωρΦi,S, (10)

где ρ— плотность невозмущенной среды.
Все потенциалы представим в виде разложений в ряды по собственным функциям в соот-

ветствующих системах координат [6, 19]:
1) для сферических частей поверхности:

Φi “
8ÿ

n“0

8ÿ

m“0

εni
´np2m ` 1qpn´mq!

pn`mq! cosmϕP
m
n pcos θqjnpkrq; (11)

ΦSpr, θq “ ´
8ÿ

m“0

i´mp2m ` 1qPmpcos θqhp1q
m pkrq Ωjmpkr1q

Ωh
p1q
m pkr1q

; (12)

где εn “ 1 (n “ 0); εn “ 2 (n ‰ 0); Ω “ 1— для абсолютно мягкой и Ω “ B{Br|r“r1 — для
абсолютно жесткой сфер.
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2) для цилиндрического элемента рассеивателя:

Φipr, θ, ϕq “ ´
8ÿ

m“0

εmp´iqmJ p1q
m pkr ¨ sin θq cosmϕ; (13)

ΦSpr, θ, ϕq “ ´
8ÿ

m“0

εmi
´mHp1q

m pkr ¨ sin θq cosϕ ΩJmpkr1 ¨ sin θ
ΩH

p1q
m pkr1 ¨ sin θq

; (14)

3) для идеального вытянутого сфероида с использованием асимптотики для радиальной
сфероидальной функции 3-го рода при ξ Ñ 8:

Rp3q
m,npC, ξq|ξÑ8 Ñ pC, ξq´1 exp riCξ ` ipn ` 1qπ{2s ; (15)

получим:

Φipξ,η,ϕq “ exp p´ikr cos θq “ 2

8ÿ

m“0

8ÿ

něm
i´nεmS̄m,n

`
C, cos θ1˘ˆ

ˆ S̄m,n pC,ηqRp1q
m,n pC,ξq cos m

`
ϕ ´ ϕ1˘ , (16)

ΦSpξ, η, ϕq “ ´2

8ÿ

m“0

8ÿ

něm

εmi
´n

NmnpCqSmnCpC, ηqSmnpC, η1qRp3q
mnpC, ξqˆ

ˆ cosrmpϕ ´ ϕ1qs ¨
«
ΩR

p1q
mnpC, ξ1q

ΩR
p3q
mnpC, ξ1q

ff
, (17)

Рис. 4. Модули угловых характеристик жестких рассеивателей неканонической формы Rэкв

при ka “ 1,0 для вариантов: 1) — № 1; 2) — № 2; 3) — № 3; а) — θ “ 90˝; б) — θ “ 60˝; в) —
θ “ 30˝.

На основании приведенных соотношений и алгоритма, изложенного выше, были выполне-
ны расчеты зависимостей Rэкв “ 2 |D pθ;ϕq| (где D pθ;ϕq — угловая характеристика рассея-
ния) для абсолютно жестких и абсолютно мягких объектов неканонической формы. На рис. 4
для примера показаны угловые характеристики жестких рассеивателей в плоскости xoz при
ka “ 1,0 для вариантов: № 1 (кривая 1), № 2 (кривая 2) и № 3 (кривая 3) и углов облучения
θ “ 90˝, 60˝ и 30˝.
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Рис. 5. Модули угловых характеристик Rэкв жесткого рассеивателя неканонической формы
(1) и жесткого вытянутого сфероида (2): а) θ “ 90˝; C “ 3,1; б) θ “ 90˝; C “ 5,0; в) θ “ 0˝;
C “ 3,1; г) θ “ 0˝; C “ 10,0.

ВЕСТНИК ВГУ. СЕРИЯ: ФИЗИКА. МАТЕМАТИКА. 2019. № 3 31



С. Л. Ильменков, Д. Ю. Просовецкий, С. А. Ткаченко, П. В. Рыбянец

На рисунках отчётливо наблюдается дифракционный (теневой) лепесток, который рас-
тёт и сужается с ростом частоты. При θ “ 60˝ и 30˝ зеркальный лепесток с увеличением
частоты ведёт себя подобно теневому, но в отличие от него ограничен асимптотически. При
одинаковой суммарной длине рассеивателей ширина зеркальных и дифракционных лепестков
уменьшается с увеличением длины цилиндрической вставки L.

Полученные зависимости весьма схожи с угловыми диаграммами рассеяния вытянутых
идеальных сфероидов с соотношением полуосей 1 : 10 [20–22]. Это можно видеть, например,
на рис. 5, где показаны угловые зависимости Rэкв жесткого рассеивателя (вариант № 1, L “
20a), рассчитанные по методу функций Грина (кривая 1) и аналогичные зависимости для
жесткого вытянутого сфероида ( ξ0 “ 1,005, соотношение полуосей 1 : 10, C “ kh0, кривая
2), взятые из работы [6] для тех же волновых размеров и углов локации.

Сравнение результатов расчета |D pθ;ϕq |, выполненных методами: функций Грина, T-
матриц и интегрального уравнения Фредгольма 2-го рода для идентичных объектов некано-
нических форм показало приемлемое совпадение результатов [6, 19]. В отличие от работ [6,
23, 24], в которых использовался метод интегральных уравнений и был выполнен расчёт для
тела неканонической формы с короткой цилиндрической вставкой, в данном исследовании
цилиндрическая вставка L была заметно длиннее.

РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ ДИФРАКЦИИ ДЛЯ УПРУГИХ ТЕЛ
НЕКАНОНИЧЕСКИХ ФОРМ

Распространим данный подход на упругие тела аналогичных неканонических форм, ис-
пользуя (1) и выбирая функцию Грина в виде потенциала точечного источника. При этом
значения ppr0q и B

Bnppr0q на поверхности рассеивателей получим из строгих решений задач
дифракции на изотропных оболочках: трехмерной — на бесконечной цилиндрической, осе-
симметричных — на сфероидальной и сферической. Данные решения базируются на методах
динамической теории упругости, разделения переменных и использовании потенциалов Де-
бая (в трехмерном случае) [6, 19].

Для рассеивателя в форме упругой круговой цилиндрической оболочки конечной длины
L, ограниченной по торцам половинами вытянутой сфероидальной оболочки с полуфокус-
ным расстоянием h0 (рис. 6,а) были выполнены расчеты |Dpϕq| при θ “ 90˝ для нескольких
значений волновых размеров ka, материалов и волновых толщин kh.

Рис. 6. Упругая оболочка, составленная из фрагментов цилиндрической, сфероидальной (а)
и сферической (б) частей.

Геометрические параметры рассеивателя принимались следующими: L “ h0 “ 10a; a1 `
a ` h; ξ0 “ 1.005075; ξ1 “ 1.005. Результаты расчетов в плоскости xoy представлены на
риc. 7: а) ka “ 0,5; (C “ 5); kh “ 0,005; б) ka “ 0,5; kh “ 0,01; в) ka “ 1,0; (C “ 10);
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Рис. 7. Модули угловых характеристик |Dpϕq| рассеивателя в форме цилиндра с полусферо-
идами по торцам: а) ka “ 0,5; kh “ 0,005; б) ka “ 0,5; kh “ 0,01; в) ka “ 1,0; kh “ 0,005.

kh “ 0,005. Кривая 1 соответствует абсолютно жесткому телу той же формы, кривая 2 —
стальной, кривая 3 — алюминиевой оболочкам.

В качестве второго варианта рассеивателя неканонической формы была рассмотрена упру-
гая оболочка, образованная соединением конечной цилиндрической оболочки (L “ 20a;
a1 ` a ` h) и двух полусферических (торцевых) оболочек того же диаметра (рис. 6,б). Ре-
зультаты расчета для данного варианта рассеивателя имеют вид, в целом аналогичный при-
веденным на рис. 7.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Анализ рассчитанных характеристик рассеяния для идеальных и упругих тел с неканони-
ческой формой поверхности подтверждает эффективность предложенного подхода, основан-
ного на использовании функций Грина, и позволяет сформулировать следующие выводы:

1) вид и угловое положение зеркальных и дифракционных лепестков полностью соответ-
ствуют физическим представлениям и параметрам рассеивателя;

2) при ka „ 1,0 характеристики рассеяния стальной оболочки в освещенной области в
целом близки к таковым для абсолютно жесткого тела;

3) при ka ě 1,0 поведение упругих оболочек оказывается более сложным, в частности,
увеличивается рассеяние в поперечном направлении, превышающее рассеяние на жестком
теле (особенно с приближением к одной из резонансных частот);

4) на низких частотах (ka „ď 0,25) в характере рассеяния у стальной оболочки преобла-
дает “мягкий” фон ее полости и влияние толщины практически отсутствует.

Работа выполнена при финансовой поддержке гранта РФФИ № 19–08–00941 (участие
С. А. Ткаченко) и гранта Президента РФ МК–933.2019.8 (участие Д. Ю. Просовецкого).
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