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Аннотация. В статье сформулированы условия, гарантирующие существование по-
чти периодического по Бору решения дифференциального включения с диссиаптивным
оператором. Условия формулируются в терминах почти периодичности по Степанову.
Полученный результат применяется для исследования квазипараболического уравнения.
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Abstract. The article formulates the conditions guaranteeing the existence of an almost
periodic solution of differential inclusion according to Bohr. Conditions are formulated in terms
of almost periodicity according to Stepanov. The result used to study the quasi-parabolic
equation.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Вопросу существования и единственности почти периодического по Бору решения диффе-
ренциального включения в банаховом пространстве, посвящено большое количество работ. В
работе [1] устанавливаются условия, гарантирующие существование и единственность почти
периодического по Бору решения дифференциального включения

du

dt
ptq P Aptqu, t P R (EV)

заданного в вещественном банаховом пространстве X, при условии, что верна оценка

´ ru´ v, ´ ξu psq ` ξv ptqs ď θ ps,tq ´ ω }u ´ v} , (1)

где ξu psq P Apsq, ξv ptq P Aptq и

θ ps,tq “
lÿ

k“1

}gkptq ´ gkpsq}, s,t P R, (2)

причем, каждая функция gk : R Ñ X является почти периодической по Бору. Операция ru,vs
(см. [2]), определяется следующим образом,

ru,vs “ lim
λÓ0

}u ` λv} ´ }u}
λ

, (3)
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для u,v P X. Кроме того, требуется, чтобы резольвенты Rλptq “ pI ´ λAptqq´1 были компакт-
ными операторами. В настоящей работе предпринимается попытка, установить более общие
условия, накладываемые на семейство операторов Aptq, при выполнении которых диффе-
ренциальное включение (EV) имеет единственное почти периодическое по Бору решение. В
частности, требуется, чтобы функции gk : R Ñ X в неравенстве (2) были почти периодиче-
скими по Степанову.

Напомним определение почти периодической функции по Бору (см. [3] гл. I.1)

Определение 1. Множество D Ă R относительно плотно, если существует число l ą 0,

такое, что любой интервал ra,a` ls имеет непустое пересечение с D.

Определение 2. Число τ называется ε´почти периодом функции f : R Ñ X, если

sup
tPR

}fpt` τq ´ fptq} ď ε. (4)

Определение 3. Непрерывная функция f : R Ñ X называется почти периодической по
Бору функцией, если для любого ε ą 0, множество ε´почти периодов относительно плотно
в R.

Пусть f : R Ñ X — измеримая в смысле Лебега-Бохнера функция. Тогда при фиксирован-
ном t P R будет измерима функция, определяемая равенством

p rfptqqpsq “ fpt` sq ps P r0,1sq.

Таким образом, можно определить отображение rf, которое каждому числу t P R ставит в
соответствие измеримую функцию fpt ` sqps P r0,1sq. Через Lpr0,1s,Xq обозначим банахово
пространство измеримых функций ϕ : r0,1s Ñ X с нормой

}ϕ}1 “
ż 1

0

}ϕpsq} ds.

Приведем определение почти периодической функции по Степанову ([3]).

Определение 4. Функция f : R Ñ X называется почти периодической по Степанову, если
определенная указанным выше образом функция rf, является почти периодической по Бору
функцией заданной на R со значениями в Lpr0,1s,Xq.

2. ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ

Пусть J “ ra,bq , где ´8 ă a ď b ď `8. Обозначим Cb pJ,Xq банахово пространство
ограниченных непрерывных функций, действующих из J в X, с равномерной нормой } ¨ }8.
Символом I обозначим тождественное отображение из X в X.

Определим оператор сдвига следующим образом:

Tsfptq :“ fps` tq, s,t P R

и дадим эквивалентное определение почти периодической по Бору функции (см. [3]): непре-
рывная функция f является почти периодической по Бору функцией тогда, и только то-
гда, когда множество ее сдвигов Tsf : t ÞÑ fps ` tq относительно компактно в пространстве
Cb pR,Xq.
Определение 5. Эволюционный оператор. Пусть Γ “

 
ps,tq P R

2, s ď t
(

и C pX,Xq обо-
значает множество непрерывных отображений из X в себя. Отображение S : Γ ÝÑ C pX,Xq
будем называть эволюционным оператором на X, если выполняются два следующих условия:

(a) Для любого фиксированного x P X, функция S p¨,¨q x непрерывна на Γ.
(b) Для любых pt,sq,ps,rq P Γ, имеет место равенство S ps,tq ˝ S pr,sq “ S pr,tq и S pt,tq “ I.
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Напомним определение полной траектории (см. [4]).

Определение 6. Полная траектория. Решение (EV). Непрерывную функцию u : R Ñ X

будем называть полной траекторией эволюционного оператора S если, для любых s,t P R,

верна импликация
s ď t ñ uptq “ Sps,tqupsq .

Если функция u является полной траекторией и множество upRq относительно компактно в
X, то u называют компактной полной траекторией. Если же в определении полной траектории
R заменить на R`, то функция u будет называться положительной траекторией (см. [4]).
Если S эволюционный оператор порожденный Aptq, (см. определение 7), то такую полную
траекторию u будем называть решением pEV q

Пусть tAptq|t P Ru семейство многозначных операторов на X. Пусть u0 P X и J “ ra,bq ,
где ´8 ă a ď b ď `8. Обозначим EV pJ,u0q эволюционную задачу

#
du

dt
ptq P Aptqu, t P J,

upaq “ u0.
(5)

Под решением EV pJ,u0q здесь и далее подразумевается слабое решение EV
`
J, u0

˘
(см. опре-

деление в [2], [4], [5], [6]). Такое решение является непрерывным пределом дискретных схем.
Приведем адаптированное из [1] определение дискретной схемы . Пусть t0 ă t1 ă ... ă tN
является разбиением отрезка rt0,tN s. Систему разностных включений

vi ´ vi´1

ti ´ ti´1

P Aptiqvi i “ 1,...,N,

называют дискретной схемой дифференциального включения u1ptq P Aptquptq и обознача-
ют DAp¨qpt0,...tN q. Решением дискретной схемы DAp¨qpt0,...tN q называют кусочно-постоянную
функцию v : rt0,tN s Ñ X, чьи значения vpt0q “ v0, vptq “ vptiq “ vi на полуинтервале
pti´1, tis, i “ 1,2,...,N удовлетворяют приведенной выше системе разностных включению.

Условия (i — iiii), приведенные ниже, накладываемые нами на семейство многозначных
операторов tAptq|t P Ru позволяют ограничиться случаем равномерных разбиений, исполь-
зующихся в построении дискретных схем (см. [5]) и гарантируют единственность решения.
Заметим, что если J 1 “ rc,ds, где c ă d, компактный подинтервал J “ ra,bq, и функция u

является решением EV pJ,u0q, тогда сужение u|J 1 является решением EV pJ 1,upcqq.
Приведенные ниже четыре адаптированных определения взяты из [4].

Определение 7. Если при любом u0 P X и любых s ă t решение u задачи EV prs,ts,u0q
совпадает со значением Sps,tqu0, то оператор Spt, sq порождается оператором Aptq.

Определение 8. Многозначный оператор Apsq, действующий в X, является диссипативным,
если оператор ´Apsq является акреативным, то есть, для любых pu,ξu psqq P A psq , pv,ξv psqq P
A psq , верна оценка (1)

Определение 9. Диссипативный оператор Aptq действующий в пространстве X называется
m-диссипативным, если RpI ´ λAptqq “ X для всех λ ą 0.

Определение 10. Множество W. Скажем, что функция θ : R1 ˆ R1 Ñ R1 принадлежит
множеству W , если найдется конечный набор почти периодических по Степанову функций
gk : R Ñ X, k “ 1, ¨ ¨ ¨ , l таких, что

θ ps,tq “
lÿ

k“1

}gkptq ´ gkpsq}, s,t P R.
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Легко проверить, что, если функции gk : R Ñ X, k “ 1, ¨ ¨ ¨ , l почти периодические по
Степанову, то и функция F : R Ñ X l, заданная равенством F ptq “ pg1ptq, g2ptq, ..., glptqq также
является почти периодической по Степанову. Всюду в дальнейшем под F будем подразуме-
вать указанную выше функцию.

Следующие три свойства аналогичны приведенным в [4].

(i) Для некоторого ω ą 0, каждый оператор A ptq ` ωI является нелинейным, многознач-
ным, m-диссипативным оператором на X с всюду плотной областью определения.

(ii) Для всех s, t P R
` и всех pu,ξu psqq P A psq , pv,ξv ptqq P A ptq , выполняется неравенство

(1).

(iii)
θ P W

Определение 11. Условия A pθ,ωq . Пусть ω ą 0. Скажем, что семейство операторов Aptq
обладает свойством A pθ,ωq , если для него выполняются перечисленные выше условия (i), (ii)
и (iii).

Напомним интегральное неравенство Бениляна для слабых решений (см. [7]). Пусть
функция u является решением задачи EV

`
rs,T q , u0

˘
, а v является решением задачи

EV
`
rs` τ,T ` τq , v0

˘
, гле τ P R некоторое фиксированное число. Тогда при t P rs,T q имеет

место оценка

}uptq ´ vpt ` τq} ď e´ωpt´sq}u0 ´ v0} ` e´ωpt´sq
ż t´s

0

eωσθpσ ` s,σ ` s` τqdσ. (6)

Более того, если pw0,xw0q P Apsq, то тогда

}uptq ´ w0} ď e´ωpt´sq}u0 ´w0} ` e´ωpt´sq
ż t´s

0

eωσ pθpσ ` s,0q ` }xw0}q dσ. (7)

3. ОСНОВНОЙ РЕЗУЛЬТАТ

Сначала сформулируем и докажем следующую лемму.

Лемма 1. Предположим, что выполнены условия A pθ,ωq . Пусть u0 P X и uptq “ Spt,0qu0.
Тогда множество u pR`q предкомпактно.

Доказательство. Для t ě 0 положим uptq “ Spt,0qu0. Из (7) следует, что

M :“ sup
tě0

}uptq} ă `8.

Зафиксируем ε ą 0 и выберем Tε так, чтобы

e´ωTεM ď ε

4
.

Мы можем взять Tε достаточно большим, чтобы любой интервал ra,a ` Tεs содержал η-период
почти периодической по Степанову функции F , где

η “ εω

2
.
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В частности, каждый интервал

Ik “ rkTε, pk ` 3qTεs , где k P N,

содержит η-период функции F (см. [3]), т.е.

pk,ε P Ik.

Из (7) также следует, что для t ě 0 верна оценка

}uptq ´ upt` pk,εq} ď e´ωt}u0 ´ uppk,εq}

`e´ωt

ż t

0

eωσθpσ,σ ` pk,εqdσ.

Следовательно, в силу выбора Tε и pk,ε, при t P rTε,3Tεs , имеет место неравенство

}uptq ´ upt` pk,εq} ď ε{2 ` η{ω
ď ε{2 ` ε{2
ď ε.

(8)

Но из оценок
pk,ε ` Tε ď pk ` 2qTε и pk ` 3qTε ď pk,ε ` 3Tε

следует включение

rpk ` 2qTε,pk ` 3qTεs Ă rpk,ε ` Tε, pk,ε ` 3Tεs , k P N,

а значит и включение

u

˜`8ď

k“0

rpk ` 2qTε,pk ` 3qTεs
¸

Ă u

˜
k“`8ď

k“0

u rpk,ε ` Tε,pk,ε ` 3Tεs
¸
,

переписав которое в другом виде, получим

u pr2Tε,` 8rq Ă u

˜
k“`8ď

k“0

rpk,ε ` Tε,pk,ε ` 3Tεs
¸
. (9)

Так как функция u непрерывна, то множество

K :“ u pr0,3Tεsq ,

является компактом в X. Из (8) и (9) следует, что

x P u
`
R

`˘ ñ dist px,Kq ď ε,

где, dist px,Kq обозначает расстояние от x до множества K. Из компактности множества K
следует, что множество u pR`q предкомпактно. Доказательство леммы 1 завершено.

Сформулируем наш основной результат.

Теорема 12. Существование почти периодического по Бору решения. Предполо-
жим, что для pAptqqtPR выполняется условие Apθ,ωq, тогда pEV q имеет почти периодиче-
ское по Бору решение.

Доказательство Теоремы 12 опирается на следующие утверждения.
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Предложение 13. Существует строго возрастающая последовательность положитель-
ных вещественных чисел trku таких, что limk rk “ `8 и

sup
tPR

ż 1

0

θpt` s,t` s` rkqds ď 1

2k
. (10)

Доказательство: для любого k P N, найдется вещественное число rk, являющееся 2´k-почти
периодом одновременно для всех gi,i “ 1..l. Используя определение почти периодичности по
Степанову функций gi,i “ 1..l и применяя индукцию, получим требуемый результат. ˝

Предложение 14. Подходящий сдвиг. Зафиксируем u0 P X. Пусть uptq “ Sp0,tqu0 при
t ě 0 является решением EV p0, ` 8,u0q и пусть trku является последовательностью по-
строенной в Предложении 13. Тогда найдется строго возрастающая последовательность
положительных вещественных чисел tpku таких, что

• (i) tpku является подпоследовательностью trku;

• (ii) tuppk ´mq | k P Nu сходится в X при всех m P N (если pk ´m ă 0 можно считать
upnk ´mq “ 0).

Доказательство предложения 14: диагональный процесс. В силу Леммы 1, u pR`q предком-
пактно в X. Применяя принцип математической индукции, для любового m P N, найдем
строго возрастающую последовательность tσmpjqu вещественных чисел такую, что после-
довательность tupσmpjq ´ qq | j P Nu сходится в X при любом q P t0,1, ¨ ¨ ¨ ,mu : для этого в
качестве tσqpjqu выберем подходящую последовательность tσq´1pjqu , начинающуюся с

tσ´1pkqu :“ trku .

Применение диагонального процесса

tσkpkqu :“ tpku

гарантирует выполнение сформулированных условий (i) и (ii) Предложения 14. Таким обра-
зом доказательство Предложения 14 завершено. ˝

Предложение 15. Существование предкомпактной полной траектории. Пусть
uptq “ Spt,0qu0 при t ě 0 является положительной траекторией. Тогда существует полная
компактная траектория для S.

Доказательство.

Пусть tpku последовательность из Предложения 14. Покажем, что существует функция
w P C pR,Xq , такая, что последовательность tTpku | k P Nu равномерно сходится к w на любом
компактном подмножестве R.

Для произвольного m P N определим Im :“ r´m,`8r и положим

vkptq :“ uppk ` tq, t ě ´pk.
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Пусть m P N. Для t P Im и i,j P N таких, что pi ě m и pj ě m, будем иметь

}viptq ´ vjptq} “ }Sp0,t ` piqu0 ´ Sp0,t ` pjqu0}
“ }Sp0,t `m` pi ´mqu0 ´ Sp0,t `m` pj ´mqu0}
ď }Sppi ´m,t`m` pi ´mq ˝ Sp0,pi ´mqu0

´Sppj ´m,t`m` pj ´mq ˝ Sp0,pj ´mqu0}

ď }Sppi ´m,pt`mq ` pi ´mquppi ´mq´
Sppj ´m,pt`mq ` pj ´mquppj ´mq}

ď e´ωpt`mq}uppi ´mq ´ uppj ´mq}
`e´ωpt`mq şt`m

0
eωsθp´m` s` pi, ´m` s` pjqds

ď e´ωpt`mq}vip´mq ´ vjp´mq}
`e´ωpt`mq şt`m

0
eωs pθp´m` s` pi,´m` sq

` θp´m` s,´m` s` pjqq ds

ď e´ωpt`mq}vip´mq ´ vjp´mq} `
ˆ

1

2i
` 1

2j

˙
1 ´ e´ωpt`mq

1 ´ e´ω
.

Приведенная выше цепочка неравенств следует из неравенства Бениляна и (10) (при pk ě rk).
Заметим, что из (14) следует фундаментальность последовательности pvkqk в Cb pIm,Xq .

Следовательно для всех m P N, последовательность pvkqk сходится к некоторой функции wm

в Cb pIm,Xq . Так как wmptq “ wpptq при m ď p и t P Im, мы можем определить w : R Ñ X как

wptq :“ wmptq, t P R,

где m :“ mptq любое положительное целое число такое, что t ě ´m.
Пусть τ, t P R причем τ ď t. Из непрерывности x ÞÑ Spτ,tqx следует, что

wptq “ limk Sp0,t ` pkqu0
“ limk Spτ ` pk,t` pkq ˝ Sp0,τ ` pkqu0
“ limk Spτ ` pk,t` pkq pvkpτqq .

(11)

Но, в силу неравенства Бениляна верна оценка

}Spτ ` pk,t` pkqvkpτq ´ Spτ,tqwpτq}
ď e´ωpt´τq}vkpτq ´ wpτq} ` e´ωpt´τq şt´τ

0
eωs}Tpkfpτ ` sq ´ fpτ ` sq}ds

ď e´ωpt´τq
˜

}vkpτq ´ wpτq} ` 1

2k
1 ´ e´ωpt´τq

1 ´ e´ω

¸
.

(12)

Так как, по определению wpτq “ limk vkpτq то, используя (11) и (12), мы получим

Spτ,tqwpτq “ wptqp“ lim
k
Spτ ` pk,t ` pkq pvkpτqqq.

Следовательно, w является решением эволюционной задачи (5).
Из 1 и включения

wpRq Ă upR`q,
заключаем, что траектория wpRq относительно компактна (т.е. предкомпактна). ˝

Доказательство Теоремы 12.
Теперь докажем, что функция w построенная в предложении 15 является почти периоди-

ческой по Бору функцией.
Пусть ε ą 0 и p P R. Положим

M :“ sup
sPR

}wpsq}, δp :“ max
iPt1..lu

}Tpgi ´ gi}S .
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Выберем α ą 0 достаточно большим, чтобы

4Me´ωα ă ε.

Для произвольного τ P R определим
t :“ τ ´ α.

Тогда
}Tppwqpτq ´ wpτq} “ }Spt` p,t` p` αqwpt ` pq ´ Spt,t` αqwptq}

ď e´ωα}wpt ` pq ´ wptq}
`e´ωα

şα
0
eωsθpp` s` t,s` tqds

ď 2Me´ωα ` δp
1 ´ e´ωα

1 ´ e´ω

ď ε

2
` δp

1

1 ´ e´ω
.

Таким образом получаем, что если

η :“ ε

2
ω,

то каждый η´почти период p почти периодической по Степанову функции F, является
ε´почти периодом функции w. Следовательно, w является почти периодической по Бору
функцией, так как множество ее ε´почти периодов относительно плотно в R. Доказатель-
ство теоремы 12 завершено. ˝

4. УРАВНЕНИЕ ВТОРОГО ПОРЯДКА

Рассмотрим следующее квазипараболическое уравнение с краевой задачей

pBV P2q “

$
&
%

vt “ ϕ pvqxx ´ ωv, pt,xq P R ˆ r0,1s
pϕpvqqx pt,0q “ g0 ptq , t P R

pϕpvqqx pt,1q “ g1 ptq , t P R.

Заметим, что данная краевая задача отличается от рассматриваемой в примере 4.9 на стр.
112 монографии [12], так как в последней граничные условия совпадают

Предположим, что g0 и g1 являются почти периодическими по Степанову функциями.
Пусть функция ϕ P C2 pRq строго возрастает и ϕ pRq “ R.

Положим S1 “ r0,1s и X “ L
1pS1q. Определим семейство операторов A ptq с точностью до

множества меры нуль следующим образом:
$
&
%

A ptq v “ ϕ pvqxx ´ ωv,

D pA ptqq “ tv P X : pϕpvqqx p0q “ g0 ptq , pϕpvqqx p1q “ g1 ptq и ϕ pvqx
абсолютно непрерывна на S1 u.

Функцию θ зададим равенством:

θps,tq :“ |g1psq ´ g1ptq| ` |g0psq ´ g0ptq| , s,t P R. (13)

Докажем теперь, что оператор Aptq обладает свойством A pθ,ωq .
‚ 1. Проверка условия скобок.
Покажем, что верна следующая оценка

´ ru´ v, ´A psqu`A ptq vs ď θpt,sq ´ ω}u´ v}1.

Пусть u P DpApsqq, v P DpAptqq и λ ą 0. Тогда для каждой монотонно возрастающей липши-
цевой функции p : R Ñ R, такой, что

|p| ď 1 pp0q “ 0,
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будем иметь

ş1
0

pϕpuq ´ ϕpvqq2 ppϕpuq ´ ϕpvqq dx “ pϕpuq ´ ϕpvqq1ppϕpuq ´ ϕpvqq
ˇ̌1
0

´
ş1
0

rϕpuq1 ´ ϕpvq1s2 p1pϕpuq ´ ϕpvqq dx
ď |g1psq ´ g1ptq| |p pϕpup1qq ´ ϕpvp1qqq|
`|g0psq ´ g0ptq||p pϕpup0qq ´ ϕpvp0qqq |
ď |g1psq ´ g1ptq| ` |g0psq ´ g0ptq| .

Учитывая эту оценку и то, что |p| ď 1, получаем

ş1
0

|u´ v ´ λpApsqu ´Aptqvq| dx “
ş1
0

|p1 ` λωqpu ´ vq ´ λ pϕpuq2 ´ ϕpvq2q| dx
ě

ş1
0
p1 ` λωqpu ´ vqppϕpuq ´ ϕpvqq dx
´λ

ş1
0

pϕpuq2 ´ ϕpvq2q ppϕpuq ´ ϕpvqq dx
ě p1 ` λωq

ş1
0
pu ´ vqppϕpuq ´ ϕpvqq dx´ λθps,tq.

Вместо p подставим ppnq “ ns (если |s| ď 1{n), pnpsq “ sign s (если |s| ą 1{n) и устремим
n Ñ 8. Так как pu ´ vqpnpϕpuq ´ ϕpvqq Ñ |u ´ v|, то

}u´ v ´ λpApsqu ´Aptqvq}1 ě }u´ v}1 ` λ pω}u´ v}1 ´ θps,tqq

или
λ´1p}u ´ v ´ λpApsqu ´Aptqvq}1 ´ }u´ v}1q ě ω}u´ v}1 ´ θps,tq.

Таким образом получаем, что

´ rv ´ u, ´A psq v `A ptqus ď θpt,sq ´ ω}vpxq ´ upxq}1. (14)

‚ 2. условие m´диссипативности. Доказательство проводиться аналогично тому, как
это сделано в [1].
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