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Аннотация. Начиная с работ М. Совы и С. Курепы операторные косинус-функции
(КОФ) стали важным инструментом при исследовании корректной разрешимости задачи
Коши для уравнений второго порядка в банаховых пространствах и находятся в таком
же отношении к этой задаче как сильно непрерывные полугруппы к задаче Коши для
уравнений первого порядка.

В настоящей заметке впервые применяются КОФ к исследованию корректной разре-
шимости граничных задач, в частности, задачи Дирихле для уравнений второго порядка.
С помощью аппарата операторных косинус-функций получены условия корректности гра-
ничной задачи. Также получено представление решения корректной задачи с помощью
операторных косинус-функции и синус-функций.

Полученный результат применяется к задачам о стационарном распределении темпе-
ратуры внутри двугранного угла.

Ключевые слова: операторная косинус функция, сильно непрерывные полугруппы,
корректная разрешимость граничной задачи Дирихле.

OPERATOR COSINE FUNCTIONS AND CORRECTNESS OF
BOUNDARY PROBLEMS
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Abstract. Starting with the works M. Sova and S. Kurepa, the operator cosine functions
became an important tool in the study of the correct solvability of the Cauchy problem for
a second-order equation in Banach spaces. These problems are in the same attitude to this
problem as strongly continuous semigroups to the Cauchy problem for a first-order equation.

In this article, for the first time, the operator cosines of a function are applied to the
study of the correct solvability of boundary problems, in particular the Dirichlet problem for
second-order equations. Using the apparatus of operator cosine functions, the conditions for
the correctness of the boundary value problem are obtained. A representation of the solution
of the correct problem is also obtained with the help of operator cosine functions and sine
functions.

The obtained result is applied to problems on the stationary temperature distribution
inside a dihedral angle.

Keywords: Cosine operator function, strongly continuous semigroups, correct solvability
of boundary Dirichlet problem.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ И ФОРМУЛИРОВКА ОСНОВНОГО
РЕЗУЛЬТАТА

Рассмотрим задачу о стационарном распределении температуры внутри двугранного угла
с математической постановкой для x ą 0, 0 ă t ă l P p´8,8q. Необходимо найти решение
задачи

B2upt,xq
Bt2 ` x

B
Bx pxBu

Bx q “ 0 p1q
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удовлетворяющее условиям
up0,xq “ 0; upl,xq “ T pxq p2q

где #
T0, 0 ă x ă R.

0, x ą R.
p3q

Так же в банаховом пространстве E рассматриваем уравнение

d2uptq
dt2

`Auptq “ 0, t P r0,ls Ă R
1 “ p0,8q. p1.1q

где оператор A является производящим оператором (генератором) сильно непрерывной опе-
раторной косинус-функции Cpt,Aq в E.

Это означает, что Cpt,Aq, есть семейство ограниченных операторов в E при каждом t P R,
удовлетворяющих условиям

1. Cpt` s,Aq ` Cpt´ s,Aq “ 2Cpt,AqCps,Aq для всех t,s P R.
2. Cp0,Eq “ I — тождественный оператор в E.
3. Для каждого ϕ P E выполняется условие

lim
tÑ0

||Cpt,Aqϕ ´ ϕ||E “ 0 p1.2q

Для ϕ из области определения DpAq оператора A справедливо соотношение

Au “ d2

dt2
Cpt,Aqϕ

ˇ̌
t“0

p1.3q

область определения DpAq плотно в E, причем

DpAq “ tϕ P E, d
2Cpt,Aq
dt2

, ϕ P Eu.

Существуют константы M и ω ě 0 при которых имеет место оценка

||Cpt,Aq|| ď M exppω|t|q. p1.4q

Для всех λ ą ω ě 0, f P E выполняется соотношение связывающее резольвенту Rpλ,Aq
оператора A и Cpt,Aq [4] с. 177

λpλ2I ´A´1qf “ λRpλ2,Aqf “
8ż

0

expp´λtqCpt,Aqfdt. p1.5q

Ставится задача отыскания функции uptq со значениями в DpAq, дважды дифференциру-
емой, удовлетворяющей уравнению (1.1) на отрезке [0,l] и условиям

up0q “ ϕ, uplq “ ψ, ϕ,ψ P DpAq. p1.6q

Определение 1. Задача (1.1)-(1.6) называется корректно разрешимой, если она однозначно
разрешима для любых ϕ,ψ P DpAq и существует M ą 0 такая, что для всех решений
уравнения (1.1) справедливо неравенство.

sup
tPr0,ls

||uptq||E ď Mp||ϕ||E ` ||ψ||Eq. p1.7q
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Исследованием корректной разрешимости задачи (1.1)-(1.6) занимались многие авторы ([5],
[6]). В частности, когда оператор - A является позитивным, то есть если его резольвентное
множество ρpAq Ă r0,8q и для резольвенты Rpλ,A) выполняется оценка

||Rpλ,Aq|| ď M

1 ` λ

λ ą 0, то задача (1.1)-(1.6) корректна.
Для более широкого класса операторов A в [6] указывается, что задача (1.1)-(1.6) коррект-

но разрешима тогда и только тогда, когда для всякого натурального n “ 1,2 . . . выполняется
условие

sup
n
n2||R

`π2n2
l2

, ´A
˘
|| ă 8 p1.8q

Основным результатом настоящего сообщения является.
Теорема 1. Если оператор A является генератором сильно непрерывной косинус-функции

Cpt,Aq с порядком роста ω P r0,1q, то задача (1.1)-(1.6) равномерно корректна и ее решение
имеет вид

uptq “ 1

l
sin

πt

l
r

8ż

0

Cpy,Aqϕdy
chpπyl q ` cospπtl q `

8ż

0

Cpy,Aqψdy
chpπyl q ` cospπtl q s p1.9q

Заметим, что по теореме С. Г. Крейна ([5], c. 306) решение рассматриваемой задачи выра-
жается через сильно непрерывные полугруппы с генератором ´p´Aq 1

2 .

2. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ОСНОВНОГО РЕЗУЛЬТАТА

Так как A является генератором КОФ, то из (1.4), (1.5) при n P N, следует оценка

n||pn2I `Aq´1f || ď M ||f ||
n´ ω

.

Таким образом оператор A удовлетворяет условиям (1.8). И, следовательно, по теореме
Горбачука-Князюка [6] задача (1.1)-(1.6) корректно разрешима, и её решение имеет вид

uptq “ F pt,l,Aqϕ ` F pl ´ t,l,Aqψ,

где

F pt,π,Aqϕ “ 2

π

8ÿ

n“1

n sinntRpn2, ´Aqϕ

F pt,l,Aq “ F pπ
l
t, π,

l2

π2
,Aq p2.1q

Заметим, что по теореме С. Г. Крейна решение представляется через квадратные корни
p´Aq 1

2 существование которых обеспечивает оценка (1.5).
Далее, пользуясь в (2.1) соотношением (1.5) получаем

F pt,l,Aqϕ “ 2

π

8ÿ

n“1

sin
nπt

l

nπ

l
pn

2π2

l2
`Aq´1 “

“ 2

l

8ÿ

n“1

sin
nπt

l

8ż

0

expp´nπ

l
yqCpy,Aqϕdy “
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2

l

8ż

0

` 8ÿ

n“1

expp´nπ

l
yq sin nπt

l

˘
Cpy,Aqϕdy

Отсюда, после суммирования под знаком интеграла получим равенство

F pt,l,Aqϕ “ 1

l
sin

πt

l

8ż

0

Cpy,Aqϕdy
chpπyl q ` cospπtl q p2.2q

из которой следует (1.9).
Из представления (2.2) следует
Теорема 2. Если в задаче (1.1)-(1.6) Cpt,Aq имеет тип ω ă 2π

l , то она корректно разре-
шима и выполняется оценка

||F pt,l,Aq||E ď Mpα,ωq p2.3q
Для доказательства при ω ă 2α оценим

8ż

0

exppωqdy
chαy ` cosαt

“ 1

2α

8ż

1

τ
ω
α

´1

τ2 ` 2τ cosαt ` 1
ď

ď 1

2α
r
2ż

1

dτ

τ2 ` 2τ cosα ` 1
`

8ż

2

τ pω
α

´1qdτ
τ2 ´ 1 ` 2p1 ` cosαtqs ď

ď 1

2α
r

8ż

0

dτ

τ2 ` 2τ cos 2t ` 1
`

8ż

2

τ pω
α

´1qdτ
τ2 ´ 1

s “

“ t

2α| sinαt| `Mpα,ωq, p2.4q

где 0 ă αt ă π.
Далее, применяя неравенство (2.4), при оценке интеграла (2.2) при α “ π

l
, получаем оценку

(2.3)

3. РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ (1)-(3)

Для применения теорем (1) и (2) к задаче (1)-(3) сведем её к задаче (1.1)-(1.6) с оператором
A заданным выражением Lu “ x d

dxpxdu
dxq, x ą 0 и областью определения

DpAq “ tf : f P Lpp0,8q, Lf P Lpp0,8qu,

где

||f ||p “ r
ż 8

0

|fpxq|pdxs
1

p , p ě 1.

Тогда, в соответствии c [7], оператор A является генератором косинус-функции Cpt,Aq
вида

Cpt,Aqfpxq “ 1

2
rfpxetq ` fpxe´tqs p3.1q

в пространствах LppR`q с оценкой

||Cpt,Aq|| ď chp t
x

q.
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Далее, подставляя Cpt,Aq из (3.1) в (2.2) получим

F pt,l,Aqfpxq “ sin π
l
t

2l

8ż

0

rfpxeyq ` fpxe´yqsdy
ch π

l
y ´ cos π

l
t

p3.2q

Применяя (3.2) к задаче (1)-(3), получаем решение задачи

upt,xq “ F pl ´ t,l,AqT pxq “ T0
sinαt

2

R
xż

0

ξα´1dξ

ξ2α ´ 2ξ2 cosαt` 1
“

“ T0

π
arcctg

`1 ` pR
x

qπ
l cos π

l
t

pR
x

qπ
l sin πt

l

˘
, pα “ π

l
q

#
0 ď t ď l

0 ď x ď 8

Полученное решение совпадает с решением рассматриваемой задачи в [8], c. 135.

4. О КОРРЕКТНОЙ РАЗРЕШИМОСТИ ЗАДАЧИ
О РАСПРЕДЕЛЕНИИ ТЕПЛА В ДВУГРАННОМ УГЛЕ

В соответствии с математической постановкой задачи о стационарном распределении тем-
пературы внутри двугранного угла (или бесконечного в котором одна грань (сторона) имеет
нулевую температуру, а на другой поддерживаемый заданный режим) имеет вид

B2upt,xq
Bt2 ` x

B
BxpxBu

Bx q “ 0, x ą 0, 0 ă t ă l, p4.1q

up0,xq “ 0,

upl,xq “ T pxq, p4.2q
где #

T0, 0 ă x ă R.

0, x ą R.
p4.3q

и указывается решение [8], c. 135.

upt,xq “ T0

π
arccth

`xπ
l `R

π
l cos πt

l

R
π
l sin pπtl q

˘
. p4.4q

Однако корректная разрешимость (с точки зрения однозначности решения и его устойчи-
вости по исходным данным) в указанных работах не обсуждается.
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