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Аннотация. Данная статья посвящена так называемым «sweeping» процессам, кото-
рые играют важную роль в эластопластике, квазистатике и динамике. В работе рассмат-
ривается следующий «sweeping» процесс: эллипс, заданный уравнением x2

a2 ` y2

b2
“ 1, a ą b,

содержащий внутри себя или на границе точку, движется вдоль своей большой оси,
принадлежащей оси абсцисс, по периодическому закону. Целью данной статьи являет-
ся изучение устойчивости решения такого «sweeping» процесса. В работе доказывается,
что единственное периодическое решение этого «sweeping» процесса является глобально
устойчивым.

Ключевые слова: эллипс, «sweeping» процесс, устойчивость.

ON STABILITY OF PERIODIC SOLUTION OF ONE
«SWEEPING» PROCESS

N. I. Voskovskaya

Abstract. This paper is dedicated to the so-called «sweeping» process that plays an
important role in elastoplasticity, quasistatics and dynamics. In this paper we consider the
following «sweeping» process: an ellipse described by the equation x2

a2 ` y2

b2
“ 1, a ą b, moves

by a periodic law along its major axis, which lays at abscissa axis. The ellipse contains a point
inside or on its boundary and this point follows its movement. The purpose of the paper is to
study the stability of solutions of this «sweeping» process.

We prove that unique periodic solution of this «sweeping» process is globally stable.
Keywords: ellipse, «sweeping» process, stability.

ВВЕДЕНИЕ

В работе [4] был рассмотрен следующий «sweeping» процесс: Пусть C — непустое замкнутое
выпуклое множество, границей которого является эллипс, определяемый уравнением x2

a2
`

y2

b2
“ 1, где a ą b. Множество C движется, закон движения этого множества будем обозначать

функцией Cptq, которая определяется следующим образом: эллипс движется вдоль своей
большой оси, принадлежащей оси абсцисс, по закону, определяемому движением его центра
Optq “ pxptq,0q, где xptq — Т-периодическая функция, имеющая следующий вид:

xptq “

$
’&
’%

x “ Lt, при t P r0,T
4

s,
x “ ´Lpt´ T

2
q, при t P pT

4
,3T
4

q,
x “ Lpt ´ T q, при t P r3T

4
,T s.

p1q
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В начальный момент времени t0 “ 0 центр эллипса Opt0q находится в точке p0,0q. Центр
эллипса движется по отрезку rXY s, где точка X “ pxp3T

4
q,0q, а точка Y “ pxpT

4
q,0q. Предпо-

ложим, что |Opt0qX| “ |Opt0qY | “ 2a, то есть

L “ 8a

T
p2q

В начальный момент времени t0 “ 0 внутри или на границе множества C находится точка A.
Будем обозначать функцией uptq решение данного «sweeping» процесса для точки A, которое
определяется следующим образом:

Определение 1. (см. [1]) Функция uptq при t P r0,Hs называется решением «sweeping»
процесса, если:

1) u удовлетворяет начальному условию up0q “ u0, где u0 – некоторый элемент, принадле-
жащий Cp0q (u0 - координаты точки A);

2) uptq P Cptq при всех t P r0,Hs;
3) функция u дифференцируема почти всюду на отрезке r0,Hs;
4) ´u1ptq P NCptqpuptqq почти при всех t P r0,Hs; где NCpxq — внешний нормальный конус

множества C в точке x.
В работе [4] нами было исследовано решение описанного «sweeping» процесса для различ-

ных начальных значений точки A, лежащей внутри или на границе эллипса.
В настоящей работе будем рассматривать два решения ruptq и uptq такого «sweeping» про-

цесса с начальными значениями rup0q “ p´a,0q и up0q “ pv0,h0q, для которого v0 ‰ ´a и верно
следующее неравенство:

y20
a2

` h20
b2

ď 1

В настоящей работе будет доказана глобальная устойчивость периодического решения ruptq,
которое имеет вид

ruptq “

$
’’’’&
’’’’%

pxptq ´ a,0q, при t P r0,T
4

q,
pa,0q, при t P rT

4
,T
2

s,
pxptq ` a,0q, при t P pT

2
,3T
4

q,
p´a,0q, при t P r3T

4
,T s.

то есть, что при t Ñ 8 выполняется |uptq ´ ruptq| Ñ 0 для любого решения uptq.
Статья организованна следующим образом: в первой части приведены результаты из работ

[1], [4], которые необходимы для доказательства устойчивости периодического решения ruptq.
Во второй части приведена формулировка теоремы, доказательство которой и является целью
данной статьи. В третьей части, непосредственно, приводятся само доказательство.

1. ИСПОЛЬЗУЕМЫЕ ФАКТЫ

Из работы [4] известно следующее:
1) Решения uptq и ruptq существуют и единственны;
2) Функция ruptq является Т-периодической, принадлежит отрезку rXY s и имеет следую-

щий вид:

ruptq “

$
’’’’&
’’’’%

pxptq ´ a,0q, при t P r0,T
4

q,
pa,0q, при t P rT

4
,T
2

s,
pxptq ` a,0q, при t P pT

2
,3T
4

q,
p´a,0q, при t P r3T

4
,T s.

p3q
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3) Для решения uptq c начальными условиями up0q “ pv0,h0q, где h0 ‰ 0 справедливо
следующее соотношение:

hi`1

hi
ă e

´ a∆

2b2 p4q

где hi и hi`1 — расстояния от точки A до оси абсцисс в моменты времени ti и ti`1 соответствен-
но, где ti и ti`1 принадлежат, одновременно, одному из промежутков времени rnT,T

4
` nT s,

rT
4

` nT,3T
4

` nT s или r3T
4

` nT,pn` 1qT s pn “ 0,1,2, . . .q, а ∆ “ |xpti`1q ´ xptiq|.
4) Для решения uptq c начальными условиями up0q “ pv0,0q, где v0 ‰ ´a при t ď T

справедливо uptq “ ruptq.
Также нам понадобится следующий результат:
Утверждение: (см. следствие 1 из [1]) Пусть при всех t P r0,Hs множество Cptq — непу-

стое, замкнутое, выпуклое множество и пусть yptq с ypt0q “ y0 и ryptq с rypt0q “ ry0 два различ-
ных решения такого «sweeping» процесса. Тогда верно следующее:

|yptq ´ ryptq| ď |y0 ´ ry0|, t P r0,Hs.

2. ФОРМУЛИРОВКА ТЕОРЕМЫ

Сформулируем теорему об устойчивости периодического решения для описанного выше
«sweeping» процесса.

Теорема: Пусть при всех t P r0,8q для множествa Cptq, описанного выше, ruptq с началь-
ным условием rupt0q “ p´a,0q и uptq с начальным условием upt0q “ pv0,h0q, для которого

v0 ‰ ´a и верно неравенство v2
0

a2
` h2

0

b2
ď 1, два решения такого «sweeping» процесса. То-

гда периодическое решение ruptq, имеющее вид (3), глобально устойчиво, то есть при t Ñ 8
выполняется следующее:

|uptq ´ ruptq| Ñ 0

для любого решения uptq.

3. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ

Мы знаем, что решения uptq и ruptq существуют и единственны, причем что решение ruptq
является Т-периодическим и имеет вид (3).

1. Рассмотрим решение uptq с начальным условием upt0q “ pv0,h0q, которое лежит на
эллипсе и для которого v0 ą 0, h0 ‰ 0 (рис. 1).

Рис. 1.

Рассмотрим отрезок времени r0,T
4

s. Здесь ∆ “ |xp0q ´ xpT
4

q| “ 2a. Пусть h1 — расстояние
от точки A до оси абсцисс в момент времени t “ T

4
. По формуле (4) имеем

h1 ă e
´ a∆

2b2 h0 “ e
´ a¨2a

2b2 h0 “ e
´ a2

b2 h0
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По формуле (3) rupT
4

q “ pa,0q. Рассмотрим отрезок времени rT
4
,3T
4

s. Как показано в работе [4],

вначале данного отрезка времени точки A и rA будут оставаться на месте. Пусть эллипс вновь
зацепит точку A в момент времени τ1. Положим ∆1 “ |xpτ1q ´ xpT

2
q|. Так как τ1 P rT

4
,T
2

s, то
по формуле (3) получим rupτ1q “ pa,0q (рис. 2).

Рис. 2.

Пусть x1 — абсцисса точки A в момент времени T
4
, то есть upT

4
q “ px1,h1q, тогда, для нее,

при t “ T
4
, получим равенство:

px1 ´ 2aq2
a2

` h21
b2

“ 1,

px1 ´ 2aq2
a2

“ 1 ´ h21
b2
,

px1 ´ 2aq2 “ a2
ˆ
1 ´ h21

b2

˙
,

|x1 ´ 2a| “ a

c
1 ´ h21

b2
ą a

c
1 ´ e

´ 2a2

b2
h20
b2
.

Далее

a´ ∆1

2
“ 2a ´ x1 “ |x1 ´ 2a| ą a

c
1 ´ e

´ 2a2

b2
h20
b2
.

То есть
∆1

2
ă a

˜
1 ´

c
1 ´ e

´ 2a2

b2
h20
b2

¸
.

Также, получим

|upτ1q ´ rupτ1q| “

d
h21 `

ˆ
∆1

2

˙2

ă

ă

d

e
´ 2a2

b2 h20 ` a2 ´ 2a2

c
1 ´ e

´ 2a2

b2
h20
b2

` a2 ´ a2e
´ 2a2

b2
h20
b2

“

“ 1

b

d

e
´ 2a2

b2 b2h20 ` a2b2 ´ 2a2b2

c
1 ´ e

´ 2a2

b2
h20
b2

` a2b2 ´ a2e
´ 2a2

b2 h20 “

“ 1

b

gffee
´ 2a2

b2 h20pb2 ´ a2q ` 2a2b2

˜
1 ´

c
1 ´ e

´ 2a2

b2
h20
b2

¸
“
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“ 1

b

b
e

´ 2a2

b2 h20pb2 ´ a2q ` 2a2b2∆1.

Рассмотрим отрезок времени rτ1,3T4 s. Здесь ∆ “ |xpτ1q ´ xp3T
4

q| “ ∆1 ` 2a. Пусть h2 -
расстояние от точки A до оси абсцисс в момент времени t “ 3T

4
. По формуле (4) имеем

h2 ă e
´ a∆

2b2 h1 “ e
´ a∆1`2a2

2b2 h1 “ e
´∆1`2a2

2b2 e
´ a2

b2 h0 “ e
´ a∆1`4a2

2b2 h0.

По формуле (2) rup3T
4

q “ p´a,0q.
Рассмотрим отрезок времени r3T

4
,T s. Как показано в работе [4], вначале данного отрезка

времени точки A и rA будут оставаться на месте. Пусть эллипс вновь зацепит точку A в
момент времени τ2. Так как τ2 P r3T

4
,T s, то по формуле (3) получим rupτ2q “ p´a,0q. Положим

∆2 “ |xpτ2q ´ xpT q| (рис. 3).

Рис. 3.

Пусть x2 — абсцисса точки A в момент времени 3T
4

, то есть up3T
4

q “ px2,h2q, тогда, для нее,
при t “ 3T

4
, получим равенство:

px2 ` 2aq2
a2

` h22
b2

“ 1.

То есть

|x2 ` 2a| “ a

c
1 ´ h22

b2
ą a

c
1 ´ e

´ a∆1`4a2

b2
h20
b2
.

Далее

a´ ∆2

2
“ |x2 ` 2a| ą a

c
1 ´ e

´ a∆1`4a2

b2
h20
b2
.

То есть
∆2

2
ă a

˜
1 ´

c
1 ´ e

´ a∆1`4a2

b2
h20
b2

¸
.

Также, получим

|upτ2q ´ rupτ2q| “

d
h22 `

ˆ
∆2

2

˙2

ă

ă

d

e
´ a∆1`4a2

b2 h20 ` a2 ´ 2a2

c
1 ´ e

´ a∆1`4a2

b2
h20
b2

` a2 ´ a2e
´ a∆1`4a2

b2
h20
b2

“

“ 1

b

d

e
´ a∆1`4a2

b2 h20b
2 ` 2a2b2 ´ 2a2b2

c
1 ´ e

´ a∆1`4a2

b2
h20
b2

´ a2e
´ a∆1`4a2

b2 h20 “

74 ВЕСТНИК ВГУ. СЕРИЯ: ФИЗИКА. МАТЕМАТИКА. 2019. № 2



Об устойчивости периодического решения одного «sweeping» процесса

“ 1

b

c
e

´ a∆1`4a2

b2 h20pb2 ´ a2q ` a2b2∆2.

Рассмотрим отрезок времени rτ2,5T4 s. Здесь ∆ “ |xpτ2q ´ xp5T
4

q| “ ∆2 ` 2a. Пусть h3 —
расстояние от точки A до оси абсцисс в данный момент времени. По формуле (4) имеем

h3 ă e
´ a∆

2b2 h2 “ e
´ a∆2´2a2

2b2 e
´ a∆1`4a2

2b2 h0 “ e
´ ap∆2`∆1q`6a2

2b2 h0.

По формуле (3) получим rup5T
4

q “ pa,0q.
Рассмотрим отрезок времени r5T

4
,7T
4

s. Как показано в работе [4], вначале данного отрезка

времени промежутка точки A и rA будут оставаться на месте. Пусть эллипс вновь зацепит
точку A в момент времени τ3. Так как τ3 P r5T

4
,3T
2

s, то по формуле (3) получим rupτ3q “ pa,0q.
Положим ∆3 “ |xpτ3q ´ xp3T

2
q|. Пусть x3 — абсцисса точки A в момент времени 3T

4
, то есть

up5T
4

q “ px3,h3q, тогда, для нее, при t “ 5T
4

, получим равенство:

px3 ´ 2aq2
a2

` h22
b2

“ 1.

То есть

|x3 ´ 2a| ą a

c
1 ´ e

´ ap∆2`∆1q`6a2

b2
h20
b2
.

Аналогично описанному выше, получим

∆3

2
ă a

˜
1 ´

c
1 ´ e

´ ap∆2`∆1q`6a2

b2
h20
b2

¸

|upτ3q ´ rupτ3q| “

d
h23 `

ˆ
∆3

2

˙2

ă 1

b

c
e

´ ap∆2`∆1q`6a2

b2 h20pb2 ´ a2q ` a2b2∆3.

Продолжая этот процесс далее, получим, что на n-ом этапе

∆n

2
ă a

˜
1 ´

c
1 ´ e

´ ap∆n´1`...`∆2`∆1q`2na2

b2
h20
b2

¸
.

Тогда

∆n “ q ¨ 2a
˜
1 ´

c
1 ´ e

´ ap∆n´1`...`∆2`∆1q`2na2

b2
h20
b2

¸
,

где 0 ă q ă 1. Также

|upτnq ´ rupτnq| ă 1

b

c
e

´ ap∆n´1`...`∆2`∆1q`2na2

b2 h20pb2 ´ a2q ` a2b2∆n.

То есть

|upτnq ´ rupτnq| “ p

b

c
e

´ ap∆n´1`...`∆2`∆1q`2na2

b2 h20pb2 ´ a2q ` a2b2∆n,

где 0 ă p ă 1.
Так как ∆1,∆2,∆3, ¨ ¨ ¨ ,∆n, ¨ ¨ ¨ ą 0, то ∆1 ` ∆2 ` ∆3 ` ¨ ¨ ¨ ` ∆n´1 ¨ ¨ ¨ ą 0 и ∆1 ą ∆2 ą ∆3 ą

¨ ¨ ¨ ą ∆n ą ¨ ¨ ¨ . Тогда, так как h1 ą h2 ą h3 ą ¨ ¨ ¨ ą hn ą ¨ ¨ ¨ , то
d
h21 `

ˆ
∆1

2

˙2

ą

d
h22 `

ˆ
∆2

2

˙2

ą ¨ ¨ ¨ ą

d
h2n `

ˆ
∆n

2

˙2

ą ¨ ¨ ¨ ,
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то есть
|upτ1q ´ rupτ1q| ą |upτ2q ´ rupτ2q| ą ¨ ¨ ¨ ą |upτnq ´ rupτnq| ą ¨ ¨ ¨ .

При n Ñ 8, имеем

lim
nÑ8

e
´ ap∆n´1`...`∆2`∆1q`2na2

b2 “ 0.

Следовательно,

lim
nÑ8

∆n “ lim
nÑ8

q ¨ 2ap1 ´
c

1 ´ e
´ ap∆n´1`...`∆2`∆1q`2na2

b2
h20
b2

“

“ q ¨ 2ap1 ´
?
1 ´ 0q “ 0.

Рассмотрим рисунок 4.

Рис. 4.

Из рисунка 4 видим, что разность τn`1 ´ τn ą T
4
. Следовательно, последовательность tτnu

будет неограниченно возрастать, то есть, τn Ñ 8. при n Ñ 8. Тогда, при τn Ñ 8 получим

lim
τnÑ8

|upτnq ´ rupτnq| “

“ lim
nÑ8

p

b
¨
c
e

´ ap∆n´1`...`∆2`∆1q`2na2

b2 h20pb2 ´ a2q ` a2b2∆n “

“ p

b

b
0 ¨ h20pb2 ´ a2q ` a2b2 ¨ 0q “ 0.

Используя утверждение, приведенное в первой части статьи из работы [1], получим, что
в условиях данного «sweeping» процесса, для решений uptq и ruptq справедливы следующие
оценки:

|uptq ´ ruptq| ď |up0q ´ rup0q| при t P r0,τ1s,
|uptq ´ ruptq| ď |upτ1q ´ rupτ1q| при t P rτ1,τ2s,
|uptq ´ ruptq| ď |upτ2q ´ rupτ2q| при t P rτ2,τ3s,

...

|uptq ´ ruptq| ď |upτnq ´ rupτnq| при t P rτn,τns,
....

Следовательно, при t Ñ 8 расстояние |uptq´ruptq| не будет превышать расстояния |upτnq´
rupτnq| при τn Ñ 8. Но тогда получаем, что при t Ñ 8 будет |uptq ´ ruptq| Ñ 0.
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Рис. 5.

2. Рассмотрим решение uptq с начальными условием upt0q “ pv0,h0q, где h0 ‰ 0, которое

лежит внутри эллипса, то есть, для которого выполняется неравенство v2
0

a2
` h2

0

b2
ă 1. Обозначим

через ∆q расстояние, которое проходит центр эллипса, для которого выполняется следующее

условие: pv0´∆qq2
a2

` h2
0

b2
“ 1 (рис. 5).

Пусть ∆q “ Ltq, то есть, по формуле (1), tq — время, за которое центр окружности пройдет
расстояние, равное ∆q. Очевидно, что ∆q ă 2a. Рассмотрим отрезок времени r0,tqs. Разобьем
его на равные отрезки точками 0 “ t0 ă t1 ă t2 ă . . . ă tj ă tj`1 ă . . . ă tm “ tq.
Пусть kj нормаль к эллипсу в момент времени t “ tj`1, проходящая через точку uptjq и
пусть Bptjq - точка пересечения данной окружности с этой нормалью, причем Optj`1qqBptjq ¨
OptjqOptj`1q ă 0. На этом отрезке времени центр эллипса будет двигаться к точке Y . Тогда
скалярное произведение Bptjquptjq ¨ OptjqOptj`1q ą 0 (рис. 6).

Рис. 6.

Значит, точка A будет оставаться на месте на всем отрезке времени r0,tqs. Рассмотрим
момент времени t “ tq. В этот момент времени эллипс вновь зацепит точку A (риc. 4).

Так как ∆q ă 2a, то в силу формулы (1) tq ă T
4
. Рассмотрим отрезок времени rtq,T4 s. Здесь

∆ “ |xptqq ´ xpT
4

q| “ 2a ´ ∆q. По формуле (4) имеем

h1 ă e
´ a∆

2b2 h0 “ e
´ ap2a´∆qq

2b2 h0

По формуле (3) rupT
4

q “ pa,0q.
Рассмотрим отрезок времени rT

4
,3T
4

s. Как показано в работе [4], вначале данного отрезка

времени точки A и rA будут оставаться на месте. Пусть эллипс вновь зацепит точку A в момент
времени τ1. Положим ∆1 “ |xpτ1q ´ xpT

2
q|. Так как τ1 P rT

4
,T
2

s, то по формуле (3) получим
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rupτ1q “ pa,0q. Пусть x1 – абсцисса точки A в момент времени T
4
, то есть upT

4
q “ px1,h1q, тогда,

для нее, при t “ T
4
, аналогично описанному в пункте 1, получим:

a´ ∆1

2
“ |x1 ´ 2a| “ a

c
1 ´ h21

b2
ą a

c
1 ´ e

´ ap2a´∆qq

b2
h20
b2

То есть
∆1

2
ă a

˜
1 ´

c
1 ´ e

´ ap2a´∆qq

b2
h20
b2

¸

Также, получим

|upτ1q ´ rupτ1q| “

d
h21 `

ˆ
∆1

2

˙2

ă 1

b

c
e

´ ap2a´∆qq

b2 h20pb2 ´ a2q ` a2b2∆1

Рассмотрим отрезок времени rτ1,3T4 s. Здесь ∆ “ |xpτ1q ´ xp3T
4

q| “ ∆1 ` 2a. Пусть h2 -
расстояние от точки A до оси абсцисс в момент времени t “ 3T

4
. По формуле (3) имеем

h2 ă e
´ a∆

2b2 h1 “ e
´ a∆1`2a2

2b2 h1 “ e
´ a∆1`2a2

2b2 e
´ ap2a´∆qq

2b2 h0 “ e
´ ap∆1´∆qq`4a2

2b2 h0

По формуле (2) rup3T
4

q “ p´a,0q.
Рассмотрим отрезок времени r3T

4
,T s. Как показано в работе [4], вначале данного отрезка

времени точки A и rA будут оставаться на месте. Пусть эллипс вновь зацепит точку A в
момент времени τ2. Так как τ2 P r3T

4
,T s, то по формуле (2) получим rupτ2q “ p´a,0q. Положим

∆2 “ |xpτ2q ´ xpT q|. Аналогично пункту 1, получаем:

a´ ∆2

2
ą a

c
1 ´ e

´ ap∆1´∆qq`4a2

b2
h20
b2

То есть
∆2

2
ă a

˜
1 ´

c
1 ´ e

´ ap∆1´∆qq`4a2

b2
h20
b2

¸

Также, получим

|upτ2q ´ rupτ2q| “

d
h22 `

ˆ
∆2

2

˙2

ă
c
e

´ ap∆1´∆qq`4a2

b2 h20pb2 ´ a2q ` a2b2∆2

Продолжая этот процесс далее, получим, что на n-ом этапе

∆n

2
ă a

˜
1 ´

c
1 ´ e

´ ap∆n´1`...`∆2`∆1q`2na2

b2 e
a∆q

b2
h20
b2

¸

Тогда

∆n “ r ¨ 2a
˜
1 ´

c
1 ´ e

´ ap∆n´1`...`∆2`∆1q`2na2

b2 e
a∆q

b2
h20
b2

¸

где 0 ă r ă 1. Также

|upτnq ´ rupτnq| ă 1

b

c
e

´ ap∆n´1`...`∆2`∆1´∆qq`2na2

b2 h20pb2 ´ a2q ` a2b2∆n “

“ 1

b

c
e

´ ap∆n´1`...`∆2`∆1q`2na2

b2 e
a∆q

b2 h20pb2 ´ a2q ` a2b2∆n
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то есть

|upτnq ´ rupτnq| “ s

b
¨
c
e

´ ap∆n´1`...`∆2`∆1q`2na2

b2 e
a∆q

b2 h20pb2 ´ a2q ` a2b2∆n

где 0 ă s ă 1.
Так как ∆1,∆2,∆3, ¨ ¨ ¨ ,∆n, ¨ ¨ ¨ ą 0, то ∆1 ` ∆2 ` ∆3 ` ¨ ¨ ¨ ` ∆n´1 ¨ ¨ ¨ ą 0 и ∆1 ą ∆2 ą ∆3 ą

¨ ¨ ¨ ą ∆n ą ¨ ¨ ¨ . Тогда, так как h1 ą h2 ą h3 ą ¨ ¨ ¨ ą hn ą ¨ ¨ ¨ , то
d
h21 `

ˆ
∆1

2

˙2

ą

d
h22 `

ˆ
∆2

2

˙2

ą ¨ ¨ ¨ ą

d
h2n `

ˆ
∆n

2

˙2

ą ¨ ¨ ¨

то есть
|upτ1q ´ rupτ1q| ą |upτ2q ´ rupτ2q| ą ¨ ¨ ¨ ą |upτnq ´ rupτnq| ą ¨ ¨ ¨

При n Ñ 8, получим

lim
nÑ8

e
´ ap∆n´1`...`∆2`∆1q`2na2

b2 “ 0

Следовательно

lim
nÑ8

∆n “ lim
nÑ8

r ¨ 2a
˜
1 ´

c
1 ´ e

´ ap∆n´1`...`∆2`∆1q`2na2

b2 e
a∆q

b2
h20
b2

¸
“ 0

Так как τn`1 ´ τn ą T
4

(по рисунку 4), то последовательность tτnu будет неограниченно
возрастать, то есть, при n Ñ 8 будет τn Ñ 8. Тогда, при τn Ñ 8 получим

lim
τnÑ8

|upτnq ´ rupτnq| “

“ lim
nÑ8

s

b
¨
c
e

´ ap∆n´1`...`∆2`∆1q`2na2

b2 e
a∆q

b2 h20pb2 ´ a2q ` a2b2∆n “ 0

Используя утверждение, введенное выше, получим, что в условиях «sweeping» процесса,
описанного выше, для решений uptq и ruptq справедливы следующие оценки:

|uptq ´ ruptq| ď |up0q ´ rup0q| при t P r0, tqs,

|uptq ´ ruptq| ď |up tqq ´ rup tqq| при t P r tq,τ1s,
|uptq ´ ruptq| ď |upτ1q ´ rupτ1q| при t P rτ1,τ2s,
|uptq ´ ruptq| ď |upτ2q ´ rupτ2q| при t P rτ2,τ3s,

...

|uptq ´ ruptq| ď |upτnq ´ rupτnq| при t P rτn,τns,
...

Следовательно, при t Ñ 8 расстояние |uptq´ruptq| не будет превышать расстояния |upτnq´
rupτnq| при τn Ñ 8. Но тогда получаем, что при t Ñ 8 будет |uptq ´ ruptq| Ñ 0.

3. Рассмотрим решение uptq с начальным условием upt0q “ pv0,h0q, которое лежит на
эллипсе и для которого v0 ă 0 и h0 ‰ 0.

Здесь ситуация будет аналогична пункту 2 доказательства. То есть, для таких точек A,
при t Ñ 8 будет верно, что |uptq ´ ruptq| Ñ 0.

4. Рассмотрим решение uptq с начальным условием upt0q “ pv0,0q, для которого ´a ă v0 ď
a.
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Из работы [4] мы знаем, что для такого случая при t ě T справедливо uptq “ ruptq. То есть,
при t ě T верно следующее:

|uptq ´ ruptq| “ 0

Используя утверждение, введенное выше, получим, что для решений uptq и ruptq справед-
ливы следующие оценки:

|uptq ´ ruptq| ď |up0q ´ rup0q| при t P r0,T s,

|uptq ´ ruptq| ď |upT q ´ rupT q| “ 0 при t P rT,8q,
То есть, для таких точек A, при t Ñ 8 будет верно, что |uptq ´ ruptq| Ñ 0.

Таким образом, периодическое решение ruptq глобально устойчиво, то есть при t Ñ 8
выполняется |uptq ´ ruptq| Ñ 0 для любого решения uptq.

Теорема доказана.

Отметим, что данный результат легко адаптируется для случая, когда L ą 8a
T

.
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