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Аннотация. Для одного класса систем нелинейных обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений на плоскости исследованы свойства положительных решений при возрас-
тании независимой переменной t. Доказано, что любое положительное решение определе-
но при всех t > 0 и при больших значениях t ограничено снизу и сверху положительными
константами, зависящими лишь от коэффициентов системы уравнений. На основе полу-
ченной оценки, применяя теорию вращения векторных полей, доказано существование
положительного периодического решения заданного периода ω, если коэффициенты си-
стемы уравнений ω–периодичны по переменной t.
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Abstract. For one class of systems of nonlinear ordinary differential equations on a plane,
the properties of positive solutions are investigated as the independent variable t increases. It
is proved that any positive solution is defined for all t > 0 and for large values of t is bounded
below and above by positive constants that depend only on the coefficients of the system of
equations. Based on the obtained estimate, applying the theory of rotation of vector fields, the
existence of a positive periodic solution of a given period ω is proved if the coefficients of the
system of equations ω are periodic in the variable t.
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ВВЕДЕНИЕ

Статья посвящена исследованию положительных решений систем нелинейных обыкновен-
ных дифференциальных уравнений следующего вида:

{
x′(t) = c(t, x(t), y(t))(Y (t, x(t), y(t)) − y(t))x(t)− k1(t, x(t), y(t))x(t);
y′(t) = a(t, x(t), y(t))(Y (t, x(t), y(t)) − y(t))x(t) − k2(t, x(t), y(t))y(t)). (1)

Здесь c(t, ξ, η), Y (t, ξ, η), k1(t, ξ, η), a(t, ξ, η), k2(t, ξ, η)— заданные функции, которые непре-
рывны по совокупности переменных (t, ξ, η) ∈ R3, ограниченны и положительны.
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Система уравнений (1) в случае постоянных и положительных коэффициентов c, a, Y , k1,
k2 исследована в работах [1–3]. В этих работах доказано, что если коэффициенты c, a, Y , k1,
k2 постоянны, положительны и выполнено условие cY > k1, то любое решение (x(t), y(t)) си-
стемы уравнений (1) с положительными начальными значениями x(0) и y(0) и определено и
положительно на правой полуоси (0;+∞) и при неограниченном возрастании t приближается
к единственной стационарной точке. Данное свойство можно назвать свойством диссипатив-
ности положительных решений [4]. В работе [3] свойство диссипативности положительных
решений системы уравнений (1) доказано методом направляющей функции. Метод направ-
ляющей функции при исследовании нелинейных краевых задач, в том числе периодических
задач, применяется в работах [5–7].

Исследование положительных решений системы уравнений (1) в случае переменных ко-
эффициентов c, a, Y , k1, k2, зависящих от t, проведено в работе [8]. В этой работе найдены
условия, при выполнении которых, любое решение (x(t), y(t)) системы уравнений (1) с по-
ложительными начальными значениями x(0) и y(0) определено и положительно на правой
полуоси (0;+∞) и при неограниченном возрастании t приближается к определенному огра-
ниченному множеству.

Интерес представляет исследование положительных решений системы уравнений (1) в
случае, когда коэффициенты c, a, Y , k1, k2 зависят от t, x, y. В настоящей работе дока-
зано, что если коэффициенты c, a, Y , k1, k2 зависят от t, x, y и удовлетворяют четырем
условиям, то свойство диссипативности положительных решений сохраняется. Кроме того,
любое положительное решение системы уравнений (1) при больших значениях t ограничено
снизу и сверху положительными константами, зависящими лишь от коэффициентов системы
уравнений. На основе полученной оценки, применяя теорию вращения векторных полей [5],
доказано существование положительного периодического решения заданного периода ω, если
коэффициенты системы уравнений ω–периодичны по переменной t.

ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Пусть функции c(t, ξ, η), a(t, ξ, η), Y (t, ξ, η), k1(t, ξ, η), k2(t, ξ, η) удовлетворяют следующим
условиям:

1) непрерывны по совокупности переменных (t, ξ, η) ∈ R3;
2) существуют положительные числа c1, c2, Y1, Y2, k1,1, k1,2, a1, a2, k2,1, k2,2 такие, что при

всех (t, ξ, η) ∈ R3 имеют место неравенства

c1 < c(t, ξ, η) < c2, a1 < a(t, ξ, η) < a2, Y1 < Y (t, ξ, η) < Y2,

k1, 1 < k1(t, ξ, η) < k1, 2, k2, 1 < k2(t, ξ, η) < k2, 2;

3) нижняя грань значений функции Y (t, ξ, η) − k1(t, ξ, η)/c(t, ξ, η) больше некоторого по-
ложительного числа m0;

4) при t2 > t1 > τ , t2 − t1 < Y2
νM1,ε

, ξ1 > M1 − ε, ξ2 > M1 − ε, η1, η2 ∈ (0, Y2) имеет место
неравенство

Y (t2, ξ2, η2)− Y (t1, ξ1, η1) <
1

2c2

(
k1,1 −

ε

M1

)
,

где положительные числа M1, ε, τ такие, что
а) ε

M1
< min(1, k1,1);

б) νM1,ε :=
1
2c2
a1

(
k1,1 − ε

M1

)
(M1 − ε)− k2,2Y2 > 0;

в) (M1 − ε)e
c2Y

2
2

νM1,ε < M1.
Выберем положительное число m1, удовлетворяющее условиям
д) µ(

√
m1) := k2,1m0 − a2Y2

√
m1 > 0;
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е) e
c2Y2

Y2
µ(
√

m1) <
√
m1.

Обозначим

M2 = Y2,m2 =
1

2

a1Y1m1

a1m1 + k2,2
.

Основными результатами являются следующие две теоремы.
Теорема 1. Пусть функции c(t, ξ, η), Y (t, ξ, η), k1(t, ξ, η), a(t, ξ, η), k2(t, ξ, η) удовлетво-

ряют условиям 1–4. Тогда любое решение (x(t), y(t)) системы уравнений (1) с положитель-
ными начальными значениями x(0) и y(0) определено и положительно на правой полуоси
(0;+∞) и существует τ0, зависящее от x(0) и y(0), такое, что при t > τ0 имеют место
оценки

m1 < x(t) < M1,m2 < y(t) < M2. (2)

Теорема 2. Если функции c(t, ξ, η), Y (t, ξ, η), k1(t, ξ, η), a(t, ξ, η), k2(t, ξ, η) удовлетворяют
условиям 1 – 4 и ω–периодичны по переменной t, то существует хотя бы одно положитель-
ное ω—периодическое решение системы уравнений (1).

Теорема 1 в случае, когда коэффициенты c, a, Y , k1, k2, зависят лишь от t, доказана в
работе [8]. Условие 4 используется при доказательстве оценки x(t) < M1.

ИССЛЕДОВАНИЕ СВОЙСТВ ПОЛОЖИТЕЛЬНЫХ РЕШЕНИЙ
НА ПРАВОЙ ПОЛУОСИ

В этом параграфе приведем доказательство теоремы 1.
Согласно теореме Пеано [9], для любой пары чисел (x0, y0) существует решение (x(t), y(t))

системы уравнений (1), удовлетворяющее начальным условиям

x(0) = x0, y(0) = y0. (3)

Решение (x(t), y(t)) задачи (1), (3) определено на максимальном интервале (α, β), где α < 0,
β > 0 и числа α, β, в общем, зависят от пары (x0, y0). Исследуем поведение данного решения
при t > 0.

1◦. Если x0 > 0 и y0 > 0, то x(t) > 0 и y(t) > 0 при t ∈ (0, β).

Действительно из первого уравнения системы (1) имеем:

x(t) = x(0)e
∫ t
0 [c(s,x(s),y(s))(Y (s,x(s),y(s))−y(s))−k1(s,x(s),y(s))] ds.

Следовательно, x(t) > 0 для любого t ∈ (0, β), так как по условию x(0) > 0. Проверим, что
y(t) > 0 при t ∈ (0, β). Пусть от противного, существует точка t0 такая, что y(t0) = 0 и
y(t) > 0 при t ∈ (0, t0). Отсюда следует y′(t0) 6 0, так как t0 — точка минимума функции y(t)
на отрезке [0, t0]. Но, с другой стороны, согласно второму уравнению системы (1) имеем:

y′(t0) = a(t0, x(t0), 0)Y (t0, x(t0), 0)x(t0) > a1Y1 > 0,

пришли к противоречию. Свойство 1◦ верно.
2◦. Если y0 < Y2, то y(t) < Y2 при всех t ∈ (0, β).

Пусть y0 < Y2 и в некоторой точке t ∈ (0, β) имеет место равенство y(t0) = Y2. Можно
считать, что y(t) < Y2 при всех t ∈ [0, t0). Тогда t0 — точка максимума функции y(t) на отрезке
[0, t0], поэтому y′(t0) > 0. С другой стороны, в силу второго уравнения системы (1) и оценки
Y (t0, x(t0), Y2)− Y2 < 0 имеем:

y′(t0) = a(t0, x(t0), Y2)(Y (t0, x(t0), Y2)− Y2)x(t0)− k2(t0, x(t0), Y2)Y2 < 0.
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Пришли к противоречию.
3◦. Если y0 > Y2, то существует точка t1 > 0 такая, что y(t) > Y2 при t ∈ [0, t1),

y(t1) = Y2 и y′(t1) < 0.
Действительно, если y0 > Y2, то в силу второго уравнения системы (1) имеем: y′(t) < 0

пока y(t) > Y2, т. е. функция y(t) убывает, пока выполняется неравенство y(t) > Y2. Пока-
жем существование точки t1, где имеет место равенство y(t1) = Y2. Если такая точка t1 не
существует, то функция y(t) убывает и вместе с x(t) определены на промежутке [0,+∞). При
этом y(t) при t → +∞ приближается к некоторому значению Y3 > Y2. Следовательно, y′(t)
вдоль некоторой последовательности tn → +∞ стремится к нулю

lim
n→∞

y′(tn) = 0.

Но, с другой стороны, из второго уравнения системы (1) следует, что

lim
n→∞

y′(tn) < a2(Y2 − Y3)x(t)− k(2, 1)Y3 < 0,

пришли к противоречию. Следовательно, существует точка t1 такая, что y(t1) = Y2. В силу
второго уравнения системы (1) имеем:

y′(t1) < −k2(t1, x(t1), Y2)Y2 < 0.

4◦. Любое положительное решение системы уравнений (1) определено на промежутке
[0,+∞).

Из свойств 2◦ и 3◦ следует, что y(t) ограничена на интервала (0, β). А из представления
(4) следует, что x(t) также ограничена:

x(t) = x(0)e
∫ β
0
[c(s,x(s),y(s))(Y (s,x(s),y(s))−y(s))−k1(s,x(s),y(s))]ds < x(0)ec2Y2β.

Отсюда, в силу теоремы о нелокальном продолжении решения системы обыкновенных диф-
ференциальных уравнений [9], следует, что β = +∞.

5◦. Существует τ1 > τ такое, что x(t) < M1 при t > τ1.
Предположим, что свойство 5◦ не верно. Проверим, что

∀n > 0 ∃ tn > n, x(tn) >M1, x
′(tn) > −ε. (4)

В противном случае при некотором n0 > 0 и при всех t > n0 либо x(t) < M1, либо x′(t) 6 −ε.
Если при некотором t∗ > n0 имеет место неравенство x(t∗) < M1, то в наших условиях
существует t∗∗ > t∗ такое, что x(t∗∗) = M1 и x′(t∗∗) > 0, так как в этой точке функция x(t)
достигает своего максимума на отрезке [t∗; t∗∗]; тем самым приходим к противоречию. А если
x(t) >M1 и x′(t) 6 −ε при всех t > n0, то

x(t) 6 x(n0)− ε(t− n0) < M1 при t > n0 +
x(n0)−M1

ε
,

снова приходим к противоречию. Таким образом, если свойство 5◦ не верно, то имеет место
утверждение (5).

Выберем натуральное число n, удовлетворяющее следующим условиям:

n− Y2
νM1,ε

> τ, y(t) < Y2 при t > n− Y2
νM1,ε

.

Для выбранного n, согласно (5), существует tn > n такое, что

x(tn) >M1, x
′(tn) > −ε.
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В силу первого уравнения системы (1) имеем:

x′(tn) = c(tn, x(tn), y(tn))(Y (tn, x(tn), y(tn))− y(tn))x(tn)− k1(tn, x(tn), y(tn))x(tn) > −ε,

c(tn, x(tn), y(tn))(Y (tn, x(tn), y(tn))− y(tn)) >

> k1,1 −
ε

M1
, Y (tn, x(tn), y(tn))− y(tn) >

1

c2

(
k1,1 −

ε

M1

)
.

Пусть (τn, tn)— наибольший интервал, где выполняются неравенства

x(t) > M1 − ε, Y (t, x(t), y(t)) − y(t) > 1

2c2

(
k1,1 −

ε

M1

)
.

На этом интервале оценим снизу y′(t), воспользуясь вторым уравнением системы (1):

y′(t) >
1

2c2
a1

(
k1,1 −

ε

M1

)
(M1 − ε)− k2,2Y2 = ν(M1, ε) > 0.

Интегрируя от τn до tn, имеем: tn < τn <
Y2

νM1,ε
и

либо x(τn) =M1 − ε, либо Y (τn, x(τn), y(τn))− y(τn) =
1

2c2

(
k1,1 −

ε

M1

)
.

Так как τn > tn − Y2
νM1,ε

> n− Y2
νM1,ε

> τ , поэтому y(t) < Y2 при t ∈ (τn, tn).

Если имеет место равенство x(τn) = M1 − ε, то в силу представления (4) оценим сверху
x(tn):

M1 6 x(tn) = x(τn)e
∫ tn
τn

[c(s,x(s),y(s))(Y (s,x(s),y(s))−y(s))−k1(s,x(s),y(s))]ds <

< (M1 − ε)ec2Y2(tn−τn) < (M1 − ε)e
c2Y2

Y2
νM1,ε < M1 (согласно условию в),

пришли к противоречию. В случае, когда имеет место равенство

Y (τn, x(τn), y(τn))− y(τn) =
1

2c2

(
k1,1 −

ε

M1

)
,

оценим сверху Y (tn, x(tn), y(tn))− y(tn):

1

c2

(
k1,1 −

ε

M1

)
< Y (tn, x(tn), y(tn))− y(tn) =

= Y (tn, x(tn), y(tn))− Y (τn, x(τn), y(τn)) + Y (τn, x(τn), y(τn))− y(tn) <
< Y (tn, x(tn), y(tn))− Y (τn, x(τn), y(τn)) + Y (τn, x(τn), y(τn))− y(τn) <

<
1

2c2

(
k1,1 −

ε

M1

)
+

1

2c2

(
k1,1 −

ε

M1

)
=

1

c2

(
k1,1 −

ε

M1

)
,

так как в силу условия 4

Y (tn, x(tn), y(tn))− Y (τn, x(τn), y(τn)) <
1

2c2

(
k1,1 −

ε

M1

)
.

Пришли к противоречию. Свойство 5◦ доказано.
6◦. Существует τ2 > 0 такое, что x(t) > m1 при t > τ2.
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Предположим, что свойство 6◦ не верно. Проверим, что

∀n > 0 ∃ tn > n, x(tn) 6 m1, x
′(tn) 6 ε. (5)

В противном случае при некотором n0 > 0 и при всех t > n0 либо x(t) > m1, либо x′(t) > ε.
Если при некотором t∗ > n0 имеет место неравенство x(t∗) > m1, то либо существует t∗∗ > t∗
такое, что x(t∗∗) = m и x′(t∗∗) 6 0, так как в этой точке функция x(t) достигает своего
минимума на отрезке [t∗, t∗∗] и приходим к противоречию, либо x(t) > m1 при всех t > t∗ и
свойство 6◦ верно. Следовательно, x(t) 6 m1 и x′(t) > ε при всех t > n0. Отсюда выводим:

x(t) > x(n0) + ε(t− n0) > m1 при t > n0 +
m1 − x(n0)

ε
.

Пришли к противоречию. Таким образом, если свойство 6◦ не верно, то имеет место утвер-
ждение (6).

Выберем n, удовлетворяющее следующим условиям:

n− Y2
µ(
√
m1)

> 0, y(t) < Y2 при t > n− Y2
µ(
√
m1)

.

Для выбранного n, согласно (6), существует tn > n такое, что

x(tn) 6 m1, x
′(tn) 6 ε.

Положительное число ε по выбору удовлетворяет неравенству

ε < m1(c1(Y2 −m0)− k1,2).

В силу первого уравнения системы (1) имеем:

x′(tn) = c(tn, x(tn), y(tn))(Y (tn, x(tn), y(tn))− y(tn))x(tn)− k1(tn, x(tn), y(tn))x(tn) 6
ε

x(tn)
,

c(tn, x(tn), y(tn))(Y (tn, x(tn), y(tn))− y(tn)) < k1,2 +
ε

x(tn)
,

y(tn) > Y (tn, x(tn), y(tn))−
1

c1

(
k1,2 +

ε

x(tn)

)
> m0 (в силу выбора ε).

Пусть (τn.tn)— наибольший интервал, где выполняются неравенства x(tn) <
√
m1 и y(t) >

m0. На этом интервале оценим сверху y′(t), воспользуясь вторым уравнением системы (1):

y′(t) < a2Y2
√
m1 − k2,1m0 = −µ(

√
m1) < 0.

Интегрируя от τn до tn, имеем:

tn − τn 6
Y2

µ(
√
m1)

и x(τn) =
√
m1.

Оценим сверху x(tn) в силу первого уравнения системы (1):

m1 6 x(tn) = x(τn)e
∫ tn
τn

[c(s,x(s),y(s))(Y (s,x(s),y(s))−y(s))−k1(s,x(s),y(s))]ds <

<
√
m1e

c2Y2(tn−τn) <
√
m1e

c2Y2
Y2

µ(
√

m1) < m1.

Пришли к противоречию. Свойство 6◦ доказано.
7◦. Существует τ3 > τ2 такое, что y(t) > m2 при t > τ3.
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Если при t > τ2 имеет место неравенство y(t) 6 m2, то, оценив снизу y′(t) в силу второго
уравнения системы (1), имеем:

y′(t) > a1(Y1 −m2)m1 − k2,2m2 > 0 (в силу выбора m2).

Следовательно, существует точка τ3 такая, что y(τ3) > m2. Проверим, что y(t) > m2 при
t > τ3. Действительно, если существует точка t3, где y(t3) = m2 и y(t) > m2 при t ∈ (τ3, t3),
то y′(t3) 6 0. Но, с другой стороны, в силу второго уравнения системы (1) имеем: y′(t3) >
a1(Y1 −m2)m1 − k2,2m2 > 0, приходим к противоречию. Следовательно, свойство 7◦ верно.

Из доказанных свойств 1◦–7◦ вытекает теорема 1.

СУЩЕСТВОВАНИЕ ПОЛОЖИТЕЛЬНОГО
ПЕРИОДИЧЕСКОГО РЕШЕНИЯ

Прежде, чем доказать теорему 2, введем некоторые обозначение. Фиксируя (t0, ξ0, η0) ∈ R3,
где t0 > τ0, обозначим:

Y 0 = Y (t0, ξ0, η0), a
0 = a(t0, ξ0, η0), c

0 = c(t0, ξ0, η0), k
0
1 = k1(t0, ξ0, η0), k

0
2 = k2(t0, ξ0, η0).

Далее, введем семейства функций, зависящих от параметра λ ∈ [0, 1]:

cλ(t, ξ, η) = (1− λ)c(t, ξ, η) + λc0, aλ(t, ξ, η) = (1− λ)a(t, ξ, η) + ac0,

Yλ(t, ξ, η) = (1− λ)Y (t, ξ, η) + λY 0, k2λ(t, ξ, η) = (1− λ)k2(t, ξ, η) + λk02,

k1λ(t, ξ, η)

cλ(t, ξ, η)
= (1− λ)k1(t, ξ, η)

c(t, ξ, η)
+ λ

k01
c0
.

Проверим, что эти функции при каждом значении λ ∈ [0, 1] удовлетворяют условиям 1–4.
Очевидно, условие 1 выполняется и условие 2 для функций cλ(t, ξ, η), aλ(t, ξ, η), Yλ(t, ξ, η),
k2λ(t, ξ, η) выполнено. А для функции k1λ(t, ξ, η) имеем:

k1λ(t, ξ, η) = cλ(t, ξ, η)(1 − λ)
k1(t, ξ, η)

c(t, ξ, η)
+ cλ(t, ξ, η)λ

k01
c0

=

= (1− λ)2k1(t, ξ, η) + λc0(1− λ)k1(t, ξ, η)
c(t, ξ, η)

+ (1− λ)λc(t, ξ, η)k
0
1

c0
+ λ2k01 >

> k1,1

[
(1− λ)2 + (1− λ)λ

(
c(t, ξ, η)

c0
+

c0

c(t, ξ, η)

)
+ λ2

]
k1,1,

k1λ(t, ξ, η) < k1,2

[
(1− λ)2 + (1− λ)λ

(
c(t, ξ, η)

c0
+

c0

c(t, ξ, η)

)
+ λ2

]
< 2k1,2

(
1 +

c2
c1

)
.

Условие 3 также выполняется:

Yλ(t, ξ, η) −
k1λ(t, ξ, η)

cλ(t, ξ, η)
= (1− λ)Y (t, ξ, η) + λY 0 − (1− λ)k1(t, ξ, η)

c(t, ξ, η)
− λk

0
1

c0
=

= (1− λ)
(
Y (t, ξ, η) − k1(t, ξ, η)

c(t, ξ, η)

)
+ λ

(
Y 0 − k01

c0

)
> (1− λ)m0 +m0λ = m0.

Выполнимость условия 4 проверяется непосредственно.
Доказательство теоремы 2. Сперва предположим, что функции c(t, ξ, η), Y (t, ξ, η),

k1(t, ξ, η), a(t, ξ, η), k2(t, ξ, η) удовлетворяют условию Липшица по (ξ, η) ∈ Π = (m1,M1) ×
(m2,M2). Тогда для любой пары (x0, y0) ∈ Π существует единственное решение
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(ϕ(t, x0, y0), ψ(t, x0, y0)) системы уравнений (1), удовлетворяющее начальным условиям x(0) =
x0 и y(0) = y0. Вектор-функция (ϕ(t, x0, y0), ψ(t, x0, y0)) непрерывна на множестве [0, ω]×Π.

Заметим, что система уравнений (1) имеет положительное ω–периодическое решение тогда
и только тогда, когда разрешима система уравнений

ϕ(ω, x0, y0)− x0 = 0, ψ(ω, x0, y0)− y0 = 0, (x0, y0) ∈ Π. (6)

Докажем разрешимость системы уравнений (7), применяя теорию вращения конечномерных
векторных полей [5].

Рассмотрим семейство двумерных векторных полей

Fλ(x0, y0) ≡ (ϕλ(ω, x0, y0), ψλ(ω, x0, y0))− (x0, y0), λ ∈ [0, 1],

где (x0, y0) ∈ Π и (ϕλ(t, x0, y0), ψλ(t, x0, y0)) — решение системы уравнений

{
x′(t) = cλ(t, x(t), y(t))(Yλ(t, x(t), y(t)) − y(t))x(t) − k1,λ(t, x(t), y(t))x(t),
y′(t) = aλ(t, x(t), y(t))(Yλ(t, x(t), y(t)) − y(t))x(t)− k2,λ(t, x(t), y(t))y(t).

(7)

удовлетворяющее начальным условиям x(0) = x0 и y(0) = y0. Так как при каждом λ ∈ [0, 1]
коэффициенты системы уравнений (8) удовлетворяют условиям 1–4, поэтому в силу теоремы
1 имеем:

Fλ(x0, y0) 6= 0 при любых (x0, y0) ∈ ∂Π, λ ∈ [0, 1].

Отсюда следует, что, во-первых, при каждом λ ∈ [0, 1] определено вращение γ(Fλ, ∂Π) вектор-
ного поля Fλ на границе ∂Π прямоугольника Π, во-вторых, векторные поля F0 и F1 гомотопны
на ∂Π, в третьих, их вращения на ∂Π равны — γ(F0, ∂Π) = γ(F1, ∂Π). Докажем, что

γ(F1, ∂Π) = 1. (8)

Тогда отсюда, в силу принципа ненулевого вращения [5], следует, что система уравнений (7)
имеет хотя бы одно решение. Этим самым теорема 2 будет доказана.

Перед доказательством равенства (9) рассмотрим общую автономную систему

x′ = f(z), z ∈ Rn, (9)

где вектор-функция f(z) непрерывна и удовлетворяет условию Липшица в ограниченной
области Ω. Предположим, что при любом z0 ∈ Ω решение p(t, z0) автономной системы (10),
удовлетворяющее начальному условию z(0) = z0, определено на отрезке [0, ω]. На замыкании
Ω области Ω рассмотрим векторное поля Φ(z0) = p(ω, z0)−z0. Справедлива следующая лемма
[5].

Лемма 1. Если p(t, z0) 6= z0 при любых z0 ∈ ∂Ω и t ∈ (0, ω], то имеет место равенство

γ(Φ, ∂Ω) = γ(f, ∂Ω) (10)

Доказательство. Для p(t, z0) имеем:

p′(t, z0) = f(p(t, z0)) и p(0, z0) = z0.

Отсюда, интегрируя от 0 до ω, получим:

p(ω, z0)− z0 =
ω∫

0

f(p(s, z0)) ds,
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Φ(z0) =

ω∫

0

f(p(s, z0)) ds.

Рассмотрим семейство векторных полей

Φλ(z0) =

ω∫

0

f(p(λs, z0)) ds, λ ∈ [0, 1].

Покажем, что
Φλ(z0) 6= 0 при любых z0 ∈ ∂Ω, λ ∈ [0, 1]. (11)

Действительно, предположим, что Φλ(z0) = 0 при некоторых z0 ∈ ∂Ω и λ ∈ [0, 1]. Если
λ ∈ [0, 1], то Φ0(z0) = f(z0)ω = 0. Следовательно, f(z0) = 0, а это противоречит условию
лемму. Если λ 6= 0, то

ω∫

0

f(p(λs, z0)) ds = 0,

отсюда,
λω∫

0

f(p(τ, z0)) dτ = 0, p(λω, z0)− z0 = 0.

Последнее равенство противоречит условию лемму. Следовательно, наше предположение
неверно и имеет место (12). Из (12), согласно свойству вращения векторных полей [5], выте-
кает равенство γ(Φ0, ∂Ω) = γ(Φ1, ∂Ω). Отсюда выводим:

γ(Φ, ∂Ω) = γ(ωf, ∂Ω) = γ(f, ∂Ω).

Лемма 1 доказана.
Лемму 1 применим к векторному полю

F1(x0, y0) = (ϕ1(ω, x0, y0), ψ1(ω(x0, y0))− (x0, y0), (x0, y0) ∈ Π,

порожденному автономной системой
{
x′(t) = c0(Y 0 − y(t))x(t)− k01x(t),
y′(t) = a0(Y 0 − y(t))x(t) − k02y(t).

(12)

Из теоремы 1 вытекает, что для автономной системы (13) условие леммы 1 выполняется.
Следовательно, в силу лемма 1 имеет место равенство

γ(F1, ∂Π) = γ(f, ∂Π),

где
f(x, y) = (c0(Y 0 − y)x− k01x, a0(Y 0 − y)x− k02y).

Векторное поля f(x, y) в области Π имеет только одну особую точку O∗(x∗, y∗), где

x∗ =
k02
k01a

0
(c0Y 0 − k01), y∗ = Y 0 − k01

c0
.

Поэтому вращение γ(f, ∂Π) равно вращению векторного поля f(x, y) в окрестности точка
O∗(x∗, y∗) [5]. В окрестности точки O∗(x∗, y∗) векторное поле f(x, y) представимо в следующем
виде

f(x, y) = B ·
(
x− x∗
y − y∗

)
+ o(|x− x∗|+ |y − y∗|),
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где

B =


 0 − k02c

0

k01a
0 (c

0Y 0 − k01)
a0

k01
c0

−k02
k01
c0Y 0


 , detB = k02(c

0Y 0 − k01) > 0.

Отсюда следует, что γ(f, ∂Π) = sign(detB) = 1 [5]. Следовательно γ(F1, ∂Π) = γ(f, ∂Π) = 1,
т. е. (9) верно.

Таким образом, теорема 2 доказана в предположении, что коэффициенты c(t, ξ, η),
Y (t, ξ, η), k1(t, ξ, η)a(t, ξ, η), k2(t, ξ, η) системы уравнений (1) удовлетворяют условию Липши-
ца по переменным ξ и η в прямоугольнике Π. В общем случае коэффициенты системы уравне-
ний (1) в прямоугольнике Π можно равномерно приблизить последовательностью функции,
гладких по ξ, η и ω–периодических по t (например, с помощью регуляризации Соболева [10]).
Соответствующие регуляризованные системы уравнений, в силу выше доказанного, имеют
положительные ω–периодические решения. Последовательность ω–периодических решений
регуляризованных систем уравнений, в силу теореме 1, равномерно ограничена и равносте-
пенно непрерывна. Любая предельная точка данной последовательности будет положитель-
ным ω–периодическим решением системы уравнений (1).

Теорема 2 доказано.
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