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Аннотация. Статья посвящена возмущению самосопряженного оператора A в гиль-
бертовом пространстве H . Сформулировано условие существования сепарабельного под-
пространства L ⊂ H такого, что L∩ domA = {0}, являющееся важным вспомогательным
фактом для доказательства ряда утверждений. Получены критерии существования само-
сопряженного расширения Ã неограниченного самосопряженного оператора A в случаях:
если оператор A−1B компактный, где B : L→ L— ограниченный симметрический опера-
тор и Ã|L = B, удовлетворяющий некоторым дополнительным условиям; если оператор
A— положительный, а B — неположительный, Ã|L = B. Сформулирован критерий суще-
ствования самосопряженного расширения оператора A в случае, если H — сепарабельное
гильбертово пространство, M — подпространство H и A : H → H — неограниченный са-
мосопряженный оператор, B : M → M — самосопряженный оператор, σ (B) ∩ σ (A) есть
пустое множество и оператор Ã|

Ẽ(σB)H изоморфически подобен оператору B, где Ẽ —

спектральная функция оператора Ã.
Ключевые слова: замкнутый оператор, самосопряженный оператор, расширение

оператора, компактный оператор.
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Abstract. The article is devoted to the perturbation of the self-adjoint operator A in
Hilbert spaceH . A condition for the existence of a separable subspace L ⊂ H such that,
which L∩ domA = {0} is an important auxiliary fact for proving a number of statements, is
formulated. The criteria for the existence of a self-adjoint expansionÃ are obtained unlimited
self-adjoint operator A in cases: if the operator A−1B is compact, where B : L → L
limited symmetric operator and Ã|L = B, satisfying some additional conditions; if the operator
A is positive, and B — non – positive, Ã|L = B. A criterion for the existence of a self –
adjoint operator A extension in the case H of a separable Hilbert space, Ma subspace H , and
A : H → H an unbounded self – adjoint operator, a B : M → M self — adjoint operator,
σ (B) ∩ σ (A) is formulated, the operator Ã|

Ẽ(σB)H is an empty set and the operator is is

isomorphic to the operator B, where the Ẽ spectral function of the operator Ã.
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ВВЕДЕНИЕ

Теория возмущений операторов занимает важное место в прикладных задачах. Большой
вклад в развитие этого направления внес Т. Като [1]. Впервые вопрос о возмущении опера-
торов возник при решении задачи о малых движениях вязкоупругой жидкости в полностью
заполненном контейнере (например, модель Олдройта) [2]. Решению этой задачи посвящены
работы Т. Я. Азизова, Н. Д. Копачевского, Л. Д. Орловой [3], а также [4], [5]. Другой подход
к решению этой задачи предложен в [6]. В данной работе получены критерии существования
самосопряженного расширения неограниченного самосопряженного оператора.

Теорема 1. Предположим H — гильбертово пространство, A— неограниченный, ограни-
ченно обратимый оператор в H; L— подпространство в H и B : L → L— ограниченный
симметрический оператор такой, что область значений ran (I − PA−1B) замкнута, где P —
ортопроектор на L. Тогда следующие условия эквивалентны:

1. Найдется самосопряженный оператор Ã, такой, что L ⊂ dom Ã, Ã|L = B и область
определения оператора A′ := A ∩ Ã плотна в H;

2. Множество D := {f ∈ domA : (Bx , f) = (x ,Af) , x ∈ L} плотно в H;

3. ran ( I −A−1B ) ∩ domA ⊂ ran ( I −A−1B ) и Bx = Ax для x ∈ L ∩ domA.

Если выполнено (1)–(2), то каждое самосопряженное расширение оператора Ã оператора
Ã1 с областью определения dom Ã1 = L+D, заданный равенством

Ã1(x+ f) = Bx+Af, x ∈ L, f ∈ D

является искомым.
Доказательство. (1) ⇒ (2). Так как Ã— самосопряженный оператор, то

(
Ãx,f

)
=
(
x,Ãf

)
для x, f ∈ dom Ã.

В частности, это верно, если x ∈ L и f ∈ A′. Так как

Ãx = Bx, x ∈ L и Ãf = A′f = Af, f ∈ dom A′,

то
(Bx , f) = (x ,Af).

Следовательно, dom A’ ⊂ D и из плотности dom A’ следует плотность множества D.
(2) ⇒(3). Если существует вектор x ∈ L ∩ dom A такой, что Bx 6= Ax, то

(Bx−Ax,f) = (Bx,f)− (Ax,f) = (Bx,f)− (x,Af) = (x,Af)− (x,Af) = 0.

То есть ненулевой вектор Bx − Ax ортогонален множеству D. Это противоречит (2). Пред-
положим, что существует вектор

g ∈ ran ( I −A−1B ) ∩ domA\ran ( I −A−1B ).

Тогда

(Ag,f) = (g,Af ) = lim
n→∞

(
( I −A−1B )xn,Af

)
= lim

n→∞
((xn,Af)− (Bxn,Af)) = 0.

Что противоречит плотности множества D.
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(3) ⇒ (2). Пусть вектор x ортогонален множеству D. Тогда для всех f ∈ D

0 = (x,f) =
(
x,A−1Af

)
=
(
A−1x,Af

)
.

По определению множества D ортогональное дополнение множества AD совпадает с за-
мыканием ran ( I −A−1B ).

Возьмем
y ∈ ran ( I −A−1B ) и g ∈ AD.

Тогда
(y,g) =

(
( I −A−1B )y1,Af

)
= (y1,Af)−

(
A−1By1,Af

)
= 0.

Таким образом,
ran ( I −A−1B ) ⊂ (AD)⊥ .

Обратив эти неравенства, получим обратное утверждение, то есть множество D плотно.
(3) ⇒(1). Рассмотрим оператор Ã1 с областью определения dom Ã1 = L + D, заданный

равенством
Ã1(x+ f) = Bx+Af, x ∈ L, f ∈ D.

Имеем
(
Ã1(x+ f),x+ f

)
= (Bx+Af,x+ f) = (Bx,x) + 2Re (x,Af) + (Af,f) ∈ R,

то есть Ã1 — симметрический оператор. Покажем, что он допускает самосопряженное рас-
ширение. Подпространство L является Ã1 — инвариантным, а потому и Ã— инвариантным.
Тогда относительно разложения

H = L⊕ L⊥

допускает диагональное представление:

Ã1 =

[
B 0
0 A1

]
.

Достаточно лишь показать, что ran A1 замкнута. Имеем

ran ( I −A−1B ) =

{ (
I − PA−1B

)
x

−QA−1Bx

}
,

x ∈ L и Q = I − P — ортопроектор на L⊥. Тогда

(ran ( I −A−1B ))⊥ =

{(
u
v

)
: u ∈ L, ( I − PA−1B )∗u = (QA−1B )∗v

}
.

Так как
AD = (ran ( I −A−1B ))⊥,

то остается лишь показать, что в последнем выражении множество векторов v замкнуто.
Пусть вектор vn ∈ L⊥ такой, что существует вектор

un ∈ L : (un,un)
t ∈
(
ran

(
I −A−1B

))⊥
.

Без ограничения общности предположим, что

un ∈ ran
(
I − PA−1B

)
.
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Пусть vn → v0. Тогда имеем

( I − PA−1B )∗un = (QA−1B )∗vn → (QA−1B )∗v0.

Из замкнутости ran
(
I − PA−1B

)
и специального выбора

un ∈ ran
(
I − PA−1B

)

следует, что
un → u0 ∈ ran

(
I − PA−1B

)
.

Тогда справедливо следующее равенство

( I − PA−1B )∗u0 = (QA−1B )∗v0,

то есть ran A1 замкнута.
Заметим, что если

ran
(
I − PA−1B

)
= L,

то из условия
ran

(
QA−1B

)∗ ⊂ ran
(
I − PA−1B

)∗

следует, что
1 ∈ ρ

(
PA−1B

)

и Ã1 самосопряжен. Откуда ran A1 = L⊥.
Замечание. В условиях теоремы 1предположение 0 ∈ ρ (A) несущественно. Важно лишь,

чтобы оператор A имел хотя бы одну вещественную регулярную точку λ. В этом случае
вместо операторов A и B нужно рассмотреть операторы A− λ и B − λ.

Следствие 1. Рассмотрим теперь компактный оператор A−1B. В этом случае Ã суще-
ствует тогда и только тогда, когда выполнено условие

(3)′ Bx = Ax, x ∈ L ∩ dom A.
В частности, если dim L < ∞, то Ã1 — самосопряженный оператор. Кроме того, в этом

случае можно предположить, что оператор B действует из L на некоторое другое подпро-
странство.

Доказательство. Если оператор A−1B компактный, то

ran
(
I − PA−1B

)
= ran (I − PA−1B)

следовательно
ran ( I −A−1B ) ∩ domA ⊂ ran ( I −A−1B ).

То есть предположение (3) будет эквивалентно предположению (3)′.
Пусть dim L = m. Исходя из определения оператора A′ = A ∩ Ã, сужаем оператор A

на подпространство размерности m ( тогда индексы дефекта увеличиваются на m), а за-
тем расширяем на подпространство той же размерности ( индексы дефекта соответственно
уменьшаются на m). Таким образом, получаем оператор с индексами дефекта (0,0), то есть
самосопряженный оператор.

Следствие 2. Пусть оператор A— положительный, а B — неположительный, то Ã суще-
ствует тогда и только тогда, когда L ∩ dom A = {0} и Ã1 = Ã∗

1.
Доказательство. Если Ã существует, то

Bx = Ax, x ∈ L ∩ dom A.
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Если x 6= 0, то
0 > (Bx,x) = (Ax,x) > 0.

Получили противоречие.
Пусть L ∩ dom A = {0}. Покажем, что

1 ∈ ρ
(
PA−1B

)
: PA−1B = PA−1PB

и
σ
(
PA−1PB

)
\ {0} = σ

((
PA−1P

)1/2
B
(
PA−1P

)1/2) \ {0} ⊂ (−∞; 0) .

Видим, что выполнены все предположения теоремы 1. Так как ran
(
I − PA−1B

)
= L, то

Ã1 = Ã∗
1.

Результат ниже сформулированной леммы является достаточно важным вспомогательным
фактом при доказательстве ряда утверждений.

Лемма. Если H — гильбертово пространство, A— неограниченный плотно определенный
замкнутый оператор на H, то существует сепарабельное подпространство L ⊂ H такое, что
L ∩ domA = {0}.

Доказательство. Пусть A = U |A|— полярное разложение оператора A. Так как оператор
|A| + I равномерно положительный, то он ограниченно обратим. Так области определения
операторов A и |A|+I совпадают, то без ограничения общности можно считать, что оператор
A положительный самосопряженный ограниченно обратимый. Рассмотрим

H1 = з.л.о.
{
A−ne

}∞
n=0

,

где e 6= domA.
Подпространство H1 сепарабельное и инвариантно относительно A−1. Тогда справедливо

разложение H = H1 ⊕H⊥
1 .

Так как

A−1 =

[ (
A−1

)
11

0

0
(
A−1

)
22

]
,

то

A =

[ [(
A−1

)
11

]−1
0

0
[(
A−1

)
22

]−1

]
.

Рассмотрим A|H1 , то есть H = H1 и

domA = ((domA) ∩H1)⊕ ((domA) ∩H2) .

Обозначим ∆n = [n,n+ 1), n ∈ N . Предположим, что ∆n ∩ σ (A) не пусто для всех n ∈ N .
Пусть E — спектральная функция оператора A. Тогда справедливо

H = ⊕
n∈N

Hn, где Hn = E (∆n)H.

Подпространства Hn являются A— инвариантными:

A = ⊕
n∈N

An, An = A|Hn

Рассмотрим оператор

G = ⊕
n∈N

1

n
An, где An = A|Hn .

Оператор G ограничен и ограниченно обратим:

n 6 ‖An‖ 6 n+ 1,

ВЕСТНИК ВГУ. СЕРИЯ: ФИЗИКА. МАТЕМАТИКА. 2019. № 1 105



М. Ю. Глазкова, А. И. Барсуков, И. В. Гриднева, Л. В. Акчурина, Е. Л. Ульянова

1

n+ 1
6
∥∥A−1

n

∥∥ 6
1

n
.

Отсюда ‖G‖ 6 2,
∥∥G−1

∥∥ = 1.
Следовательно,

domC = domA, где C = G−1A :

C = G−1A = ⊕
n∈N

nIn, In = I|Hn .

Предположим без ограничения общности, что

1. C−1 — компактный оператор,

2. каждому ∆n принадлежит лишь одно собственное значение оператора C с кратностью
равной единице:

ker (C − λn) = л.о. {en} , (en,em) = δnm, n,m ∈ N.

Пусть Ωj — счетное подпространство собственных векторов оператора C:

Ωj = {ekj}∞k=1 ,

Ωj ∩ Ωk — пусто,

∪
j∈N

Ωj = {en}∞n=1 .

Положим
Gj = з.л.о. {ekj}∞k=1 , j ∈ N.

Тогда
H = ⊕

j∈N
Gj , C = ⊕

j∈N
Cj , Cj = C|Gj .

Так как
domC = ⊕

j∈N
domCj ∩Gj ,

операторы Cj , j ∈ N неограниченные и плотно определены

domCj = domC ∩Gj на Gj , j ∈ N.

Пусть
gj ∈ Gj\domCj , j ∈ N

тогда
L = з.л.о. {gj}∞j=1

является искомым подпространством.
Следствие 3. Если H — гильбертово пространство, A— неограниченный положительный

оператор и 0 ∈ ρ (A), B1 — ограниченный неотрицательный оператор на H, то существует
самосопряженный оператор Ã такой, что оператор A′ = A ∩ Ã плотно определен и сужение
оператора Ã|E−H , где E_ — спектральный проектор, связанный с неотрицательным спектром

оператора Ã, изоморфически подобен оператору B1.
Доказательство. По доказанной выше лемме можно выбрать подпространство L так, чтобы

существовала изометрия

V : H→ L, V H = L и L ∩ domA = {0}.
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Обозначим B = V B1V
−1. Тогда B — неположительный оператор на L. Применяя следствие

2, получаем доказываемое.
Приведем пример операторов {A,B} таких, что L∩ domA = {0}, но множество D неплот-

но.
Пример. Пусть L и L⊥ — бесконечномерные подпространства пространства H. Пусть

Bx = x для x ∈ L. Определим оператор A как обратный к оператору

A−1 =

[
I − Z12Z

∗
12 Z12

Z∗
12 Z2

]
,

где
kerZ12 = {0} , kerZ∗

12 = {0} , kerZ2 = {0} , ranZ∗
12 ∩ ranZ2 = {0} .

Отсюда следует, что
kerA−1 = {0} и L ∩ domA = {0}.

Так как

ran
(
I −A−1B

)
=

{(
Z12Z

∗
12x

−Z∗
12x

)
: x ∈ L

}
,

то верно равенство
ran ( I −A−1B ) = Γ_Z12 .

Для 0 6= u ∈ L⊥ вектор

v =

(
Z12 (Z

∗
12Z12 (I + Z2)− Z2) u

(Z∗
12Z12 (I + Z2)− Z2) u

)
,

принадлежит пространству ran ( I −A−1B ). Заметим, что

v 6= 0 и ranZ∗
12 ∩ ranZ2 = {0} .

Из равенства

v = A−1

(
−Z12 (I + Z2)u

u

)

Следует, что вектор (−Z12 (I + Z2)u,u)
t ортогонален множеству D. Следовательно, D неплот-

но.
Теорема 2. Если H — сепарабельное гильбертово пространство, M — подпространство H.

Если A : H → H — неограниченный самосопряженный оператор, B1 : M → M — самосопря-
женный оператор и σ (B1) ∩ σ (A) есть пустое множество, то существует самосопряженный
оператор Ã такой, что оператор A′ = A∩ Ã плотно определен и сужение оператора Ã|Ẽ(σB1)H

изоморфически подобно оператору B1, где Ẽ — спектральная функция оператора Ã.
Доказательство. Предположим, что оператор B1 — ограниченный и

σ (B1) ⊂ [λ,µ] ⊂ ρ (A) .

Рассмотрим разложение H:

H = E ((−∞,µ))H ⊕ E ((µ,∞))H.

Пусть без ограничения общности A|E((µ,∞))H — неограниченный оператор. Тогда найдется
подпространство M и если

1. M ∩ domA = {0}, то по теореме 1 получаем доказываемое.
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2. M ∩ domA 6= {0}, то по лемме 1 существует сепарабельное подпространство M1 ⊂ H,
такое что M1 ∩ domA = {0}. По следствию 3 получаем доказываемое.
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