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Аннотация. В работе устанавливаются новые свойства функционально-
дифференциальных операторов и уравнений с инволюцией, характеризующие тесную
связь с системой Дирака и уравнением Штурма-Лиувилля. Установлено, что произволь-
ная система Дирака является эквивалентной, а уравнение Штурма-Лиувилля является
частным случаем простейшего уравнения с инволюцией, рассматриваемого в классе
разрывных решений. Исследуется связь между смешанными задачами для волнового
уравнения, для системы уравнений в частных производных, связанной с системой
Дирака, и смешанными задачами для уравнений с инволюцией, рассматриваемых в
классе разрывных решений. Дается трактовка полученных краевых задач для уравнения
с инволюцией как задач на геометрическом графе.

Ключевые слова: инволюция, функционально-дифференциальный оператор, систе-
ма Дирака, смешанная задача, волновое уравнение, геометрический граф.

ON SOME PROPERTIES OF DIFFERENTIAL EQUATIONS
AND MIXED PROBLEMS WITH AN INVOLUTION

M. S. Burlutskaya

Abstract. We study the new properties of functional differential operators and equations
with involution, which characterize the close connection with the Dirac system and the Sturm-
Liouville equation. It is established that an arbitrary Dirac system is equivalent, and the Sturm-
Liouville equation is a special case of the simplest equation with involution considered in the
class of discontinuous solutions. We study the relationship between mixed problems for the wave
equation, for a system of partial differential equations related to the Dirac system, and mixed
problems for equations with involution considered in the class of discontinuous solutions. The
obtained boundary value problems for an equation with involution are considered as problems
on a geometric graph.

Keywords: involution, functional differential operator, Dirac system, mixed problem, wave
equation, geometric graph.

ВВЕДЕНИЕ

В работе рассматривается уравнение

y′(x) + p(x)y(1− x) = λy(x), x ∈ [0; 1], (1)

являющееся простейшим из класса функционально-дифференциальных уравнений с инволю-
цией (инволюцией, или инволютивным отклонением, называется отображение ν(x) такое, что
ν2(x) = ν(ν(x)) = x) вида

αy′(x) + βy′(1− x) + p1(x)y(x) + p2(x)y(1− x) = λy(x). (2)

∗ Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного фонда (проект № 16–11–10125,
выполняемый в Воронежском госуниверситете).
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Исследование уравнений с различными видами инволюций имеет достаточно давнюю ис-
торию (отдельные уравнения рассматривались, например, в работе Ch. Babbage [1] 1816 года).
Современные же исследования таких уравнений, стимулированные работами Т. Карлемана
[2], И.Г. Петровского [3], Ч. Данкля [4], привели к большому количеству результатов: изуче-
ны вопросы корректности постановок задач, качественные свойства решений, разрешимость
как обыкновенных дифференциальных уравнений, так и уравнений в частных производных,
спектральные задачи. Отметим здесь только некоторые близкие нам работы [5]–[12].

К операторам, заданным дифференциальным выражением из (2), привели исследования
А.П. Хромова по вопросам сходимости разложений интегральных операторов, ядра которых
или их производные имеют разрывы на линиях t = x и t = 1 − x [13], [14]. Спектральные
вопросы для таких операторов и связанных с ними операторов Дирака изучались в работах
[15]–[20], в [21]–[23] исследовались смешанные задачи с инволюцией.

Предложенная в указанных работах техника исследования спектральных задач для урав-
нения (2) связана с переходом к краевым задачам в пространстве вектор-функций и преобра-
зовании полученных систем, называемом L-диагонализацией (см. например [15]), что, в свою
очередь, приводит к изучению хорошо известной системы Дирака (переход к системам урав-
нений или уравнениям более высокого порядка также используется, например, в [6], [10]).
Выделение из уравнения (2) простейших уравнений вида (1) или y′(1−x)+ p(x)y(x) = λy(x),
позволило обнаружить новые свойства таких уравнений и дать их приложения в исследова-
нии систем Дирака [20], а также в решении смешанных задач [21].

Приведем результат из [20] для неоднородного уравнения, соответствующего (1), рассмат-
риваемого в классе непрерывно-дифференцируемых функций, где p(x) ∈ C[0,1] и комплекс-
нозначна.

Теорема (см. [20, Лемма 1]). Уравнение

y′(x) + p(x)y(1− x) = λy(x) + f(x), x ∈ [0,1] (3)

эквивалентно системе

Bz′(x) +Q(x)z(x) = λz(x) + F (x), x ∈ [0,1], (4)

z1(1/2) = z2(1/2), (5)

где z(x) = (y(x), y(1 − x))T , F (x) = (f(x), f(1− x))T , B =

(
1 0
0 −1

)
,

Q(x) =

(
0 p(x)

p(1− x) 0

)
.

Таким образом, требование непрерывности y(x) необходимо накладывает условия и на
z(x) в точке x = 1/2, и уравнение (1) оказывается эквивалентным уравнению Дирака с по-
тенциалом симметричного вида и дополнительным условием (5). При этом на отрезке [0,1/2]
уравнение Дирака (4) имеет уже произвольный потенциал, но условие склейки остается.

В данной работе мы рассмотрим (1) в классе решений, разрывных в точке x = 1/2 (непо-
движной точке инволюции ν(x) = 1−x). Полученные результаты позволяют показать, что
система Дирака и уравнение Штурма-Лиувилля содержатся в уравнении (1). Также в работе
устанавливается связь между смешанными задачами для уравнения в частных производных
первого порядка с инволюцией, для системы Дирака и для волнового уравнения.

1. УРАВНЕНИЯ С ИНВОЛЮЦИЕЙ В КЛАССЕ
РАЗРЫВНЫХ РЕШЕНИЙ

Пусть p(x) ∈ C([0,1/2] ∪ [1/2,1]) — комплекснозначная функция, а в точке x = 1/2 она
может иметь разрыв первого рода. Решением уравнения (1) будем называть функцию y(x),
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непрерывно дифференцируемую на [0,1/2] и [1/2,1], имеющую в точке x = 1/2, вообще говоря,
разрыв первого рода, и удовлетворяющую уравнению (1) всюду, кроме точки x = 1/2.

Теорема 1. Уравнение (1) с разрывным решением y(x) в точке x = 1/2 эквивалентно си-
стеме Дирака

Bz′(x) +Q(x)z(x) = λz(x), x ∈ [0,1/2], (6)

где z(x) = (z1(x),z2(x))
T , z1(x) = y(x), z2(x) = y(1−x), B =

(
1 0
0 −1

)
, Q(x) =

(
0 q1(x)

q2(x) 0

)
,

q1(x) = p(x), q2(x) = p(1− x).

Доказательство. Рассматривая уравнение (1) в совокупности с уравнением, полученным
из него заменой x на 1− x, и полагая z1(x) = y(x), z2(x) = y(1− x), при x ∈ [0,1/2] придем к
уравнению (6).

Обратно, пусть z(x) = (z1(x),z2(x))
T удовлетворяет (6), где Q(x) — матрица с произволь-

ными непрерывными компонентами. Положим
y(x) = z1(x), при x ∈ [0,1/2], y(x) = z2(1− x), при x ∈ [1/2,1].
Тогда из первого уравнения в (6) имеем (1) на x ∈ [0,1/2] с p(x) = q1(x). Из второго уравнения
в (6), переходя в нем к переменной 1 − x при x ∈ [1/2,1], получим (1) на отрезке [1/2,1] с
p(x) = q2(1− x). �

Теорема 2. Уравнение Штурма-Лиувилля

v′′(x)− q(x)v(x) = λ2v(x), x ∈ [0,1/2], (7)

эквивалентно уравнению (1) с разрывным решением y(x) в точке x = 1/2, когда p(x) = −1
при x ∈ [0,1/2], и p(x) = q(1− x) при x ∈ [1/2,1], а v(x) = y(x).

Доказетельство. Представим (7) в виде
(
d

dx
+ λ

)(
d

dx
− λ

)
v = q(x)v(x).

Положим z1(x) = v(x), z2(x) =
(
d
dx − λ

)
v. Тогда для z = (z1,z2)

T получим систему

z′1(x)− z2(x) = λz1(x), −z′2(x) + q(x)z1(x) = λz2(x),

т.е. уравнение (6) с матрицей Q(x) =

(
0 −1

q(x) 0

)
. Отсюда, по теореме 1 придем к уравнению

(1).
Обратно, пусть y(x) — решение уравнения (1), где при x ∈ [0,1/2] p(x) = −1. Тогда по

теореме 1 придем к системе, которую можно представить в виде

z′1(x)− λz1(x) = z2(x), , z′2(x) + λz2(x) = q(x)z1(x).

Из первого уравнения в силу z1(x), z2(x) ∈ C1[0,1/2] следует, что z′1(x) ∈ C1[0,1/2]. Поэтому
в получаемом из системы уравнении

(
d

dx
+ λ

)(
d

dx
− λ

)
z1(x) = q(x)z1(x)

левая часть определена, и оно приводится к уравнению (7), где v(x) = z1(x) = y(x). �
Таким образом, установлено, что рассматриваемое на отрезке [0,1/2] уравнение Дирака

с произвольным непрерывным потенциалом эквивалентно простейшему уравнению с инво-
люцией (1), рассматриваемому на отрезке [0,1] в классе разрывных решений, а уравнение
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Штурма-Лиувилля с произвольным непрерывным потенциалом является его частным случа-
ем.

Дадим геометрическую трактовку краевых условий для уравнений (1) и (6), рассматривая
соответствующие задачи как задачи на геометрическом графе (см. [17]).

Замечание 1. Уравнение (1) при p(x) ∈ C[0,1] и y(x) ∈ C1[0,1] с условием y(0) = y(1) есть
задача на графе из одного цикла, равносильная системе Дирака (6) с условиями Дирихле
z1(0) = z2(0), z1(1/2) = z2(1/2).

Здесь условия на y(x) и p(x), как уже отмечалось, приводят к дополнительному условию
склейки z1(1/2) = z2(1/2). Условие z1(0) = z2(0) следует из y(0) = y(1) по определению
функций zk(x).

Замечание 2. Периодическая задача для произвольной системы Дирака на отрезке [0,1/2]
эквивалентна уравнению (1), рассматриваемому на графе, состоящем из двух циклов Γ1 и
Γ2 (параметризованных соответственно отрезками [0,1/2] и [1/2,1]), с условиями y(0) =
y(1/2 − 0) на Γ1, и y(1/2 + 0) = y(1) на Γ2, где y(x) = z1(x) при x ∈ [0,1/2], y(x) = z2(1 − x)
при x ∈ [1/2,1], p(x) = q1(x) при x ∈ [0,1/2], и p(x) = q2(1 − x) при x ∈ [1/2,1] (p(x) может
иметь разрыв первого рода в точке x = 1/2).

Действительно, в периодической задаче z(x) удовлетворяет условиям
z1(0) = z1(1/2), z2(0) = z2(1/2). Отсюда, так как z1(0) = y(0), z1(1/2) = y(1/2 − 0),
z2(0) = y(1), z2(1/2) = y(1/2 + 0), получаем условия на y(x), которые определяют указанный
граф. Таким образом, периодическая задача для произвольной системы Дирака на отрезке
[0,1/2] эквивалентна уравнению (1) на несвязном графе из двух колец. При этом само
уравнение оказывается связным (связывает производную функцию и потенциал на разных
ребрах).

2. О СВОЙСТВАХ РЕШЕНИЙ СМЕШАННЫХ ЗАДАЧ ДЛЯ
ВОЛНОВОГО УРАВНЕНИЯ И УРАВНЕНИЯ С ИНВОЛЮЦИЕЙ,
РАССМАТРИВАЕМОГО В КЛАССЕ РАЗРЫВНЫХ РЕШЕНИЙ

Теперь устанавим связь между решениями смешанных задач для соответствующих урав-
нений.

Рассмотрим сначала смешанную задачу для волнового уравнения:

∂2u(x,t)

∂t2
=
∂2u(x,t)

∂x2
− q(x)u(x,t), x ∈ [0,1/2], t ∈ [0,+∞),

u(0,t) = u(1/2,t) = 0,
u(x,0) = ϕ(x), u′t(x,0) = 0, x ∈ [0,1/2],

(8)

где q(x), ϕ(x) комплекснозначные, q(x) ∈ C[0,1]. В соответствии с [24] формальное решение
по методу Фурье задачи (8) является классическим решением при минимальных условиях
ϕ(x) ∈ C2[0,1/2], ϕ(0) = ϕ(1/2) = ϕ′′(0) = ϕ′′(1/2) = 0. При этом, аналогично доказательству
дважды дифференцируемости решения по x и t (см. [24, Леммы 9, 10]), устанавливается

существование и непрерывность и смешанных частных производных ∂2u(x,t)
∂x∂t , ∂

2u(x,t)
∂t∂x . Поэтому

уравнение в (8) можно представить в виде
(
∂

∂t
+

∂

∂x

)(
∂

∂t
− ∂

∂x

)
u(x,t) = −q(x)u(x,t). (9)

Отсюда сразу придем к утверждению.

Теорема 3. Если u(x,t) есть решение задачи (8), то
w(x,t) = (w1(x,t), w2(x,t))

T такая, что

w1(x,t) = u(x,t), w2(x,t) =

(
∂

∂t
− ∂

∂x

)
u(x,t),
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является решением задачи

∂w(x,t)

∂t
= B

∂w(x,t)

∂x
+Q(x)w(x,t), x ∈ [0,1/2], t ∈ [0,+∞),

w1(0,t) = w1(1/2,t) = 0,
w1(x,0) = ϕ(x), w2(x,0) = −ϕ′(x), x ∈ [0,1/2],

(10)

где B = diag(1, − 1), Q(x) =

(
0 1

−q(x) 0

)
.

«Скаляризуем» теперь эту задачу. Полагая v(x,t) = w1(x,t), при x ∈ [0,1/2], v(x,t) =
w2(1− x,t), при x ∈ (1/2,1], получим

Теорема 4. Если u(x,t) есть решение задачи (8), то v(x,t) такая, что v(x,t) = u(x,t), при
x ∈ [0,1/2], v(x,t) = u′t(1 − x,t) + u′x(1 − x,t), при x ∈ (1/2,1], является разрывным в точке
x = 1/2 решением задачи

∂v(x,t)

∂t
=
∂v(x,t)

∂x
+ p(x)v(1 − x,t), x ∈ [0,1], t ∈ [0,+∞),

v(0,t) = v(1/2,t) = 0,
v(x,0) = ϕ1(x), x ∈ [0,1],

(11)

где p(x) = 1, при x ∈ [0,1/2], p(x) = −q(1− x), при x ∈ (1/2,1], ϕ1(x) = ϕ(x), при x ∈ [0,1/2],
ϕ1(x) = −ϕ′(1− x) при x ∈ (1/2,1].

Аналогично, меняя в (9) местами множители, и переходя сначала к векторному уравнению
относительно w1(x,t) = u(x,t), w2(x,t) =

(
∂
∂t +

∂
∂x

)
u(x,t), а затем снова "скаляризуя" его,

получим

Теорема 5. Если u(x,t) есть решение задачи (8), то ṽ(x,t) такая, что ṽ(x,t) = u(x,t), при
x ∈ [0,1/2], ṽ(x,t) = u′t(1 − x,t) − u′x(1 − x,t), при x ∈ (1/2,1], является разрывным в точке
x = 1/2 решением задачи

∂ṽ(x,t)

∂t
= −∂ṽ(x,t)

∂x
+ p(x)ṽ(1− x,t), x ∈ [0,1], t ∈ [0,+∞),

ṽ(0,t) = ṽ(1/2,t) = 0,
ṽ(x,0) = ϕ2(x), x ∈ [0,1],

(12)

где p(x) из теоремы 4, а ϕ2(x) = ϕ(x), при x ∈ [0,1/2], ϕ2(x) = ϕ′(1− x) при x ∈ (1/2,1].

Таким образом, смешанная задача для классического волнового уравнения с произволь-
ным потенциалом оказывается частным случаем смешанной задачи для уравнения с инволю-
цией в классе разрывных решений.

Теперь исследуем обратный переход от решений задач (11) и (12) к решению (8).

Лемма 1. Если v(x,t) есть решение задачи (11), то v(x,t) и
(∂/∂t − ∂/∂x)v(x,t) непрерывно дифференцируемы по всем x ∈ [0,1/2] и всем t, и име-
ют место соотношения:

(
∂

∂t
+

∂

∂x

)(
∂

∂t
− ∂

∂x

)
v(x,t) = −q(x)v(x,t), x ∈ [0,1/2],

v(0,t) = v(1/2,t) = 0,
v(x,0) = ϕ(x), v′t(x,0) = 0, x ∈ [0,1/2].
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Доказательство. Действительно, переводя уравнение в (11) с отрезка [1/2, 1] на отрезок
[0,1/2] заменой x на 1− x, получим уравнение

∂v(1 − x,t)
∂t

= −∂v(1− x,t)
∂x

− q(x)v(x,t), x ∈ [0,1/2],

откуда для w1(x,t) = v(x,t), w2(x,t) = v(1 − x,t), x ∈ [0,1/2] имеем

(
∂

∂t
− ∂

∂x

)
w1(x,t) = w2(x,t),

(
∂

∂t
+

∂

∂x

)
w2(x,t) = −q(x)w1(x,t),

а значит дифференцируемость (∂/∂t− ∂/∂x)w1(x,t) и справедливость уравнения

(
∂

∂t
+

∂

∂x

)(
∂

∂t
− ∂

∂x

)
w1(x,t) = −q(x)w1(x,t), x ∈ [0,1/2].

Из краевых и начальных условий в (11) следуют указанные в лемме условия для w1(x,t) =
v(x,t). �

Аналогичный результат имеет место для решения задачи (12).

Лемма 2. Если ṽ(x,t) есть решение задачи (12), то ṽ(x,t) и (∂/∂t+∂/∂x)ṽ(x,t) непрерывно
дифференцируемы по всем x ∈ [0,1/2] и всем t, и имеют место соотношения:

(
∂

∂t
− ∂

∂x

)(
∂

∂t
+

∂

∂x

)
ṽ(x,t) = −q(x)ṽ(x,t), x ∈ [0,1/2],

ṽ(0,t) = ṽ(1/2,t) = 0,
ṽ(x,0) = ϕ(x), ṽ′t(x,0) = 0, x ∈ [0,1/2].

Теорема 6. Пусть v(x,t) есть решение задачи (11), ṽ(x,t) есть решение задачи (12), причем
v(x,t) = ṽ(x,t) при x ∈ [0,1/2]. Тогда v(x,t), ṽ(x,t) дважды непрерывно дифференцируемы по
x ∈ [0,1/2] и всем t, и функция u(x,t) = v(x,t), при x ∈ [0,1/2], является классическим
решением задачи (8).

Доказательство. Из лемм 1, 2 следует непрерывная дифференцируемость по x и t функций

(∂/∂t + ∂/∂x)u(x,t) и (∂/∂t− ∂/∂x)u(x,t),

откуда следует непрерывная дифференцируемость функций ∂u/∂t и ∂u/∂x, а соответственно
равенство (

∂

∂t
− ∂

∂x

)(
∂

∂t
+

∂

∂x

)
u(x,t) =

∂2u(x,t)

∂t2
− ∂2u(x,t)

∂x2
,

что и доказывает теорему. �
Система Дирака, в том числе и в случае недифференцируемого потенциала, исследовалась

в [25], [26], соответствующая смешанная задача в случае непрерывного потенциала изучалась
в [27] (более полную библиографию и ссылки на работы других авторов см. в [25], [27]).
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