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Аннотация. В работе устанавливаются коэрцитивные априорные оценки решений
начально–краевой задачи для вырождающегося параболического уравнения высокого по-
рядка. Рассматривается случай, когда коэффициенты уравнения являются функциями от
пространственной переменной y, при этом вырождение происходит также по этой пере-
менной. В работе содержатся также теоремы о существовании и единственности решений
начально–краевой задачи для параболического уравнения высокого порядка с перемен-
ными коэффициентами, вырождающегося по пространственной переменной.

Ключевые слова: вырождающееся параболическое уравнение, начально–краевая за-
дача, априорная оценка, существование и единственность решений.
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Abstract. The paper establishes coercive a priori estimates of solutions to the initial
boundary value problem for a degenerate parabolic high-order equation. We consider the case
when the coefficients of the equation are functions of a spatial variable , and degeneration
also occurs in this variable. The paper also contains theorems on the existence and uniqueness
of solutions to the initial – boundary value problem for a high-order parabolic equation with
variable coefficients degenerating over a spatial variable.
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Вырождающиеся дифференциальные уравнения используются при моделировании раз-
личных физических процессов, в которых граница области оказывает существенное влияние
на процессы, происходящие вблизи границы. В этом случае на границе области может ме-
няться как тип уравнений, так и их порядок.

Такие уравнения используются при исследовании стационарных процессов конвекции –
диффузии в неоднородных анизотропных средах, характерных тем, что при приближении к
границе коэффициент диффузии стремится к нулю. В частности, к таким уравнениям при-
водит математическое моделирование процессов фильтрации идеального баротропного газа в
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неоднородной анизотропной пористой среде, процессов фильтрации двухфазных жидкостей,
в том числе, процессов вытеснения нефти водой из пористой среды. Подобные уравнения воз-
никают при моделировании процесса распространения примеси в жидкокристаллическом рас-
творе, находящемся во внешнем электрическом поле, при исследовании стационарной задачи
о контакте мягкой оболочки с препятствием, при расчете линейных стационарных магнитных
осесимметричных полей в неоднородных анизотропных средах. Такие уравнения являются
также обобщением сингулярно возмущенных уравнений конвекции – диффузии. Кроме того,
известно, что нахождение решения краевой задачи для эллиптического уравнения эквива-
лентно минимизации некоторого функционала.

Параболические задачи с вырождением по пространственной переменной возникают в свя-
зи с исследованием ряда марковских процессов. Библиография этих работ содержится, на-
пример, в [1]. Укажем также работы Брезиса, Розенкранца, Зингера [2], В. Г. Булавина,
В. П. Глушко [3]. Начально–краевая задача для вырождающегося параболического уравне-
ния с постоянными по y коэффициентами была исследована В. П. Богатовой, В. П. Глушко
[4].

Работа посвящена доказательству априорных оценок решений и теорем о существовании и
единственности решений начально–краевых задач для параболических уравнений с вырож-
дением по пространственной переменной, коэффициенты которых зависят от y.

В работе систематически используется специальное интегральное преобразование Fα, вве-
денное в [5]. Это преобразование используется при исследовании граничных задач для вы-
рождающихся эллиптических уравнений (см. [8]–[10]).

Рассмотрим функцию α(y), y ∈ R1
+, для которой выполняются условия: α(+0) = α′(+0) =

0, α(y) > 0 при y > 0, α(y) = const для y > d при некотором d > 0.
Рассмотрим интегральное преобразование

Fα[u(y)](η) =

+∞∫

0

u(y) exp(iη

d∫

y

dρ

α(ρ)
)

dy√
α(y)

, (1)

которое определено первоначально на функциях u(y) ∈ C∞
0 (R1

+). Здесь C∞
0 (R1

+)— простран-
ство бесконечно дифференцируемых финитных функций, носитель которых принадлежит

R1
+. Преобразование (1) и преобразование Фурье Fτ→η[u] =

+∞∫

−∞

u(τ) exp(iητ)dτ , η ∈ R1 связа-

ны следующим соотношением

Fα[u(t)](η) = Fτ→η[uα(τ)], (2)

где uα(τ) =
√
α(y)u(y)

∣∣∣
y=ϕ−1(τ)

, y = ϕ−1(τ) — функция, обратная к функции τ = ϕ(y) =

d∫
y

dρ
α(ρ) .

Для преобразования Fα справедлив аналог равенства Парсеваля

‖Fα[u](η)‖L2(R1) =
√
2π ‖u‖L2(R1

+) . (3)

Равенство (3) даёт возможность расширить преобразование (1) до непрерывного преобразо-
вания, осуществляющего гомеоморфизм пространств L2(R

1) и L2(R
1
+), а также рассмотреть

преобразование Fα на некоторых классах обобщенных функций. Для расширенного таким
образом преобразования Fα сохраним старое обозначение. Обозначим через F−1

α обратное к
Fα преобразование. Это преобразование можно записать в виде

F−1
α [w(η)](y) =

1√
α(y)

F−1
η→τ [w(η)]

∣∣∣∣∣
τ=ϕ(y)

.
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Можно показать, что для функции u(y) ∈ C∞
0 (R̄1

+) справедливы равенства

Fα[D
j
α,yu](η) = ηjFα[u](η), j = 1,2,..., где Dα,y =

1

i

√
α(y)∂y

√
α(y), ∂y =

∂

∂y
.

Определим пространства Hs,α(R
n
+); Hs,α,q(R

n
+) следующим образом.

Определение 1. Пространство Hs,α(R
n
+)(s— действительное число) состоит из всех функ-

ций пространства L2(R
n
+), для которых конечна норма

‖v, |p|‖2s,α =

∫

Rn

(|p|2 + |ξ|2 + η2)s |FαFx→ξ[v(x,y)]|2 dξdη, (4)

зависящая от комплексного параметра p ∈ Q = {p ∈ C, |arg p| < π
2 , |p| > 0}.

Определение 2. Пространство Hs,α,q(R
n
+) (s > 0, q > 1) состоит из всех функций v(x,y) ∈

Hs,α(R
n
+), для которых конечна норма

‖v, |p|‖s,α,q = {
[ s
q
]∑

l=0

∥∥∥F−1
ξ→xF

−1
α [(|p|2 + |ξ|2 + η2)

s−ql
2 FαFx→ξ[∂

l
yv]]
∥∥∥
2

L2(Rn
+)
} 1

2 , (5)

зависящая от комплексного параметра. Здесь [ sq ]— целая часть числа s
q .

Пусть выполнено следующее условие.
Условие 1. Существует число ν ∈ (0,1] такое, что |α′(y)α−ν(y)| 6 c < ∞ при всех y ∈

[0,+∞). Кроме того, α(y) ∈ Cs1 [0,+∞) для некоторого s1 > 2N − |σ|, где N > max
06p16l

{2p1 +
l − p1 + 3

2

ν
+ 1, σ + 1, σ +

l

2
}, l = 1, 2, . . . , σ — некоторое действительное число.

Можно показать, что указанное выше число ν существует, если α(+0) = α′(+0) = 0.
С помощью преобразования (1) и преобразования Фурье Fx→ξ = Fx1→ξ1Fx2→ξ2 ...Fxn−1→ξn−1

определим весовой псевдодифференциальный оператор по формуле

K(σ)(p,y,Dx,Dα,y)v(x,y) = F−1
α F−1

ξ→x[λ(p,y,ξ,η)Fx→ξFα[v(x,y)]]. (6)

Определение 3. Будем говорить, что символ λ(p,y,ξ,η) весового псевдодифференциаль-
ного оператора K(σ)(p,y,Dx,Dα,y) принадлежит классу символов Sσα,p(Ω), где Ω ⊂ R̄1

+, σ ∈
R1,p ∈ Q = {p ∈ C, |arg p| < π

2 , |p| > 0}, если функция λ(p,y,ξ,η) является бесконечно диф-
ференцируемой функцией по переменной y ∈ Ω и по переменной η ∈ R1 . Причем, при всех
j = 0, 1, 2,..., l = 0, 1, 2,... справедливы оценки

|(α(y)∂y)j∂lηλ(p,y,ξ,η)| 6 cjl(|p|2 + |ξ|+ |η|)σ−l (7)

с константами cjl > 0, не зависящими от p ∈ Q, ξ ∈ Rn−1, η ∈ R1, y ∈ K, где K ⊂ Ω—
произвольный отрезок. Здесь σ— действительное число.

В Rn+ рассмотрим линейное дифференциальное уравнение вида

A(p,y,Dx,Dα,y,∂y)v(x,y) = F (p,x,y), (8)

где
A(p,y,Dx,Dα,y,∂y)v =

∑

|τ |+j1+qj2+rj362m

aτj1j2j3(y)p
j3Dτ

xD
j1
α,y∂

j2
y v. (9)

Здесь m,k, l натуральные числа q = 2m
k > 1, r = 2m

l > 1, aτj1j2j3(y)— некоторые огра-
ниченные на R̄1

+ функции, a00k0(y) 6= 0 при всех y ∈ R̄1
+. Без ограничения общности будем

считать, что a00k0(y) = 1 при всех y ∈ R̄1
+.
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На границе y = 0 полупространства Rn+ задаются граничные условия вида

Bj(p,Dx,∂y) v|y=0 =
∑

|τ |+rj3+qj26mj

bτj2j3p
j3Dτ

x∂
l
y v|y=0 = Gj(p,x), j = 1,2,...,µ. (10)

Пусть выполнены следующие условия.
Условие 3. Уравнение

∑

|τ |+j1+qj2+rj3=2m

aτj1j2j3(y)ξ
τηj1zj2pj3 = 0. (11)

не имеет z–корней, лежащих на мнимой оси при всех y > 0 (ξ,η) ∈ Rn ,p ∈ Q = {p ∈
C, |arg p| < π

2 , |p| > 0}, |p|+ |η|+ |ξ| > 0.
Пусть z1(p,y,ξ,η),...,zr3 (p,y,ξ,η) (1 6 r3 6 k)— корни, лежащие в левой полуплоскости, а

zr3+1(p,y,ξ,η),...,zk(p,y,ξ,η) лежат в правой полуплоскости.
Условие 4. Функции zj(p,y,ξ,η), j = 1, 2,..., k, при всех ξ ∈ Rn−1 являются бесконечно

дифференцируемыми функциями по переменным y ∈ Ω ⊂ R̄1
+ и η ∈ R1. Причем, при всех

p ∈ Q = {p ∈ C, |arg p| < π
2 , |p| > 0}, j1 = 0, 1, 2, ...,l = 0, 1, 2, ...,ξ ∈ Rn−1, y ∈ Ω ⊂ R̄1

+,
η ∈ R1 справедливы оценки

∣∣(α(y)∂y)j1∂j2η zj(y,ξ,η)
∣∣ 6 cj1,l(|p|+ |ξ|+ |η|)q−j2 , |p|+ |ξ|+ |η| > 0, (12)

с константами cj1,l > 0, не зависящими от p,y, ξ, η.
Из условия 3 следует, что при всех p ∈ Q, ξ ∈ Rn−1, y ∈ Ω ⊂ R̄1

+, η ∈ R1 справедливы
оценки

Rezj(p,y,ξ,η) 6 −c1(|p|+ |ξ|+ |η|)q, j = 1,...,r3; (13)

Rezj(p,y,ξ,η) > c2(|p|+ |ξ|+ |η|)q, j = r3 + 1,...,k, (14)

с некоторыми константами c1 > 0 и c2 > 0, не зависящими от p, y, ξ, η.
Условие 5. Число граничных условий (10) равно числу z–корней уравнения (11),

лежащих в левой полуплоскости, и при всех ξ ∈ Rn−1, |ξ| > 0 многочлены
B0
j (ξ,z) =

∑
|τ |+qj2+rj3=mj

bτj2j3p
j3ξτ zj2 линейно независимы по модулю многочлена P (ξ,z) =

r3∏
j1=1

(z − zj1(0,ξ,0)).

В работе [6] были доказаны следующие утверждения.
Теорема 1. Пусть s > max{2m, max

16j6r1
mj+ q}— действительное число и выполнены усло-

вия 1′, 3–5. Тогда для любого решения v(x,t) ∈ Hs,α,q(R
n
+) задачи (8), (10) справедлива

априорная оценка

‖v, |p|‖s,α,q 6 c(‖F, |p|‖s−2m,α,q + ‖v, |p|‖s−1,α,q +

r3∑

j=1

‖Gj , |p|‖s−mj−
1
2
q) (15)

с постоянной c > 0, не зависящей от p, v, F, Gj , j = 1,2,..., r3.
Теорема 2. Пусть s > max{2m, max

16j6r
mj+q}, выполнены условия 1′, 3, 4, 5 при p ∈ Qp0 =

{p ∈ C, |arg p| < π
2 , |p| > p0 > 0}. Тогда существует такое число p0 > 0, что при всех p ∈ Qp0

для любого решения v(x,t) ∈ Hs,α,q(R
n
+) задачи (8), (10) справедлива априорная оценка

‖v, |p|‖s,α,q 6 c(‖F, |p|‖s−2m,α,q +

r3∑

j=1

‖Gj , |p|‖s−mj−
1
2
q) (16)
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с постоянной c > 0, не зависящей от p, v, F, Gj , j = 1,2,..., r3.
В работе [7] построен регуляризатор и доказаны теоремы о существовании и единствен-

ности решений общей краевой задачи в полупространстве для вырождающегося эллиптиче-
ского уравнения высокого порядка, коэффициенты которого зависят от переменной y и от
комплексного параметра p.

Теорема 3. Пусть s > max{2m, max
16j6r

mj + q}— действительное число и выполнены усло-

вия 1′, 3–5. Тогда существует правый регуляризатор задачи (19), (21), то есть такой оператор

R : Hs−2m,α,q(R
n
+)×

r3∏

j=1

Hs− 1
2
q−mj

(Rn−1)→ Hs,α,q(R
n
+), что

ÃR(F,Ḡ) = (F,Ḡ) + T̃ (F,Ḡ), (17)

где Ã— оператор, порожденный задачей (19). (21),

Ã : Hs,α,q(R
n
+)→ Hs−2m,α,q(R

n
+)×

r3∏

j=1

Hs− 1
2
q−mj

(Rn−1),

а оператор T̃ является ограниченным оператором из

Hs−2m,α,q(R
n
+)×

r3∏

j=1

Hs− 1
2
q−mj

(Rn−1) в Hs−2m+1,α,q(R
n
+)×

r3∏

j=1

Hs− 1
2
q+1−mj2

(Rn−1)

Ḡ = (G1, G2, ...Gr3).

При выполнении априорной оценки (15) правый регуляризатор задачи является одновре-
менно и левым регуляризатором.

Теорема 4. Пусть s > max{2m, max
16j6r3

mj + q}, выполнены условия 1′, 3–5 при p ∈
Qp0 = {p ∈ C, |arg p| < π

2 , |p| > p0 > 0}. Пусть F (p,x,y) ∈ Hs−2m,α,q(R
n
+),Gj(p,x) ∈

Hs− 1
2
q−mj

(Rn−1), j = 1,2,...r3. Тогда существует такое число p0 > 0, что при всех p ∈ Qp0
существует единственное решение v(x,t) ∈ Hs,α,q(R

n
+) задачи (8), (10).

В настоящей работе исследуется начально–краевая задача для параболического уравнения
высокого порядка с вырождением по пространственной переменной.

А именно, в Rn+1
++ = {(x,t,y) : x ∈ Rn−1, 0 < t < +∞, 0 < y < +∞} рассматривается

линейное дифференциальное уравнение вида

A(y,∂t,Dx,Dα,y,∂y)v(t,x,y) = F (t,x,y), (18)

где
A(y,∂t,Dx,Dα,y,∂y)v =

∑

|τ |+j1+qj2+rj362m

aτj1j2j3(y)D
τ
xD

j1
α,y∂

j2
y ∂

j3
t v. (19)

Здесь m,k, l натуральные числа q = 2m
k > 1, r = 2m

l > 1, aτj1j2j3(y) - некоторые ограни-
ченные на R̄1

+ функции, a00k0(y) 6= 0, a000l(y) 6= 0 при всех y ∈ R̄1
+. Без ограничения общности

будем считать, что a00k0(y) = 1 при всех t ∈ R̄1
+.

На границе y = 0 множества Rn+1
++ задаются граничные условия вида

Bj(∂t,Dx,∂y) v|y=0 =
∑

|τ |+rj3+qj26mj

bτj2j3∂
j3
t D

τ
x∂

j2
y v|y=0 = Gj(t,x),j = 1,2,...,µ. (20)

На границе t = 0 множества Rn+1
++ задаются начальные условия вида

∂jt v|t=0 = Φj(x,y), j = 1,2,...,l − 1. (21)
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Основой использованного в работе метода служит известная схема, связывающая парабо-
лические задачи с эллиптическими задачами, содержащими комплексный параметр p.

Вначале из результатов теорем 1–4 выводится однозначная разрешимость задачи (8), (10)
в пространстве аналитических функций. Отсюда, в силу изоморфизма, устанавливаемого
преобразованием Лапласа, доказывается разрешимость однородной параболической задачи в
изоморфном пространстве W a

2,γ(Y1,Y2).

Наконец, при выполнении условий согласования начальных и граничных условий, выво-
дится теорема о разрешимости задачи (18), (21), (21) в пространствах Ŵ2,γ(Y1,Y2).

Рассмотрим абстрактную функцию u(t) со значениями в гильбертовом пространстве Y1,
такую, что u(t) = 0 при t < 0. Предположим, что существует преобразование Фурье функции
e−γtu(t) (γ > 0), принадлежащее гильбертову пространству Y0 ⊃ Y1. Будем говорить, что
функция V (p) принадлежит пространству W a

2,γ(Y1,Y0), a > 0, γ > 0 если конечна норма

‖u‖W a
2,γ(Y1,Y0)

= {
∫

R1

∥∥e−γtu(t)
∥∥2
Y1
dy +

∫

R1

|γ + iτ |2a
∥∥Fy→τ [e

−γtu(t)]
∥∥2
Y0
dτ} 1

2 .

Обозначим через Ea2,γ(Y1,Y0) множество функций V (p), где p— комплексное число, для ко-
торого Rep > γ, таких что функции V (p) принимают значения в гильбертовом пространстве
Y1 ⊂ Y0, являются аналитическими функциями в полуплоскости Rep > γ и для них конечна
норма

‖u‖Ea
2,γ(Y1,Y0)

= sup
ρ>γ
{
∫

Rep=ρ

(‖V (p)‖2Y1 + |p|
2a ‖V (p)‖2Y0)dp}

1
2 .

Преобразование Лапласа устанавливает взаимно однозначное и взаимно непрерывное со-
ответствие между пространствами W a

2,γ(Y1,Y0) и Ea2,γ(Y1,Y0) .
Если начальные условия (21) однородны, то есть

∂jt v|t=0 = 0, j = 1,2,...,l − 1, (22)

то задача (18), (21), (22) с помощью преобразования Лапласа может быть сведена к эквива-
лентной задаче

A(pr1,y,Dx,Dα,y,∂y)v(x,y) = f(p,x,y), (23)

Bj(p
r
1,Dx,∂y) v|y=0 = gj(t,x), j = 1,2,...,r3. (24)

Задача (23), (24) является задачей в полупространстве y > 0 для вырождающегося эллип-
тического уравнения с комплексным параметром p = pr1. Такие задачи были исследованы в
работах [6], [7]. Используя результаты этих работ, получаем следующее утверждение.

Теорема 5. Пусть s > max{2m, max
16j6r1

mj +
1
2 max{q,r}, s- кратно 2m. Пусть выполне-

ны условия 1′, 3 – 5. Тогда существует такое число γ0 > 0, что при всех γ > γ0 и лю-

бых F (t,x,y) ∈ Hs−2m
r,γ,α.q(R

n+1
++ ) ≡ W

s−2m
r

2,γ (Hs−2m,α,q(R
n
+),L2(R

n
+)) и Gj(x,y) ∈ H

σj
r,γ(Rn+) ≡

W
s−2m

r
2,γ (Hσj (R

n−1),L2(R
n−1), σj = s − mj − 1

2q, j = 1,2,...,r3 задача (18), (21), (22) имеет
единственное решение, принадлежащее пространству Hs

r,γ,α.q, причем справедлива априор-
ная оценка

‖v‖Hs
r,γ,α,q

6 c(‖F‖Hs−2m
r,γ,α,q

+

r3∑

j=1

〈〈Gj〉〉Hσj
r,γ,

) .

Рассмотрим теперь задачу (18), (21), (21). Введем наряду с пространствами W a
2,γ(Y1,Y0)

пространства Ŵ a
2,γ(Y1,Y0) абстрактных функций t → u(t),t ∈ R1

+ со значениями в Y1 ⊂ Y0 с

64 ВЕСТНИК ВГУ. СЕРИЯ: ФИЗИКА. МАТЕМАТИКА. 2019. № 1



О некоторых начально-краевых задачах для вырождающихся параболических уравнений

конечной нормой

‖u‖
Ŵ a

2,γ(Y1,Y0)
= {

∫

R1
+

∥∥e−γtu(t)
∥∥2
Y1
dy +

a∑

j=0

∫

R1
+

∥∥∥∂jt (e−γtu(t)]
∥∥∥
2

Y0
dt} 1

2 . (25)

Здесь a > 0— целое число.
В дальнейшем используются пространства Ŵ a

2,γ(Y1,Y0) при следующем конкретном выборе
пространств Y1, Y0 :

Ĥs
r,γ,α.q(R

n+1
++ ) ≡ Ŵ

s
r
2,γ(Hs,α,q(R

n
+),L2(R

n
+)), Ĥβ

r,γ(R
n
+) ≡ Ŵ

β
r
2,γ(Hσj (R

n−1),L2(R
n−1) .

Задача (18), (21), (21) сводится к задаче (18), (21), (22), если выполнено следующее условие
согласования.

Условие 6. Для набора функций F (t,x,y) ∈ Ĥs−2m
r,γ,α.q(R

n+1
++ ), Gj(x,y) ∈ Ĥ

σj
r,γ(Rn+), σj =

s −mj − 1
2q, j = 1,2,...,r3; Φµ1(x,t) ∈ Ĥ

βµ1
α,q (Rn+) βµ = s − µr − 1

2
r, µ = 1,2,...,l − 1 существует

такая функция v0(y,x,t) ∈ Ĥs
r,γ,α,q(R

n+1
++ ), что

1) выполняется условие ∂jt v|t=0 = Φj(x,y), j = 1,2,...,l − 1;
2) после продолжения функций F − Av0, Gj − Bjv0|y=0, j = 1,2,...,r3 нулем при y < 0

справедливы включения F −Av0 ∈ Ĥs−2m
r,γ,α,q, Gj −Bjv0|y=0 ∈ Ĥ

σj
r,γ , j = 1,2,...,r3;

3) существует постоянная c > 0, что справедлива оценка

‖v0‖Ĥs
r,γ,α,q

6 c

l−1∑

j=0

‖Φj‖Ĥβµ
r,γ

.

Справедлива следующая теорема.
Теорема 6. Пусть выполнено условие 6 и условия теоремы 5. Тогда существует такое

γ0 > 0, что при всех γ > γ0 и любых F (t,x,y) ∈ Ĥs−2m
r,γ,α.q(R

n+1
++ ), Gj(x,y) ∈ Ĥ

σj
r,γ(Rn+), σj =

s−mj − 1
2q, j = 1,2,...,r3,

Φµ1(x,t) ∈ Ĥ
βµ1
α,q (R

n
+), βµ1 = s− µ1r −

1

2
r, µ1 = 0,1,...,l − 1

задача (18), (21), (21) имеет единственное решение, принадлежащее пространству
Ĥs
r,γ,α.q(R

n+1
++ ), причем справедлива априорная оценка

‖v‖
Ĥs

r,γ,α,q
6 C(‖F‖

Ĥs−2m
r,γ,α,q

+

r3∑

j=1

〈〈Gj〉〉Ĥσj
r,γ

+
l−1∑

µ1=0

‖Φµ1‖Ĥβµ1
α.q

).
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