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Аннотация. Рассмотрен параметрический контур с периодически изменяющимся во
времени активным сопротивлением. Существует неочевидная аналогия между процесса-
ми в параметрическом и обычном контуре. Её можно обнаружить, если характерные для
обычного контура возмущающие гармонические функции времени заменить функциями
Хилла, которые представлены в виде бесконечного тригонометрического ряда с наперед
заданными частотами составляющих. Получена математическая модель в виде блочной
бесконечной системы линейных алгебраических уравнений. Матрица системы состоит из
блоков в виде квадратичных матриц порядка 2 × 2. Предложенный подход обобщается
на параметрические радиоцепи любой сложности, в этом случае бесконечные системы
уравнений состоят из блоков в виде квадратных матриц порядка n× n, n— любое целое
положительное число. При этом естественным путем реализуется обобщение и в другом
направлении, когда все элементы контура изменяются во времени по любым непрерыв-
ным периодическим функциям с одинаковыми периодами.

Ключевые слова: параметрический контур, функция Хилла, аналогия, бесконечная
система уравнений, блоки, обобщение, вынужденные колебания, свободные колебания.

THE PROCESSES IN TIME VARYING CIRCUITS US
GENERALIZATION OF PROCESSES IN USUAL CIRCUITS

N. D. Birjuk, T. N. Korotkova, O. S. Khorpyakov

Abstract. The time varying circuit with time varying resistor is considered. It is unobvious
analogy between processes in time varying and usual circuits. It may be displayed if typical
for usual circuit exciting harmonic functions of time replace by Hill’s functions, which is
produced in form of infinity trigonometric series, with well-known frequencies of components. It
is received mathematic model in form of blocking infinite system of linear algebraic equations.
Matrix of system consists of blocks in form of square matrices with order 2 × 2. Proposing
approach is generalized among time varying circuits of arbitrary complication, then infinite
systems of equations consist of blocks in from of square matrices with ordern×n, where is any
whole positive number. For all this a generalization is realized in another direction, when all
elements of circuit are changed at time accordance any continuous periodical functions with
identical periods.

Keywords: time varying circuit, Hill’s functions, analogy, infinity system of equations,
blocks, generalization, forced oscillations, free oscillations.
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ВВЕДЕНИЕ

Отметим характерные особенности процессов в стационарных радиоцепях. Эти цепи осо-
бым образом реагируют на задающие токи и напряжения в виде гармонических функций
времени, именно, гармонические возбуждения в установившемся режиме вызывают гармо-
нические отклики с теми же частотами. Свободные процессы представляют собой экспо-
ненциально затухающие квазигармонические функции времени. При отсутствии активных
сопротивлений они вырождаются в гармонические функции. С позиции метода комплексных
амплитуд, экспоненциально затухающую синусоиду можно считать обычной синусоидой с
комплексной частотой. Стационарные цепи с положительными элементами всегда устойчивы
по Ляпунову.

Перейдём к линейным радиоцепям с положительными периодическими параметрами, в
которых все или несколько параметров периодически изменяются во времени с одной и той
же частотой. Условие линейности выполняется, если функция изменения параметров не за-
висит от протекающих токов. Процессы в таких цепях являются обобщением процессов в
стационарных цепях, однако обнаружить это непросто.

Пусть имеется параметрическая радиоцепь любой сложности, параметры которой перио-
дически изменяются во времени с круговой частотой Ω. Воздействие в виде функции Хилла
вызывает в ней вынужденные колебания с тем же спектром что и воздействие. Функции Хил-
ла не выражаются в элементарных функциях, они являются почти периодическими функци-
ями и представляются в виде суммы бесконечного ряда:

f (t) =

∞∑

k=−∞

Fk cos [(ω + kΩ) t+ ϕk].

Гармоническая функция времени является частным случаем функции Хилла, поэтому
воздействию в виде гармонической функции времени соответствует отклик в виде функции
Хилла.

Другой особенностью радиоцепей является тот факт, что параметрическая цепь с положи-
тельными параметрами может быть устойчивой или неустойчивой по Ляпунову. Разделение
этих возможностей - сложная физико-математическая задача. Свободный процесс в устойчи-
вом параметрическом контуре является затухающей, а в неустойчивом возрастающей функ-
цией Хилла.

Метод комплексных амплитуд настолько широко применяется при анализе стационарных
радиоцепей, что забыты его истоки, а это затрудняет его применение в случае параметри-
ческих радиоцепей. Удобная для наших целей методика применения метода комплексных
амплитуд изложена в учебнике профессора Ю.Т. Величко [1]. Этот математический метод
является своебразным, так как не входит в классическую математику. Его разработал аме-
риканский инженер-электротехник Чарлз Протеус Штейнмец и доложил на Электротехни-
ческом конгрессе в Чикаго в 1871 году. Несмотря на некоторые формальные недостатки,
метод безотказно работает при решении электро- и радиотехнических задач. Поэтому анализ
устойчивости радиоцепей на основе этого метода относится к неляпуновскому методу анализа
устойчивости.

Суть метода комплексных амплитуд заключается в том, что гармонической функции вре-
мени at названной оригиналом, ставится в соответствии изображение â, являющееся пока-
зательной функцией с мнимым показателем. Это соответствие символически указывается
стрелкой остриём к оригиналу

at = A cos (ωt+ ϕ)← â = Aej(ωt+ϕ) = Aejϕejωt =
·
Ae

jωt, j =
√
−1
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где
·
A = Aejϕ — комплексная амплитуда. В этом методе математические преобразования ори-

гиналов переводятся в соответствующие преобразования изображений, что заметно упрощает
промежуточные преобразования. Ответ должен быть в виде оригинала, поэтому требуется
обратный переход от изображения к оригиналу, а он очень простой

at = Reâ,

где оператор Re означает взятие действительной части комплексного числа или функции.
Подробности применения данного варианта метода комплексных амплитуд к анализу про-

цессов в радиоцепях содержатся в нашей статье [3]. На практике цепи с периодическими
параметрами применяются, однако функции их изменения во времени из физических сообра-
жений получить не удаётся. Поэтому принято эти функции аппроксимировать выражениями

P (t) = Po [1 +mp cos (Ωt+ ϕp)]

или

P (t) =
Po

1 +mp cos (Ωt+ ϕp)
, (1)

где m < 1 — коэффициент модуляции параметра. В радиоприёмнике обычно выполняет-
ся сильное неравенство mp ≪ 1, тогда эти выражения отличаются друг от друга только
начальной фазой, что не существенно. Здесь вместо P нужно подставлять обозначение из-
меняющегося во времени параметра. Самая важная область применения параметрических
радиоцепей — малошумящие высокочастотные усилители, где среди других типов усилите-
лей параметрические усилители по совокупности показателей считаются наилучшими.

МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ В ВИДЕ ОДНОГО
ИНТЕГРО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ И ЕЕ

ПРЕОБРАЗОВАНИЕ

Анализ параметрических радиоцепей связан с громоздкими математическими преобразо-
вателями, поэтому рассмотрим относительно простую параметрическую цепь – последова-
тельный колебательный контур (рис. 1) с изменяющимся по закону (1), активным сопротив-
лением. Предложенный подход обобщим на более сложные параметрические цепи.

Рис. 1. Последовательный колебательный контур с периодически изменяющимся активным
сопротивлением.

Здесь
ε (t) = εm cos (ωt+ ϕε) , R (t) = Ro [1 +mR cos (Ωt+ ϕR)] (2)

Уравнение контура относительно тока i (t) (оригинала) —

L
di

dt
+Ro [1 +m cos (Ωt+ ϕp)] i+

1

C

∫
idt = εm cos (ωt+ ϕε) (3)
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Это же уравнение относительно изображения тока —

L
d̂i

dt
+Ro

( .
m

2
ejΩt + 1 +

∗
m

2
e−jΩt

)
î+

1

C

∫
îdt =

.
εm e

jωt, (4)

где
.
m = mejϕR ,

∗
m = me−jϕR,

.
εm = εme

j′ϕR . Здесь вынужденное колебание тока представляет
собой функцию Хилла —

i (t) =

∞∑

k=−∞

Ik cos [(ω + kΩ) t+ ϕk], (5)

её изображение —

î =
∞∑

k=−∞

.
Ik e

j(ω+kΩ)t,
.
Ik = Ike

jϕk (6)

Производная и интеграл изображения —

d̂i

dt
= j

∞∑

k=−∞

(ω + kΩ)
.
Ik e

j(ω+kΩ)t,

∫
îdt = −j

∞∑

k=−∞

.
Ik

ω + kΩ
ej(ω+kΩ)t (7)

Если подставить (8) и (9) в (6), то после преобразований получим

∞∑

k=−∞

{ .
m

2
Ro

.
Ik−1+

[
Ro + j (ω + kΩ)L− j

(ω + kΩ)C

]
.
Ik+

∗
m

2
Ro

.
Ik+1

}
ej(ω+kΩ)t =

.
εm e

jωt (8)

Из этой суммы поочерёдно выбираем слагаемые с одинаковыми показателями. После со-
кращения на одинаковые множители с этими показателями получим бесконечную систему
алгебраических уравнений. Уравнения этой системы следующие:

при k = 0 :
.
m
2 Ro

.
I−1 +

[
Roj

(
ωL− 1

ωC

)] .
Io+

∗
m
2

.
I1 =

.
εm;

при k 6= 0 :
.
m
2 Ro

.
Ik−1+

[
Ro + j (ω + kΩ)L− j

(ω+kΩ)C

] .
Ik +

∗
m
2 Ro

.
Ik+1 = 0.

Коэффициенты в уравнениях имеют размерности сопротивления. Для уменьшения гро-
моздкости введём обозначения

Zk,k−1 =

.
m

2
Ro, Zk,k = Ro + j

[
(ω + kΩ)L− 1

(ω + kΩ)C

]
, Zk,k+1 =

∗
m

2
Ro (9)

Представим полученную бесконечную систему уравнений в векторно-матричном виде —

˙I−3

Z−2,−3 Z−2,−2 Z−2,−1 0 0 0 0 ˙I−2 0

0 Z−1,−2 Z−1,−1 Z−1,0 0 0 0 ˙I−1 0

0 0 Z0,−1 Z0,0 Z0,1 0 0 · İ0 = ˙εm

0 0 0 Z1,0 Z1,1 Z1,2 0 İ1 0

0 0 0 0 Z2,1 Z2,2 Z2,3 · İ2 0

İ3

(10)

Бесконечная матрица простирается до бесконечности в четырёх направлениях: вверх, вниз,
влево и вправо; вектор-столбцы уходят в бесконечность в двух направлениях: вверх и вниз.
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Индексы отсчитываются от центральных элементов с нулевыми индексами, клетки которых
выделены. Матрица содержит три ненулевые диагонали: главную и примыкающие к ней

слева и справа. Все элементы боковых диагоналей матрицы одинаковые: для левой
·
m
2 Ro, для

правой
∗
m
2 Ro. Точно так же и в вектор-столбцах клетки с нулевым индексом выделены.

Свободный бесконечный вектор-столбец содержит лишь один ненулевой элемент
.
εm, на-

ходящийся в нулевой строке.
Бесконечная система уравнений (10) может быть представлена в максимально компакт-

ном, векторно-матричном виде
Z× I = ε, (11)

где Z — бесконечная матрица, I и ε— бесконечные вектор-столбцы, структура которых уточ-
няется сравнением (11) с (10). Уравнение (11) является бесконечным векторным уравнением.

Матрица Z как функция частоты является периодической с периодом Ω, т. е.

Z (ω +Ω)= Z (ω) (12)

Это видно из выражений (9). Замена ω на ω+Ω равнозначна замене k на k+1, что для беско-
нечной матрицы несущественно. Равенство (12) имеет более общий характер и справедливо
для линейных дифференциальных систем с периодическими коэффициентами.

Задача об устойчивости контура равнозначна задаче о свободных колебаниях. Соответ-
ствующее уравнение получается из (13) в предположении, что правая часть тождественно
равна нулю. Оно имеет вид

Z× I = 0. (13)

Это уравнение имеет ненулевое решение при выполнении условия

detZ = 0. (14)

Определитель как функция частоты периодичен с периодом Ω, поэтому уравнение (14) имеет
бесконечно множество решений на комплексных частотах

. . . ,ω̇ − kΩ,ω̇ − (k − 1)Ω, . . . ,ω̇ − Ω,ω̇, ω̇ +Ω, . . . ,ω̇ + (k − 1)Ω,ω̇ + kΩ, . . .

Все эти комплексные частоты имеют одинаковые мнимые части, в которых содержится ин-
формация об устойчивости контура. В случае устойчивости мнимые части положительны, в
случае неустойчивости — отрицательны. Для решения вопроса об устойчивости, достаточно
найти одну из приведенных частот, проще для вычислений — частоту ω̇. Может оказаться
полезным метод проб и ошибок при компьютерных вычислениях.

Рассмотрим возможности обобщений в разных направлениях. Нулевые элементы матрицы
Z в (10) получились за счёт того, что сопротивление R (t) изменяется во времени по простой
периодической функции. Если бы это сопротивление или все три элемента контура изменя-
лись по периодическим функциям общего вида, то все элементы матрицы Z были бы ненуле-
выми. Свободный вектор в (10) содержит единственный ненулевой элемент. Причина этого –
возмущающая гармоническая ЭДС. Если бы она изменялась во времени по функции Хилла
общего вида, то все элементы свободного вектора были бы ненулевыми. Сложнее обобщить
относящуюся к контуру методику на любые параметрические цепи. Трудность заключается
в том, что исходное уравнение (3) для обобщений мало пригодно.
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МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ В ВИДЕ СИСТЕМЫ ДВУХ
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ И ЕЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЕ

Законы Кирхгофа изначально приводят к дифференциальной системе уравнений перво-
го порядка. Преобразовать эту систему в одно дифференциальное уравнение n-го порядка
теоретически возможно, но на практике требуются громоздкие преобразования, быстро воз-
растающие с повышением n. Для контура (n = 2) таких трудностей, как при больших n, не
возникает. Поэтому при обобщении нужно исходить не из уравнения (3), а из системы двух
дифференциальных уравнений первого порядка. Эта система может быть разной в зависи-
мости от того, какие две функции процесса выбраны в качестве определяющих. Практика
показала, что в их роли целесообразно выбирать заряд конденсатора q (t) и магнитное пото-
косцепление индуктивности ϕ (t). Тогда законы Кирхгофа приведут к системе

dq
dt =

1
Lϕ

dϕ
dt = − 1

C q −
R(t)
L ϕ+ ε (t)

}
(15)

или в векторном виде
d

dt
x = A (t) x+ f (t) , (16)

A (t) = {ai,k} , i,k = 1,2; a1,1 = 0, a1,2 =
1

L
, a2,1 = −

1

C
, a2,2 = −

R (t)

L
,

x = colon (q,ϕ) , f (t) = colon (0,ε (t)) .

Как и ранее, считаем

R (t) = Ro [1 +m cos (Ωt+ ϕR)] , ε (t) = εm cos (ωt+ ϕε)

Если попытаться обобщить систему (15) на любые параметрические цепи, то для оригина-
лов возникают трудности, связанные с начальными фазами, которые не дают возможности
сократить зависимые от времени множители. Для изображений этого нет, так как начальные
фазы “спрятаны” в комплексных амплитудах. Поэтому необходимо перейти от системы (15)
для оригиналов к соответствующей системе для изображений —

dq̂
dt =

1
L ϕ̂

dϕ̂
dt = − 1

C q̂ − Ro
L

[ ·
m
2 e

jΩt + 1 +
∗
m
2 e

−jΩt
]
ϕ̂+ εme

jωt

}
(17)

Заряд и потокосцепление зададим в виде функций Хилла и найдём их производные —

q̂ =
∞∑

k=−∞

.
qk e

j(ω+kΩ)t,
dq̂

dt
= j

∞∑

k=−∞

(ω + kΩ)
.
qk e

j(ω+kΩ)t; (18)

ϕ̂ =
∞∑

k=−∞

.
ϕk e

j(ω+kΩ)t,
dϕ̂

dt
= j

∞∑

k=−∞

(ω + kΩ)
.
ϕk e

j(ω+kΩ)t

Если подставить (8) в (17), то после преобразований получим

∞∑
k=−∞

[
j (ω + kΩ)

.
qk − 1

L

.
ϕk
]
ej(ω+kΩ)t = 0

∞∑
k=−∞

{
.
qk
C +

.
m
2
Ro
L

.
ϕk−1+

[
j (ω + kΩ) + Ro

L

] .
ϕk +

∗
m
2

.
Ro
L ϕk+1

}
ej(ω+kΩ)t =

.
εm e

jωt





(19)
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Поочерёдно выбираем слагаемые с одинаковыми экспоненциальными множителями. После
сокращения на эти множители, получим бесконечную алгебраическую систему уравнений. В
отличие от (8), здесь каждому k соответствует пара уравнений. Эти уравнения следующие:

при k = 0:
jω

.
qo− 1

L

.
ϕ
o
= 0

.
qo
C +

.
m
2
Ro
L

.
ϕ−1 +

(
jω + Ro

L

) .
ϕo+

∗
m
2
Ro
L

.
ϕ1 =

.
εm

}
;

(20)

при k 6= 0:
j (ω + kΩ)

.
qk − 1

L

.
ϕk = 0

.
qk
C +

.
m
2
Ro
L

.
ϕk−1+

[
j (ω + kΩ) + Ro

L

] .
ϕk +

∗
m
2
Ro
L

.
ϕk+1 = 0

}

Для компактного векторного представления упорядочим переменные следующим образом:

...,
.
q−k ,

.
ϕ−k;

.
q−k+1 ,

.
ϕ−k+1; ...,

.
q−1 ,

.
ϕ−1;

.
q0 ,

.
ϕ0;

.
q1 ,

.
ϕ1; ...,

.
qk−1 ,

.
ϕk−1;

.
qk ,

.
ϕk; ...

Тогда систему (22) можно представить в векторном виде —
при k = 0

(
0 0

0
.
m
2
Ro
L

)( .
q−1
.

ϕ−1

)
+

(
jω − 1

L
1
C jω + Ro

L

)( .
qo
.
ϕo

)
+

(
0 0

0
∗
m
2
Ro
L

)( .
q1
.
ϕ1

)
=

(
0
.
εm

)
;

(21)

при k 6= 0

(
0 0

0
.
m
2
Ro
L

)( .
qk−1
.

ϕk−1

)
+

(
j (ω + kΩ) − 1

L
1
C j (ω + kΩ) + Ro

L

)( .
qk
.
ϕk

)
+

+

(
0 0

0
∗
m
2
Ro
L

)( .
qk+1
.

ϕk+1

)
=

(
0
0

)
.

Для матрицы и вектор–столбцов предыдущих выражений введём обозначения

Ak,k−1 =

(
0 0

0
.
m
2
Ro
L

)
, Ak,k =

(
j (ω + kΩ) − 1

L
1
C j (ω + kΩ) + Ro

L

)
, Ak,k+1 =

(
0 0

0
∗
m
2
Ro
L

)
;

xk = colon (qk,ϕk) — неизвестный вектор–столбец, относящийся к частоте (ω + kΩ); fo =

colon
(
0,

•
εm

)
— свободный вектор–столбец.

Тогда уравнение (23) можно представить в векторном виде:
при k = 0A0,−1x−1 +A0,0x0 +A0,1x1 = fo;

при k 6= 0Ak,k−1xk−1 +Ak,kxk +Ak,k+1xk+1 = 0,k = −∞,...− 1,0,1,...,∞.
Имеем бесконечное множество векторных уравнений, в котором неизвестные и свободные

члены представляют собой векторы второго порядка, а коэффициенты — матрицы поряд-
ка 2 × 2. Эту бесконечную систему векторных уравнений можно представить в векторно–
матричном виде, —

x−2

A−1,−2 A−1,−1 A−1,0 0 0 x−1 0

0 A0,−1 A0,0 A0,1 0 · x0 = f0

0 0 A1,0 A1,1 A1,2 x1 0
x2

, (22)
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а также в компактном представлении

A× x = f . (23)

Структура матрицы и вектор-столбцов этого уравнения раскрывается сравнением (23)
с (22). В частности матрица А содержит три блочных диагонали, что равнозначно шести
обычным диагоналям. Векторное уравнение (25) представляет собой бесконечную блочную
систему уравнений. Элементы матрицы – блоки, представляющие собой матрицы порядка
2х2, элементы вектор-столбцов также блоки – вектор-столбцы второго порядка.

Заметим, что матрица и вектор-столбцы исходной дифференциальной системы (16) так-
же 2-го порядка, т. е. такого же порядка, как и блоки бесконечной системы (22). Отсюда
открываются широкие возможности для обобщений.

ОБОБЩЕНИЕ НА РАДИОЦЕПИ С ПОЛОЖИТЕЛЬНЫМИ
ЭЛЕМЕНТАМИ

Допустим, что имеется любая параметрическая радиоцепь, в которой все или некоторые
элементы изменяются во времени по любым непрерывным периодическим функциям с оди-
наковыми периодами. Применим к этой цепи предложенную здесь методику анализа.

Законы Кирхгофа приведут к системе n (любого числа) дифференциальных уравнений
первого порядка. Функции изменения параметров представляем в виде сумм рядов Фурье,
а неизвестные — в виде функций Хилла. Применяем метод комплексных амплитуд и пере-
ходим к изображениям, далее делаем выборку по частотам, вследствие чего все зависящие
от времени функции сократятся. В результате получим бесконечную блочную алгебраиче-
скую систему типа (23) с блоками, представляющими собой матрицы и вектор-столбцы n-го
порядка. Эта система может быть решена приближенно методом редукции.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Заметим, что подобный подход был применён для анализа последовательного контура с
изменяющейся во времени индуктивностью в монографии В.А. Тафта [4], на наш взгляд,
без нужных комментариев и обобщений. Ряд параметрических цепей более сложного типа
рассмотрен в монографии [5], но без обобщений. В статьях [6–8] рассмотрены частные слу-
чаи похожих задач. В публикациях [9–10] представлен другой подход к решению подобных
задач с использованием компьютерных программ. В некоторых вузах, например [11], пара-
метрические колебания включены в общий курс физики. Интересная попытка объединения
математического и физического подходов при анализе параметрических систем представле-
на в статье [12]. В теории дифференциальных уравнений выделены некоторые особенности
[13], которые могут быть применены при анализе параметрических цепей. В настоящей пуб-
ликации предложен системный однотипный подход анализа широкого класса параметриче-
ских радиоцепей. Задача вычислений здесь лишь упомянута, она не простая, но реализуемая.
Начальные сведения содержаться в монографии [2]. Эта задача с нужными подробностями
требует отдельного рассмотрения.

Предложенный здесь метод имеет преимущества перед другими методами, заключающееся
в упрощении промежуточных преобразований. Это свойство метода комплексных амплитуд.
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