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Аннотация. В работе получена скорость роста собственных значений одной спек-
тральной задачи четвертого порядка с негладкими решениями, которая возникает при
применении метода Фурье к математической модели, возникающей при описании малых
свободных колебаний механической системы, состоящей из стержня, оба конца которого
защемлены, при этом система находится во внешней среде с локализованными особен-
ностями, приводящими к потере гладкости у решения. Анализ задачи опирается на по-
точечный подход, предложенный Ю. В. Покорным, и показавший свою эффективность
при изучении линейных граничных задач второго и четвертого порядков с непрерывными
решениями (построена точная параллель классической теории обыкновенных дифферен-
циальных уравнений вплоть до осцилляционных теорем).

Ключевые слова: граничная задача, математическая модель, спектральная задача,
собственное значение, скорость роста.

ABOUT THE VELOCITY OF INCREASE OF EIGENVALUE
OF THE FOURTH ORDER SPECTRAL PROBLEM WITH

DERIVATIVE ON THE MEASURE
S. A. Shabrov, N. I. Bugakova, E. A. Shayna

Abstract. The paper obtained the growth rate of the eigenvalues of a fourth-order
spectral problem with nonsmooth solutions, which arises when applying the Fourier method
to a mathematical model that arises when describing small free oscillations of a mechanical
system consisting of a rod, both ends of which are clamped, while the system is in the outer
environment with localized features leading to a loss of smoothness in the solution. The analysis
of the problem is based on the pointwise approach proposed by Yu. V. Pokorny, and has shown
its effectiveness in studying linear second- and fourth-order boundary value problems with
continuous solutions (an exact parallel was built to the classical theory of ordinary differential
equations down to oscillation theorems).
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growth.

Изложенный в [1] метод, с помощью которого получена оценка скорости роста собственных
значений классической граничной задачи с гладкими решениями, в работах [2], [3] адаптиро-
ван для двух задач с негладкими решениями: одной разнопорядковой, а другой — четвертого
порядка со спектральным параметром при второй производной. В этой работе этот метод
адаптируется для оценки роста собственных значений спектральной задачи

{
Lu ≡ (pu′′xx)

′′
xσ − (ru′x)

′
σ + uQ′

σ = λM ′
σu;

u(0) = u′(0) = u(ℓ) = u′(ℓ) = 0.
(1)
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Данная спектральная задача возникает при применении метода Фурье в математической
модели, которая описывает малые собственные колебания растянутого стержня, оба конца
которого защемлены, и помещенного во внешнюю среду с локализованными особенностями,
приводящими к потере гладкости.

Коэффициент p(x) характеризует материал, из которого изготовлен стержень; положите-
лен на отрезке [0, ℓ]; функция r(x) — сила натяжения струны в точке x; Q(x) определяет
упругую реакцию внешней среды, F (x) — внешнюю силу, а M(x) — масса участка [0, x), σ —
мера, порождаемая функцией σ(x), содержит все особенности системы — это точки, в кото-
рых имеются локализованные особенности. Через S(σ) обозначим множество точек разрыва
функции σ(x).

Решение задачи (1) мы ищем в классе E абсолютно непрерывных на [0, ℓ] функций u(x),
первая производная которых абсолютно непрерывна на [0, ℓ]; квазипроизводная pu′′xx абсо-
лютна непрерывна на [0, ℓ]; (pu′′xx)

′
x — σ-абсолютно непрерывна на [0, ℓ].

Мы предполагаем, что выполняются вполне физические условия: p(x), r(x), Q(x) и F (x)
— функции ограниченной на [0, ℓ] вариации, Q(x) — неубывающая на [0, ℓ] функция и
inf

x∈[0,ℓ]
p(x) > 0, r(x) > 0.

Уравнение в (1) определено на специальном расширении [0, ℓ]σ отрезка [0, ℓ], в котором
каждая точка ξ ∈ S(σ) заменена на тройку собственных элементов {ξ − 0; ξ; ξ + 0}.

Множество [0, ℓ]σ строится следующим образом. На [0, ℓ] вводим метрику ρ(x, y) = |σ(x)−
− σ(y)|. Если S(σ) 6= ∅, то ([0, ℓ], ρ) является неполным метрическим пространством. Стан-
дартное пополнение и приводит к [0, ℓ]σ.

Отметим, что качественная теория с негладкими решениями начала бурно развиваться
после выхода в 1999 году работы Ю. В. Покорного [4]. Так вышли монографии [5], [6], работы
[7], [8], [9], [10] в которых досконально изучены линейные краевые задачи второго порядка
с производными по мере. Поточечный подход, используемый в линейных задачах, показал
свою эффективность и в нелинейных задачах [11], [12], и в задачах с разрывными решениями
[13], [14], [15], и в граничных задачах четвертого порядка [16], [17], [18], а также в краевых
задачах гиперболического типа [19], [20].

Эта эффективность объясняется достаточно просто: при использовании производных по
мере уравнение становится поточечно заданным, то есть обыкновенным, что дает возмож-
ность применения качественных методов анализа решений, в отличие от теорий обобщенных
функций. Так, при использовании теории распределений по Шварцу-Соболеву, проявляются
трудно разрешимые проблемы. Во-первых, удается установить лишь слабую разрешимость
уравнения, что для приложений мало пригодно, во-вторых, возникает проблема умножения
обобщенной функции на разрывную, которую не удается решить до сих пор, и, в-третьих,
уравнения в обобщенных функциях — это равенство двух функционалов, определенных над
пространством основных функций, и применение качественных методов анализа к таким
уравнениям крайне затруднительно. Здесь можно вспомнить работу [21] Мышкиса, в которой
для уравнений с обобщенными коэффициентами удалось установить аналог теорем Штурма
о перемежаемости нулей.

ФУНКЦИЯ ВЛИЯНИЯ

Как показано в работе [17] задача

{
Lu ≡ (pu′′xx)

′′
xσ − (ru′x)

′
σ + uQ′

σ = F ′
σ ;

u(0) = u′(0) = u(ℓ) = u′(ℓ) = 0,

является невырожденной (однородная задача имеет только тривиальное решение), поэтому
она имеет единственное решение для любой σ–абсолютно непрерывной функции F (x).
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Через K(x, s) обозначим минималь следующего функционала

Φ(u) =

ℓ∫

0

pu′′2xx
2

dx+

ℓ∫

0

ru′2x
2

dx+

ℓ∫

0

u2

2
dQ−

ℓ∫

0

u dθ(x− s), (2)

где θ(x− s) — функция Хевисайда. Существование K(x, s) доказывается точно так же, как
и в работе [17].

Тогда, задача (1) эквивалента интегральному уравнению

u(x) = λ

ℓ∫

0

K(x, s)u(s)M ′
σ(s) dσ, (3)

или, вспоминая теорему о замене [7],

u(x) = λ

ℓ∫

0

K(x, s)u(s) dM(s).

Нетрудно видеть, что интегральный оператор (Au)(x) =

ℓ∫

0

K(x, s)u(s)dM(s) действует в

C[0; ℓ] и вполне непрерывен, следовательно, его спектр состоит из собственных значений, при
этом каждое из них имеет конечную кратность. Более того, так как задача является симмет-
ричной: для всяких u, v ∈ E справедливо равенство (Lu, v) = (u,Lv), то спектр веществен.

Покажем, что у каждого собственного значения присоединенные элементы отсутствуют,
алгебраическая кратность равна единице.

Предположим противное: у некоторого собственного значения λk существует цепочка при-
соединенных ненулевых векторов. Тогда, первая (за собственной функцией, которую мы обо-
значим через ϕk(x)) является решением граничной задачи

{
(pu′′xx)

′′
xσ − (ru′x)

′
σ + uQ′

σ = λkM
′
σu+ ϕk,

u(0) = u′(0) = u(ℓ) = u′x(ℓ) = 0.
(4)

Обозначим ее через ψ(x).
Подставив ψ(x) в уравнение из (4), умножив полученное тождество на ϕk(x) и проинте-

грировав по мере σ вдоль всего отрезка [0, ℓ], получим равенство

ℓ∫

0

(pψ′′
xx)

′′
xσϕk dσ −

ℓ∫

0

(rψ′
x)

′
σϕk dσ +

ℓ∫

0

ψQ′
σϕk dσ = λk

ℓ∫

0

ψM ′
σϕk dσ +

ℓ∫

0

ϕ2
k dσ. (5)

Первый и второй интеграл равенства (5) проинтегрируем по частям (первый интеграл —
четрыре раза, второй — два):

ℓ∫

0

(pψ′′
xx)

′′
xσϕk dσ = (pψ′′

xx)
′
xϕk

∣∣∣∣
ℓ

0

− pψ′′
xxϕx

′
x

∣∣∣∣
ℓ

0

+ pϕk
′′
xxψ

′
∣∣∣∣
ℓ

0

− (pϕk
′′
xx)

′
ψ

∣∣∣∣
ℓ

0

+

ℓ∫

0

(pϕk
′′
xx)

′′
xσψ dσ =
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=

ℓ∫

0

(pϕk
′′
xx)

′′
xσψ dσ (6)

и
ℓ∫

0

(rψ′
x)

′
σϕk dσ = rψ′

xϕk

∣∣∣∣
l

0

− rϕk
′
xψ

∣∣∣∣
l

0

+

ℓ∫

0

(rϕk
′
x)

′
σψ dσ =

ℓ∫

0

(rϕk
′
x)

′
σψ dσ. (7)

Все подынтегральные слагаемые равны нулю, так как ϕk(x) и ψ(x) удовлетворяют краевым
условиям. С учетом равенств (6) и (7), соотношение (5) принимает вид:

ℓ∫

0

[(pϕk]
′
xx)

′′
xσ)− (rϕk

′
x)

′
σ +Q′

σϕk]ψ dσ = λk

ℓ∫

0

ψM ′
σϕk dσ +

ℓ∫

0

ϕ2
k dσ. (8)

Но ϕk(x) — собственная функция, отвечающая собственному значению λk, поэтому (8) при-

нимает вид:

ℓ∫

0

ϕ2
k dσ = 0, откуда следует, в силу непрерывности ϕk(x), тождество ϕk(x) ≡ 0.

Последнее противоречит нетривиальности ϕk(x).
Геометрическая простота каждого собственного значения доказана в [22].

ПОРЯДОК РОСТА СОБСТВЕННЫХ ЗНАЧЕНИЙ

Собственные значения спектральной задачи (4) определяются как нули оператора Фред-
гольма, который в нашем случае определяется следующим образом (см, например, [23], [1])

D(λ) = 1 +
∞∑

n=1

(−1)n
λn

n!
An,

где

An =

l∫

0

. . .

l∫

0

∣∣∣∣∣∣

K(s1, s1) . . . K(s1, sn)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
K(sn, s1) . . . K(sn, sn)

∣∣∣∣∣∣
dM(s1) . . . dM(sn).

Точно так же, как и в [23], [1], доказывается сходимость ряда при всех λ. Однако, применить
схему, использованную в [1], в нашем случае нельзя, так как K(x, s) не имеет непрерывной
производной по x.

Однако, разности K(si+1, si)−K(si, sj) (i = 1, 2, . . . , n−1, j = 1, 2, . . . , n) при некоторых κij ,
заключенными между inf

x,s∈[0;ℓ]
K ′
x(x, s) и sup

x,s∈[0;ℓ]
K ′
x(x, s), можно записать в следующем виде

K(si+1, si) − K(si, sj) = κij(si+1 − si). Так как K(x, s) — решение уравнения Lu = θ(x − s),
то K ′

x(x, s) ограничена на всем квадрате [0, ℓ] × [0, ℓ]. Поэтому, величины κi,j ограничены в
совокупности некоторой постоянной C.

Тогда, при n > 2 имеем

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

K(s1, s1) K(s1, s2) . . . K(s1, sn)
K(s2, s1) K(s2, s2) . . . K(s2, sn)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
K(sn−1, s1) K(sn−1, s2) . . . K(sn−1, sn)
K(sn, s1) K(sn, s2) . . . K(sn, sn)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=
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=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

K(s1, s1) K(s1, s2) . . . K(s1, sn)
K(s2, s1) K(s2, s2) . . . K(s2, sn)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
K(sn−1, s1) K(sn−1, s2) . . . K(sn−1, sn)
κn−1,1 κn−1,2 . . . κn−1,n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

· (sn − sn−1) = . . . =

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

K(s1, s1) K(s1, s2) . . . K(s1, sn)
κ1,1 κ1,2 . . . κ1,n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
κn−2,1 κn−2,2 . . . κn−2,n

κn−1,1 κn−1,2 . . . κn−1,n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

· (s2 − s1)(s3 − s2) . . . (sn − sn−1).

Применяя неравенство Адамара и оценку

|(s2 − s1)(s3 − s2) . . . (sn − sn−1)| 6
(

ℓ

n− 1

)n−1

,

для An (при n > 2) будем иметь

|An| 6 Cn · nn2 (M(ℓ)−M(0))n
(

ℓ

n− 1

)n−1

=
1

ℓ
(C(M(ℓ)−M(0))ℓ)n

n
n
2

(n − 1)n−1
.

Так как для любого фиксированного положительного ε, lim
n→∞

n−1
nεn = 0, то при достаточно

большом n (зависящем от ε), справедливо неравенство

|An| 6
1

ℓ
(C(M(ℓ) −M(0))ℓ)nn−

n
2
+εn.

Доказанное неравенство, согласно общей теории целых функций [24], [25], показывает, что
порядок роста функции D(λ) не выше 2

3 − ε для любого ε ∈ (0; 12). Поэтому D(λ) имеет
порядок роста не выше 2/3, следовательно, для произвольности δ > 0 ряд

∞∑

n=1

1

|λn|2/3+δ
(9)

сходится. Таким образом, доказана теорема.

Теорема 1. Пусть p(x), r(x), Q(x) и F (x) — σ–абсолютно непрерывны на [0, ℓ], Q(x) — не
убывает на [0, l] и inf

x∈[0,ℓ]
p(x) > 0, inf

x∈[0,ℓ]
r(x) > 0. Пусть {λn} — собственные значения задачи

(1). Тогда ряд (9) сходится при любом δ > 0.

Доказанная теорема позволяет получить достаточные условия применимости метода Фу-
рье к математической модели четвертого порядка с негладкими решениями, описывающей
малые свободные колебания стрежня, оба конца которого защемлены, и помещенного во
внешнюю среду с локализованными особенностями.
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