
УДК 532.582.7

ОБТЕКАНИЕ МАЛОГО ЭЛЛИПСОИДАЛЬНОГО ТЕЛА
НЕОДНОРОДНЫМ ПОТОКОМ ИДЕАЛЬНОЙ

НЕСЖИМАЕМОЙ ЖИДКОСТИ

В. С. Купцов, А. А. Катрахова

Воронежский государственный технический университет

Поступила в редакцию 11.01.2017 г.

Аннотация. В настоящей работе вычислено поле скоростей обтекания эллипсоида
в неоднородном нестационарном потоке идеальной несжимаемой жидкости. Основной
невозмущенный поток идеальной несжимаемой жидкости (без эллипсоидального включе-
ния) представлен в виде разложения поля скоростей с помощью гармонических функций.
В этот поток было внесено малое эллипсоидальное тело и для этого возмущенного пото-
ка были определены гидродинамические параметры течения жидкости (поля скоростей
и давлений в жидкости) . В работе были получены новые комбинации гармонических
эллипсоидальных функций, позволяющие решить эту задачу. Ввиду сложности задачи,
не представляется возможным определить точное решение , поэтому в решениях учиты-
вались члены до третьей аппроксимации. Сделана оценка точности решения.

Ключевые слова: эллипсоид, нестационарный неоднородный поток, идеальная
несжимаемая жидкость.
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Abstract. The Field of velocities the ellipsoid in the non-uniform non-stationary flow of the
ideal incompressible liquid have been calculated in this paper. The main undisturbed flow of the
ideal incompressible fluid ( without the ellipsoidal including) is presented by decomposition
of the field of velocities by using harmonic functions. The little ellipsoidal body has been
included in that disturbed flow and there have been determined the hydrostatic parameters
of the liquid flowing for it (the fields of velocities and pressures). The new combinations for
the harmonic ellipsoidal functions have been obtained in this paper which allow solving this
problem. According to difficulty of the task it is impossible to determine the precise solving so
that the members of solution before the third approximation have been considered only. The
estimation of solution has been done.
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Рассмотрим произвольный потенциальный поток идеальной несжимаемой жидкости. По-
тенциал его может быть записан:

ϕ(xi, t) =

∞∑

m=0

1

m!

∂ϕ

∂yj . . . ∂yk
(q)xj . . . xk, (1)

где t — время; yi — неподвижная декартова система координат; xi — подвижная система ко-
ординат, оси которой совпадают с осями эллипсоида; q(t) — радиус-вектор центра эллипсоида

© Купцов В. С., Катрахова А. А., 2018

ВЕСТНИК ВГУ. СЕРИЯ: ФИЗИКА. МАТЕМАТИКА. 2018. № 4 129



В. С. Купцов, А. А. Катрахова

в неподвижной системе координат; здесь и далее по повторным индексам ведется суммиро-
вание, причем число индексов j . . . k равно m.

Следуя работе [2], сохраним в формуле (1) слагаемые при m = 0, 1, 2.
Внесем в поток с потенциалом ϕ(xi, t) эллипсоид. Это изменит потенциал течения, который

будем искать в виде
ϕ = ϕ(xi, t) + ϕ′(xi, t), (2)

где ϕ′ — конечный добавок к потенциалу основного течения (без эллипсоида). Так как потен-
циалы основного течения и возмущенного совпадают при λ → ∞ (λ — квадрат расстояния
отсчитываемого от поверхности эллипсоида по нормали до произвольной точки области те-
чения, то

ϕ′(xi, t)

∣∣∣∣
λ→∞

= 0. (3)

На поверхности эллипсоида выполняется условие непротекания жидкости через его поверх-
ность:

∂ϕ

∂xi
ni|λ=0 = {(q̇i + ȧixi/ai)ni + ([Ω, r]ni)} |λ=0, (4)

где ni — компоненты вектора внешней нормали к поверхности; ai(t) — полуоси эллипсои-
да; Ωi(t) — компонента вектора угловой скорости вращения эллипсоида; r — радиус–вектор
в системе xi, точкой обозначена производная по времени. В постановке задачи допускает-
ся деформирование эллипсоида так, что его поверхность все время остается поверхностью
эллипсоида с постоянным объемом, т. е. ȧ1/a1 + ȧ2/a2 + ȧ3/a3 = 0.

Потенциал ϕ′(xi, t) ищется в виде:

ϕ′(xi, t) = Ajxjαj +Bjβjx/xj + Ci
[(
x2j − x2i

)
βkεkj + 2x2i

{
D
(
a2i + λ

)}
− αi

]
, (5)

где αi =

∞∫

λ

dλ

D(a2i + λ)
, βi =

∞∫

λ

dλ

D(a2j + λ)(a2k + λ)
; i, j, k — образуют перестановку из чисел 1,

2, 3 и i 6= j 6= k, x = x1x2x3,D2 = (a21+λ)(a
2
2+λ)(a

2
3+λ), Aj , Bj , Cj = const, εkj =

{
0, k = j;
1, k 6= j,

j, k = 1, 2, 3.
В формуле (5) C3 = 0, так как из трех последних слагаемых одно является линейно зави-

симым от двух других. Непосредственной проверкой убеждаемся, что ϕ′(xi, t) гармоническая
функция и выполнено граничное условие (3).

Подставляя (5) в ( 4) и приравнивая члены при одинаковых степенях xi в обеих частях
полученного равенства, будет иметь:

Aj = [q̇j − νj(q)]D0

(
α0
jD0 − 2

)−1
,

C1 =

[(
∂ν2
∂y2

(q)− ȧ2
a2

)
β03 +

(
∂ν1
∂y1

(q) +
ȧ1
a1

)
(β01 + β03)/∆

]
,

C2 =

[(
∂ν1
∂y1

(q)− ȧ1
a1

)
β03 +

(
∂ν2
∂y2

(q) +
ȧ2
a2

)
(β02 + β03)/∆

]
,

Bi =

[
bjkΩi − ajk

∂νk
∂yj

(q)

]
/∆i, (6)

где индексы i, j, k образуют четную перестановку 1, 2, 3 и i 6= j 6= k; ∆ =

2
(
β01β

0
2 + β02β

)
3 + β01β

0
3

)
, ∆i = β00ajk − 2/D0, ajk = a2k + a2j , bjk = a2j − a2k. В формуле (6)

верхний нулевой индекс обозначает, что соответствующая величина определено при λ = 0, а
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νj(q) — скорость основного потока, вычисленная в центре эллипсоида. Можно показать, что
∆ и ∆i отличны от нуля при любых ai(t).

Для определения силового и моментного воздействия на эллипсоид воспользуемся инте-
гралом Лагранжа–Коши, записанным в подвижной системе координат [1]

−p
ρ
=
∂ϕ

∂t
− ∂

∂xi
[q̇i + εikjΩjxk] +

1

2

∂ϕ

∂xi

∂ϕ

∂xi
+ f(t), (7)

где p — давление в жидкости; ρ — плотность; f(t) — произвольная функция времени; εikj —
тензор Леви–Чивиты.

Тогда силовое и моментное воздействия на эллипсоид будут равны:

F эл
i =

∫

Sэл

pni ds, M эл
i =

∫

Sэл

pεikjnjxk ds. (8)

Подставляя (7) в (8), используя при этом (5), получим после интегрирования следующие
выражения для компонент векторов силы и момента:

F эл
i =

4πρD0

3

[
Ȧiα

0
i +Aiα̇

0
i + ν̇i(q)

]
+ 2ρ

{
AkEkij

(
4π

3
− aikAik
D0a4ja

4
k

)
+

+
Ai
ai

(
ȧl +

4Cl
D0al

)(
4π

3
δil −

Jil
D0a3ja

3
k

)
+ εimnΩmAn

(
4π

3
− bniJin
D − 0a4i a

4
n

)}
,

M эл
i =

ρbiγ
D0a

2
i a

2
γ

{
J∗
jγEijγEiγj −

4
(
JγjAγAj − JijγBγBja

−4
i

)

D2
0a

2
ja

2
γ

−

− 4


CmJmjγ

a4m
−
J∗
jγ

(
Cγa

2
γ + CJa

2
j

)

ajγ


 ajγEjγi
D0a2ja

2
γ

− 2aikbkJikjEikj
D3

0a
2
i

−
aiJ

∗
jγEjγi

ai
−

− 2amBiJmjγ
D0a3ma

2
ja

2
γ

+ J∗
jγEjγi + J∗

γjεimnΩmAnEimn +
4CiΩi
D0a

2
j

[
J∗
jγ +

Jjjγbjγ
a6j

]
+

+
2Jijγ [BγbjiΩj −BjbjiΩγ + 2CibjiΩi]

D3
0ai

}
, (9)

где по n, k, l, m — суммируется, по i, j, k — нет суммирования, δij — тензор Кронекера,

J∗
ij =

4π

15D0a2i a
2
j

, Eijγ =
∂νi
∂yj

(q)+Bγβ
0
γ , i 6= j 6= k 6= γ, i, j, γ — образуют четную перестановку

1, 2, 3; Jij , Jijk — поверхностные интегралы, не зависящие от гидродинамических параметров
основного потока

Jik =

∫

Sэл

x2i x
2
kR

3 ds, Jikl =

∫

Sэл

x2i x
2
kx

2
lR

3 ds,R−2 =
x21
a41

+
x22
a42

+
x23
a43
.

В случае сферы выражения (9) упрощаются и совпадают с формулами работы [2].
Оценим точность решения нашей задачи. Введем относительное расстояние δ =

√
λ/amax,

где amax — наибольшая полуось эллипсоида, тогда βi может быть представлена в виде:

βi = G

∫

δ

δ dδ√(
γ21 + δ

) (
γ22 + δ

) (
γ23 + δ

) (
γ2j + δ

) (
γ2k + δ

) , (10)
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где G = const — некоторая функция от amax, γi = ai/amax. Если δ ≫ 1, то величинами
γi можно пренебречь, и получим, что порядок βi, равен δ−5, величина xj имеет порядок δ,
поэтому в формуле (5) слагаемые начиная со второго ∼ δ−3, а при δ → ∞ первое слагаемое
в (5) будет порядка δ−2. Анализируя формулу для силы (9), получим, что порядок каждого
из слагаемых этой формулы равен порядку произведения a1a2a3. Если в формуле (1) будем
удерживать слагаемые при m > 2, то их вклад в выражение для силы будет по сравнению
с a1a2a3 малой более высокого порядка. Для эллипсоидов, которые близки к сферическим
момент будет ∼ a5. Для сферы момент равен нулю.

Полученные выражения для силы и момента позволяют решить задачи о движении де-
формирующихся эллипсоидов в потоке идеальной несжимаемой жидкости.
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