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Аннотация. Изучению задач граничного управления посвящено много работ. Осо-
бенно можно выделить публикации В. А. Ильина и его учеников. Основной целью иссле-
дований является получение условий, при которых процесс колебаний распределенной
системы может быть переведен из начального состояния в наперед заданное финаль-
ное. При этом не просто обосновывается существование управления, а предъявляется его
явная формула. В настоящей работе рассматривается модель электрических колебаний,
описанная системой телеграфных уравнений на геометрическом графе–звезда. Изучена
задача выбора граничных режимов, позволяющая перевести систему из начального со-
стояния в заданное финальное состояние.

Ключевые слова: электрические колебания, телеграфные уравнения, геометриче-
ский граф, граничное управление.

MODELING OF ELECTRIC OSCILLATIONS FOR
TELEGRAPHIC EQUATIONS ON A GRAPH

M. B. Zvereva, M. M. Martirosyan, M. V. Shabrova

Abstract. Many papers have been devoted to the investigation of boundary control
problems, for example the publications of V. A. Il’in and his disciples. The main goal of the
research is to obtain conditions under which the process of distributed system oscillations could
be transferred from the initial state to the specified final state. At the same time, the existence
of a control is not just substantiated, but its explicit formula is presented. In this paper, we
consider a model of electrical oscillations, described by a system of telegraph equations on a
geometric graph-star. The problem of boundary regimes choosing is studied. These regimes
allow to transfer the system from the initial state to the specified final state.

Keywords: ectrical oscillations, telegraph equations, geometric graph, boundary control.

Изучению задач управления распределенными системами и их оптимизации посвящены
работы многих математиков. Особенно можно выделить публикации В. А. Ильина, Е. И. Мои-
сеева, Л. Н. Знаменской, А. И. Егорова, А. В. Боровских, В. В. Провоторова [1]–[4]. Основной
целью исследований является получение условий, при которых процесс колебаний распре-
деленной системы под воздействием некоторого граничного локального или нелокального
управления может быть переведен из начального состояния в наперед заданное финальное.
Задачи граничного управления для колебательных процессов, описываемых волновыми урав-
нениями с особенностями в краевых условиях а также разрывными решениями рассматрива-
лись в работах [5]–[9]. Задачи граничного управления для телеграфных уравнений на отрезке
изучались, например, в [10], [11].
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Моделирование электрических колебаний для телеграфных уравнений на графе

В настоящей работе рассматривается система телеграфных уравнений на геометрическом
графе–звезда, состоящем из n ребер длины l. Математическая модель имеет вид





vjx(x,t) + Lijt (x,t) +Rij(x,t) = 0,

ijx(x,t) + Cvjt (x,t) +Gvj(x,t) = 0,
v1(l,t) = v2(l,t) = . . . = vn(l,t),
n∑
j=1

ij(l,t) = 0,

vj(x,0) = ϕj(x),
ij(x,0) = ψj(x),
vj(0,t) = µj(t),

(1)

где j = 1,2, . . . ,n, 0 6 x 6 l, 0 6 t 6 T . Здесь ij(x,t) — сила тока на j-м ребре, vj(x,t)
— напряжение на j-м ребре. Сопротивление R, плотность индуктивности L, коэффициент
емкости C и проводимость изоляции G считаем постоянными на каждом ребре. Причем,
будем рассматривать случай, когда сигнал по линиям распространяется без искажения, т. е.

выполнено равенство β =
G

C
=
R

L
.

Теорема. Пусть ψ1′(l) = ψ2′(l) = . . . = ψn
′

(l), ϕ1(l) = ϕ2(l) = . . . = ϕn(l),
n∑
j=1

ϕj
′

(l) = 0,

n∑
j=1

ψj(l) = 0. И пусть ψj
′

(0) = 0, ψj(0) = 0, ϕj(0) = 0, ϕj
′

(0) = 0 для всех j = 1,2, . . . , n.

Тогда при 0 6 t 6
2l

a
решение задачи (1) может быть представлено в виде

vj (x,t) = e−βt
(
Φj(x+ at) + Φj(x− at)

2
− Ψj(x+ at)−Ψj(x− at)

2aC

)
+

+µj
(
t− x

a

)
e−

βx
a − µj

(
t− 2l − x

a

)
e−

β(2l−x)
a +

+
2

n

n∑

j=1

µj
(
t− 2l − x

a

)
e−

β(2l−x)
a ,

ij (x,t) = e−βt
(
Ψj(x+ at) + Ψj(x− at)

2
− Φj(x+ at)− Φj(x− at)

2aL

)
+

+aC

(
µj
(
t− x

a

)
e−

βx
a + µj

(
t− 2l − x

a

)
e−

β(2l−x)
a

)
−

−aC 2

n

n∑

j=1

µj
(
t− 2l − x

a

)
e−

β(2l−x)
a ,

где j = 1,2, · · · , n, a =
1√
CL

, β =
G

C
=
R

L
,

µj(t) =

{
µj(t), t > 0,
0, t < 0.
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Функции Φj и Ψj определены следующим образом:

Φj(x) =





ϕj(x), x ∈ [0; l]
−ϕj(−x), x ∈ [−l; 0]

2

n

n∑

j=1

ϕj(2l − x)− ϕj(2l − x), x ∈ [l; 2l]

ϕj(x− 2l)− 2

n

n∑

j=1

ϕj(x− 2l), x ∈ [2l; 3l]

ϕj(x+ 2l)− 2

n

n∑

j=1

ϕj(x+ 2l), x ∈ [−2l;−l]

Ψj(x) =





ψj(x), x ∈ [0; l]
ψj(−x), x ∈ [−l; 0]

ψj(2l − x)− 2

n

n∑

j=1

ψj(2l − x), x ∈ [l; 2l]

ψj(x− 2l)− 2

n

n∑

j=1

ψj(x− 2l), x ∈ [2l; 3l]

ψj(x+ 2l)− 2

n

n∑

j=1

ψj(x+ 2l), x ∈ [−2l;−l].

Доказательство проводится непосредственной подстановкой найденных представлений в
задачу (1). Покажем, что v1 (l,t) = v2 (l,t) = · · · = vn (l,t).

Рассмотрим v1(l,t). Имеем

v1(l,t) = e−βt
(
Φ1(l + at) + Φ1(l − at)

2
− Ψ1(l + at)−Ψ1(l − at)

2aC

)
+

+µ1
(
t− l

a

)
e−

βl
a − µ1

(
t− l

a

)
e−

βl
a +

2

n

n∑

j=1

µj
(
t− l

a

)
e−

βl
a

При 0 6 t 6
l

a
получим, что l 6 l + at 6 2l и 0 6 l − at 6 l. Тогда

Φ1(l + at) =
2

n

n∑

j=1

ϕj(l − at)− ϕ1(l − at),

Ψ1(l + at) = ψ1(l − at)− 2

n

n∑

j=1

ψj(l − at),

Φ1(l − at) = ϕ1(l − at),

Ψ1(l − at) = ψ1(l − at).

Таким образом, с учетом, что µj
(
t− l

a

)
= 0 при 0 6 t 6

l

a
, получим, что

v1(l,t) =
e−βt

n

n∑

j=1

(
ϕj(l − at) +

ψj(l − at)

aC

)
.
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Моделирование электрических колебаний для телеграфных уравнений на графе

Аналогично, для всех номеров j = 1,2, · · · ,n при 0 6 t 6
l

a
получим, что

vj(l,t) =
e−βt

n

n∑

j=1

(
ϕj(l − at) +

ψj(l − at)

aC

)
.

Пусть теперь
l

a
6 t 6

2l

a
. Тогда 2l 6 l + at 6 3l и −l 6 l − at 6 0. Значит,

Φ1(l + at) = ϕ1(at− l)− 2

n

n∑

j=1

ϕj(at− l),

Φ1(l − at) = −ϕ1(at− l),

Ψ1(l + at) = ψ1(at− l)− 2

n

n∑

j=1

ψj(at− l),

Ψ1(l − at) = ψ1(at− l).

Тогда

v1(l,t) =
e−βt

n

n∑

j=1

(
ψj(at− l)

aC
− ϕj(at− l)

)
+

2

n
e−

βl
a

n∑

j=1

µj
(
t− l

a

)
.

Такое же равенство верно и для всех номеров j. Получим, равенство v1(l,t) = v2(l,t) =

· · · = vn(l,t) верно для всех 0 6 t 6
2l

a
.

Покажем теперь, что
n∑
j=1

ij(l,t) = 0. Рассмотрим i1(l,t). Имеем

i1(l,t) = e−βt
(
Ψ1(l + at) + Ψ1(l − at)

2
− Φ1(l + at)− Φ1(l − at)

2aL

)
+

+2aCµ1
(
t− l

a

)
e−

βl
a − 2aC

n

n∑

j=1

µj
(
t− l

a

)
e−

βl
a

Пусть 0 6 t 6
l

a
, то l 6 l + at 6 2l и 0 6 l − at 6 l. Тогда

i1(l,t) = e−βt


ψ1(l − at)− 1

n

n∑

j=1

ψj(l − at)− 1

aLn

n∑

j=1

ϕj(l − at) +
1

aL
ϕ1(l − at)


 .

Аналогичные равенства выполняются для всех ij(l,t), j = 1,2, · · · ,n. Тогда

i1(l,t) + i2(l,t) + · · ·+ in(l,t) =

= e−βt




n∑

j=1

ψj(l − at)−
n∑

j=1

ψj(l − at)− 1

aL

n∑

j=1

ϕj(l − at) +
1

aL

n∑

j=1

ϕj(l − at)


 = 0.

Докажем что при
l

a
6 t 6

2l

a
выполняется

n∑
j=1

ij(l,t) = 0. Для i1(l,t) имеем

i1(l,t) = e−βt


ψ1(at− l)− 1

n

n∑

j=1

ψj(at− l)− 1

aL
ϕ1(at− l) +

1

aLn

n∑

j=1

ϕj(at− l)


+
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+2aCµ1
(
t− l

a

)
e−

βl
a +

2aC

n

n∑

j=1

µj
(
t− l

a

)
e−

βl
a .

Аналогичные равенства выполняются для всех ij(l,t), j = 1,2, · · · ,n. Тогда

i1(l,t) + i2(l,t) + · · ·+ in(l,t) =

= e−βt




n∑

j=1

ψj(at− l)−
n∑

j=1

ψj(at− l)− 1

aL

n∑

j=1

ϕj(at− l) +
1

aL

n∑

j=1

ϕj(at− l)


+

+2aCe−
βl
a

n∑

j=1

µj
(
t− l

a

)
− 2aCe−

βl
a

n∑

j=1

µj
(
t− l

a

)
= 0.

Таким образом,
n∑
j=1

ij(l,t) = 0 при 0 6 t 6
2l

a
.

Справедливость остальных равенств легко может быть установлена. Теорема доказана.
Замечание. Покажем, что однородная задача





vjx(x,t) + Lijt (x,t) +Rij(x,t) = 0,

ijx(x,t) + Cvjt (x,t) +Gvj(x,t) = 0,
v1(l,t) = v2(l,t) = . . . = vn(l,t),
n∑
j=1

ij(l,t) = 0,

vj(x,0) = 0,
ij(x,0) = 0,
vj(0,t) = 0

имеет только нулевое решение. Отсюда вытекает, что решение задачи (1) является единствен-

ным. Обозначим i(x,t) =
1

n

n∑

j=1

ij(x,t), v(x,t) =
1

n

n∑

j=1

vj(x,t). Тогда эти функции являются

решением задачи 



vx(x,t) + Lit(x,t) +Ri(x,t) = 0,
ix(x,t) + Cvt(x,t) +Gv(x,t) = 0,
i(l,t) = 0,
v(0,t) = 0,
i(x,0) = 0,
v(x,0) = 0.

Из последней системы следует, что функция v(x,t) является решением задачи




vtt(x,t) + 2βvt(x,t) + β2v(x,t) = a2vxx(x,t),
v(0,t) = 0,
vx(l,t) = 0,
v(x,0) = 0,
vt(x,0) = 0.

Введем замену v(x,t) = u(x,t)e−βt. Тогда функция u(x,t) является решением задачи




utt(x,t) = a2uxx(x,t),
u(0,t) = 0,
ux(l,t) = 0,
u(x,0) = 0,
ut(x,0) = 0.
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Согласно [12], последняя задача имеет только нулевое решение, т. е. u(x,t) = 0. Значит,
v(x,t) = 0.

Функция i(x,t) является решением задачи




itt(x,t) + 2βit(x,t) + β2i(x,t) = a2ixx(x,t),
ix(0,t) = 0,
i(l,t) = 0,
i(x,0) = 0,
it(x,0) = 0.

Введем замену i(x,t) = w(x,t)e−βt. Тогда функция w(x,t) является решением задачи




wtt(x,t) = a2wxx(x,t),
w(x,0) = 0,
wt(x,0) = 0,
wx(0,t) = 0,
w(l,t) = 0.

Согласно [12], последняя задача имеет только нулевое решение, т. е. w(x,t) = 0. Значит,
i(x,t) = 0. Рассмотрим теперь функции f j(x,t) = vj(x,t) − v(x,t) и gj(x,t) = ij(x,t) − i(x,t).
Для всех j = 1,2, . . . ,n эти функции являются решениями задач





f jx(x,t) + Lgjt (x,t) +Rgj(x,t) = 0,

gjx(x,t) + Cf jt (x,t) +Gf j(x,t) = 0,
f j(l,t) = 0,
f j(x,0) = 0,
gj(x,0) = 0,
f j(0,t) = 0.

Аналогичнo, последняя задача может быть сведена к однородным начально-краевым задачам
для волновых уравнений, которые, согласно [12], имеют только нулевое решение. Отсюда
будет следовать, что f j(x,t) = 0 и gj(x,t) = 0. С учетом доказанных равенств v(x,t) = 0,
i(x,t) = 0, получим, что vj(x,t) = 0, ij(x,t) = 0 для всех j = 1,2, . . . ,n, что и требовалось.

Решим теперь задачу граничного управления, то есть найдем функции µj(t) такие, что в
момент времени T выполняются равенства vj(x,T ) = ϕj∗(x), ij(x,T ) = ψj∗(x), где ϕj∗(x) и ψj∗(x)
— заданные функции. Будем предполагать, что ψ1′

∗ (l) = ψ2′
∗ (l) = . . . = ψn

′

∗ (l), ϕ1
∗(l) = ϕ2

∗(l) =

. . . = ϕn∗ (l),
n∑
j=1

ϕj
′

∗ (l) = 0,
n∑
j=1

ψj∗(l) = 0. И пусть ψj
′

∗ (0) = 0, ψj∗(0) = 0, ϕj∗(0) = 0, ϕj
′

∗ (0) = 0

для всех j = 1,2, . . . , n. Рассмотрим случай, когда T =
2l

a
.

Воспользуемся формулами из теоремы 1. Тогда

vj
(
x,
2l

a

)
= e−

2βl
a

(
Φj(x+ 2l) + Φj(x− 2l)

2
− Ψj(x+ 2l)−Ψj(x− 2l)

2aC

)
+

+µj
(
2l − x

a

)
e−

βx
a − µj

(x
a

)
e−

β(2l−x)
a +

+
2

n

n∑

j=1

µj
(x
a

)
e−

β(2l−x)
a = ϕj∗(x), (2)

ij
(
x,
2l

a

)
= e−

2βl
a

(
Ψj(x+ 2l) + Ψj(x− 2l)

2
− Φj(x+ 2l)− Φj(x− 2l)

2aL

)
+
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+aC

(
µj
(
2l − x

a

)
e−

βx
a + µj

(x
a

)
e−

β(2l−x)
a

)
−

−2aC

n

n∑

j=1

µj
(x
a

)
e−

β(2l−x)
a = ψj∗(x). (3)

Умножим равенство (2) на aC и затем сложим с (3). Получим

aCe−
2βl
a

(
Φj(x+ 2l) + Φj(x− 2l)

2

)
− e−

2βl
a

(
Φj(x+ 2l)− Φj(x− 2l)

2

)
+

+e−
2βl
a ψj(x− 2l) + 2aCµj

(
2l − x

a

)
e−

βx
a = aCϕj∗(x) + ψj∗(x). (4)

Введем замену t =
2l − x

a
. Так как 0 6 x 6 l, то

l

a
6 t 6

2l

a
. С учетом представлений для

функций Φj и Ψj из теоремы 1, равенство (4) примет вид

2aCµj(t)e−
β(2l−at)

a = aCϕj∗(2l − at) + ψj∗(2l − at)− e−
2lβ
a


ψj(2l − at)− 2

n

n∑

j=1

ψj(2l − at)


−

−aCe−
2lβ
a


ϕj(2l − at)− 2

n

n∑

j=1

ϕj(2l − at)


 ,

откуда получаем, что при
l

a
6 t 6

2l

a

µj(t) = e−βt


 1

n

n∑

j=1

(
ϕj(2l − at) +

ψj(2l − at)

aC

)
−

−e−βt
(
ϕj(2l − at)

2
+
ψj(2l − at)

2aC

)
+ eβ(

2l
a
−t)
(
ϕj∗(2l − at)

2
+
ψj∗(2l − at)

2aC

)
.

Умножим теперь равенство (2) на aC и вычтем из него (3). Получим

aCe−
2βl
a

(
Φj(x+ 2l) + Φj(x− 2l)

2

)
− e−

2βl
a

(
Ψj(x+ 2l)−Ψj(x− 2l)

2

)
−

−2aCµj
(x
a

)
e−

β(2l−x)
a +

4aC

n
e−

β(2l−x)
a

n∑

j=1

µj
(x
a

)
−

−e−
2βl
a

(
Ψj(x+ 2l) + Ψj(x− 2l)

2

)
+ e−

2βl
a

(
Φj(x+ 2l)−Φj(x− 2l)

2aL

)
=

= aCϕj∗(x)− ψj∗(x). (5)

Введем замену t =
x

a
. Так как 0 6 x 6 l, то 0 6 t 6

l

a
. С учетом представлений для функций

Φj и Ψj из теоремы 1, равенство (5) примет вид

aCe−
2βl
a


ϕj(at)− 2

n

n∑

j=1

ϕj(at)


 − 2aCµj(t)e−

β(2l−at)
a +
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+
4aC

n
e−

β(2l−at)
a

n∑

j=1

µj(t)− e−
2βl
a


ψj(at)− 2

n

n∑

j=1

ψj(at)


 =

= aCϕj∗(at)− ψj∗(at).

Умножим данное равенство на
1

2aC
e
β(2l−at)

a . Получим

e−βt

2


ϕj(at)− 2

n

n∑

j=1

ϕj(at)


− µj(t) +

2

n

n∑

j=1

µj(t)−

− 1

2aC
e−βt


ψj(at)− 2

n

n∑

j=1

ψj(at)


 =

e
β(2l−at)

a

2
ϕj∗(at)−

e
β(2l−at)

a ψj∗(at)
2aC

, (6)

где j = 1,2, . . . ,n. Сложим все равенства в системе (6). Получим, что

−e
−βt

2

n∑

j=1

ϕj(at) +

n∑

j=1

µj(t) +
e−βt

2aC

n∑

j=1

ψj(at) =

=
e
β(2l−at)

a

2

n∑

j=1

ϕj∗(at)−
e
β(2l−at)

a

2aC

n∑

j=1

ψj∗(at).

Тогда
n∑

j=1

µj(t) =
e−βt

2

n∑

j=1

ϕj(at)− e−βt

2aC

n∑

j=1

ψj(at)+

+
e
β(2l−at)

a

2

n∑

j=1

ϕj∗(at)−
e
β(2l−at)

a

2aC

n∑

j=1

ψj∗(at).

Подставив данное представление в (6) и выразив из полученного равенства µj(t), имеем

µj(t) = e−βt
(
ϕj(at)

2
− ψj(at)

2aC

)
+ eβ(

2l
a
−t) 1

n

n∑

j=1

(
ϕj∗(at)−

ψj∗(at)
aC

)
+

+eβ(
2l
a
−t)
(
ψj∗(at)
2aC

− ϕj∗(at)
2

)
.

Таким образом, получили, что

µj(t) =





e−βt
(
ϕj(at)

2
− ψj(at)

2aC

)
+ eβ(

2l
a
−t) 1

n

n∑

j=1

(
ϕj∗(at)−

ψj∗(at)
aC

)
+

+eβ(
2l
a
−t)
(
ψj∗(at)
2aC

− ϕj∗(at)
2

)
, t ∈ [0,

l

a
]

e−βt


 1

n

n∑

j=1

(
ϕj(2l − at) +

ψj(2l − at)

aC

)
−

−e−βt
(
ϕj(2l − at)

2
+
ψj(2l − at)

2aC

)
+

+eβ(
2l
a
−t)
(
ϕj∗(2l − at)

2
+
ψj∗(2l − at)

2aC

)
, t ∈ [

l

a
,
2l

a
].
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