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Аннотация. В настоящей статье для метода А. Н. Тихонова решения приближенных
систем линейных алгебраических уравнений предложена модификация с использованием
векторных и матричных норм, отличных от евклидовой. Представлена обобщенная поста-
новка задачи и доказан ряд лемм и теорем, позволяющих свести рассматриваемую задачу
к задаче математического программирования определённого вида. Рассмотрены четыре
задачи указанного класса, построенные с использованием полиэдральных норм, пред-
ставлены их редукции к соответствующим задачам математического программирования.
Две задачи рассмотрены более подробно. Для них доказаны теоремы, обосновывающие
переход к совокупности задач линейного программирования. Представлены результаты
вычислительных экспериментов.

Ключевые слова: приближенные системы линейных алгебраических уравнений, ре-
гуляризованный метод наименьших квадратов А. Н. Тихонова, полиэдральные нормы,
задачи линейного программирования.
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Abstract. The modification of A. N. Tikhonov’s method for solving approximate system
of linear algebraic equations with using vector and matrix norms different from Euclidean is
proposed in present article. A generalized formulation of the problem is presented and a series
of lemmas and theorems are proved, which allow to reduce this problem to a certain type of
mathematical programming problem. Four problems of this class, constructed using polyhedral
norms, are described. Their reduction to the problems of mathematical programming are
presented. Two problems are considered in more detail. Theorems have been proved that
substantiate the reducing these problems to a set of linear programming problems. The results
of computational experiments are presented.
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ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассмотрим точную совместную систему линейных алгебраических уравнений (СЛАУ)

A0x = b0, (1)

где A0 ∈ R
m×n, b0 ∈ R

m, b0 6= 0, соотношения между размерами A0 и ее рангом не ого-
вариваются, x0 ∈ R

n – решение указанной системы с минимальной векторной ϕ(·)-нормой.
Численные значения A0, b0 и x0 неизвестны, а вместо них заданы приближенные матрица
A ∈ R

m×n и вектор b ∈ R
m, b 6= 0, такие, что выполняются условия

‖A0 −A‖ϕ,ψ 6 µ,

ψ(b0 − b) 6 δ < ψ(b),

где µ > 0 и δ > 0 – известные параметры, ψ (·) – произвольная векторная норма, ‖·‖ϕ,ψ –
матричная норма [1], определенная как

‖A‖ϕ,ψ := max
x 6=0

ψ (Ax)

ϕ (x)
.

Полнота ранга матрицы A и совместность системы Ax = b в общем случае не предполага-
ются.

Требуется найти матрицу A1 ∈ R
m×n и векторы b1 ∈ R

m, x1 ∈ R
n такие, что

‖A−A1‖ϕ,ψ 6 µ,ψ(b− b1) 6 δ,A1x1 = b1, ϕ(x1) → min .

Указанную задачу будем обозначать Zϕ,ψ (µ,δ).
Приближенные СЛАУ могут возникать в большом числе прикладных задач науки и тех-

ники, таких как обработка наблюдений, анализ временных рядов, параметрическая иденти-
фикация линейных моделей физических и технических объектов (см., например, [2–5]). При
этом источником погрешностей могут служить как погрешности экспериментальных данных,
так и ошибки округления, возникающие при вычислениях в арифметике с конечной разряд-
ной сеткой. Наличие указанных погрешностей нередко приводит к тому, что исследуемые
СЛАУ становятся несовместными.

Задача Zϕ,ψ (µ,δ) является является модификацией (обобщением) задачи, рассмотренной
А. Н. Тихоновым [6, 7] с использованием евклидовой матричной и векторной нормы и назван-
ной им регуляризованным методом наименьших квадратов (РМНК) [8, 9]. Исследованию
задачи в исходной постановке посвящены, в частности, работы [10, 11].

В настоящей статье будет проведено исследование задачи Zϕ,ψ (µ,δ), важным элементом
которого является переход и последующее рассмотрение задачи

Rϕ,ψ(µ,δ) : ϕ(x) → min
ψ(b−Ax)=µ·ϕ(x)+δ

(=: χϕ,ψ) .

Работа является продолжением исследований, представленных в статье [12], и обсуждав-
шихся ранее на VIII Московской международной конференции по исследованию операций
(ORM2016) [13], а также на семинаре СПбГУ по конструктивному негладкому анализу и
недифференцируемой оптимизации (CNSA&NDO).

Отметим, что задачи, подобные рассматриваемой в настоящей работе, исследовались и
раньше. В частности, для решения некорректно поставленных задач в операторном виде
(операторных уравнений с приближенными данными) может быть использован метод обоб-
щенной невязки. Данный метод описывается, в частности, в книгах [14, 15]. Однако в рамках
настоящего исследования нас будет интересовать только конечномерный случай.
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ИНСТРУМЕНТАРИЙ

Важным инструментом исследования задачи Rϕ,ψ(µ,δ) является задача о нахождении
неизвестной матрицы с минимальной ‖ · ‖ϕ,ψ-нормой, представляющая собой решение задан-
ной СЛАУ Ax = b с известными векторами x и b. Решение указанной задачи дает приведенная
ниже теорема, которая является обобщением «основной леммы» А. Н. Тихонова [6, 7] на век-
торные и матричные нормы, отличные от евклидовой. Предпосылки, близкие по идеям и
технике доказательства результаты были приведены в работе [16], без доказательства тео-
рема впервые была сформулирована в работе [17], доказательство теоремы можно найти в
работах [18, 19], но мы его все-таки приводим для удобства читателей.

Теорема 1. Система уравнений Ax = b, рассматриваемая относительно неизвестной мат-
рицы A ∈ R

m×n, при заданных x ∈ R
n, x 6= 0, b ∈ R

m, разрешима. Решение Â этой системы,
минимальное по ‖ · ‖ϕ,ψ-норме, допускает представление

Â = by⊤, (2)

причем

‖Â‖ϕ,ψ =
ψ(b)

ϕ(x)
, (3)

где y ∈ D (x,ϕ (·)) :=
{
y
∣∣ y⊤x = ϕ∗ (y) · ϕ (x) = 1

}
– вектор, двойственный к вектору x от-

носительно нормы ϕ (·), ϕ∗ (·) – векторной норма, двойственная к норме ϕ (·) относительно
скалярного произведения [20], определяемая соотношением

ϕ∗ (x) := max
y 6=0

∣∣x⊤y
∣∣

ϕ (y)
.

Доказательство. 1. Покажем, что матрица Â, задаваемая формулой (2), является решением
системы Ax = b при фиксированных векторах x 6= 0 и b.

Действительно, y⊤x = 1 в силу условия y ∈ D (x,ϕ (·)), поэтому

Âx = by⊤x ≡ b.

2. Покажем справедливость формулы (3).
Действительно, в силу определений ‖ · ‖ϕ,ψ-нормы, ϕ∗ (·)-нормы и свойства y ∈ D (x,ϕ (·))

имеем ∥∥∥by⊤
∥∥∥
ϕ,ψ

= max
x 6=0

ψ
(
b · y⊤x

)

ϕ (x)
= ψ (b) ·max

x 6=0

∣∣y⊤x
∣∣

ϕ (x)
= ψ (b) · ϕ∗ (y) =

ψ (b)

ϕ (x)
.

3. Покажем, что для любой матрицы A ∈ R
m×n, являющейся решением системы Ax = b,

выполняется условие

‖A‖ϕ,ψ >
ψ(b)

ϕ(x)
.

Действительно, поскольку ‖A‖ϕ,ψ = max
x 6=0

ψ(Ax)
ϕ(x) , то

ψ(Ax) 6 ‖A‖ϕ,ψ · ϕ(x) ⇔ ψ(b) 6 ‖A‖ϕ,ψ · ϕ(x) ⇔ ‖A‖ϕ,ψ >
ψ(b)

ϕ(x)
.

Теорема доказана. �

Замечание 1. В отличие от утверждения «основной леммы» о единственности мат-
рицы, минимальной по евклидовой норме, утверждение о единственности матрицы, мини-
мальной по ‖ · ‖ϕ,ψ-норме в общем случае неверно.
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ИССЛЕДОВАНИЕ ОБОБЩЕННОЙ ЗАДАЧИ РМНК

Свойства обобщенной задачи РМНК раскрываются в приведенных ниже утверждениях.
Лемма 1. Обобщенная задача РМНК имеет решение.
Доказательство. Заметим, что допустимое множество обобщенной задачи РМНК не пусто,

поскольку можно положить A1 = A0, b1 = b0, x1 = x0. Заметим также, что допустимое
множество обобщенной задачи РМНК компактно по параметрам A1 и b1. В то же время, для
произвольной точки x1 ∈ R

n найдется такое число M > 0, что

ϕ(x) >M ⇒ ϕ(x) > ϕ(x1).

Следовательно, при решении обобщенной задачи РМНК параметр x можно также рассмат-
ривать заданным на компактном множестве {x ∈ R

n|ϕ(x) 6M}. Таким образом, обобщенная
задача РМНК имеет оптимальное решение в силу теоремы Вейерштрасса.

Лемма доказана. �

Лемма 2. Для любого решения {A1,b1,x1} обобщенной задачи РМНК выполняется усло-
вие x1 6= 0.

Доказательство. Предположим противное, а именно: пусть решение обобщенной задачи
РМНК {A1,b1,x1} существует, но x1 = 0. В этом случае, в силу аксиомы невырожденности,
ϕ(x1) = 0 и другого значения x1 в множестве {A1,b1,x1} быть не может. Так как система
A1x1 = b1 совместна, то b1 = 0, откуда следует ψ(b1 − b) = ψ(b), что противоречит условию
ψ(b1 − b) < ψ(b).

Получили противоречие. Лемма доказана. �

Лемма 3. Пусть {Ă,b̆,x̆} – решение обобщенной задачи РМНК. Тогда выполняются усло-
вия

‖Ă−A‖ϕ,ψ = µ,

ψ(b̆− b) = δ.

Доказательство. Заметим, что в силу леммы 2 x̆ 6= 0, откуда следует, что множество
векторов, двойственных вектору x̆ относительно нормы ϕ(·), непусто.

Предположим, что условия леммы не выполняются. Рассмотрим три возможных случая.
Случай A: ‖Ă−A‖ϕ,ψ < µ, ψ(b̆ − b) = δ.

Пусть ∆A = αb̆y⊤, где y – вектор, двойственный вектору x̆ относительно нормы ϕ(·)), α > 0
– скалярный параметр. Положим z = 1

1+α x̆. Несложно убедиться, что вектор z принадлежит

множеству решений системы (Ă + ∆A)x = b̆. В силу того, что ‖Ă + ∆A − A‖ϕ,ψ 6 ‖Ă −
A‖ϕ,ψ+‖∆A‖ϕ,ψ = ‖Ă−A‖ϕ,ψ+α

ψ(b̆)
ϕ(x̆) , подходящим выбором значения α > 0 можно добиться

выполнения условия ‖Ă+∆A− A‖ϕ,ψ 6 µ. Таким образом, существует набор {Ă+∆A,b̆,z},
который принадлежит допустимому множеству обобщенной задачи РМНК и, в то же время,
ϕ(z) = 1

1+αϕ(x̆) < ϕ(x̆), что противоречит предположению об оптимальности {Ă,b̆,x̆}.
Случай B : ‖Ă−A‖ϕ,ψ = µ, ψ(b̆− b) < δ.

Положим z = 1
1+β x̆, ∆b = − β

1+β b̆, где β > 0 – скалярный параметр. Заметим, что вектор

z принадлежит множеству решений системы Ăx = b̆ +∆b. В силу того, что ψ(b̆ +∆b− b) 6
ψ(b̆− b) +ψ(∆b) = ψ(b̆− b) + β

1+βψ(b̆), подходящим выбором значения β > 0 можно добиться

выполнения условия ψ(b̆ + ∆b − b) 6 δ. Таким образом, существует набор {Ă,b̆ + ∆b,z},
который принадлежит допустимому множеству обобщенной задачи РМНК и, в то же время,
ϕ(z) = 1

1+βϕ(x̆) < ϕ(x̆), что противоречит предположению об оптимальности {Ă,b̆,x̆}.
Случай C : ‖Ă−A‖ϕ,ψ < µ, ψ(b̆− b) < δ.
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Положим ∆A = αb̆y⊤, ∆b = − β
1+β b̆, z = 1

(1+α)·(1+β) x̆, где y – вектор, двойственный вектору
x̆ относительно нормы ϕ(·)). Несложно убедиться, что вектор z принадлежит множеству
решений системы (Ă+∆A)x = b̆+∆b. Поскольку

‖Ă+∆A−A‖ϕ,ψ} ‖Ă−A‖ϕ,ψ + ‖∆A‖ϕ,ψ = ‖Ă−A‖ϕ,ψ + α ψ(b̆)ϕ(x̆) ,

ψ(b̆+∆b− b) 6 ψ(b̆− b) + ψ(∆b) = ψ(b̆− b) + β
1+βψ(b̆),

подходящим выбором значений α > 0, β > 0 можно добиться выполнения условий ‖Ă +
∆A − A‖ϕ,ψ 6 µ, ψ(b̆ + ∆b − b) 6 δ. Таким образом, существует набор {Ă + ∆A,b̆ + ∆b,z},
который принадлежит допустимому множеству обобщенной задачи РМНК и, в то же время,
ϕ(z) = 1

(1+α)·(1+β)ϕ(x̆) < ϕ(x̆), что противоречит предположению об оптимальности {Ă,b̆,x̆}.
Во всех трех случаях получили противоречие.
Лемма доказана. �

Лемма 4. Если при некоторых µ > 0, δ > 0 уравнение

ψ(b−Ax)− µ · ϕ(x) = δ (4)

имеет решение x 6= 0, то существует матрица Ā и вектор b̄ такие, что Āx = b̄, ‖A0−A‖ϕ,ψ = µ,
ψ(b0 − b) = δ.

Доказательство. Заметим, что в силу условий леммы, неотрицательности и невырожден-
ности векторных норм, получаем ψ(b−Ax) > 0. Пусть

b̆ = b− δ

ψ(b−Ax)
(b−Ax), Ă = A+ (b̆−Ax)y⊤,

где y – вектор, двойственный вектору x относительно нормы ϕ(·). Несложно убедиться, что
ψ(b̆ − b) = δ, а вектор x принадлежит множеству решений системы Ăx = b̆. Кроме того,
‖Ă−A‖ϕ,ψ = µ. Действительно,

‖Ă−A‖ϕ,ψ = ‖(b̆−Ax)y⊤‖ϕ,ψ =
ψ(b̆−Ax)

ϕ(x)
.

Но
ψ(b̆−Ax) = ψ(b−Ax− δ

ψ(b−Ax)(b̆−Ax)) =

= |1− δ
ψ(b−Ax) | · ψ(b−Ax) = |ψ(b −Ax)− δ|.

В свою очередь, из условий леммы следует, что

ψ(b−Ax)− δ = µ · ϕ(x) > 0,

откуда и получаем
ψ(b̆−Ax) = µ · ϕ(x),

‖Ă−A‖ϕ,ψ = ψ(b̆−Ax)
ϕ(x) = µ.

Лемма доказана. �

Теорема 2. Обобщенная задача РМНК имеет непустое множество решений тогда и только
тогда, когда имеет решение задача Rϕ,ψ(µ,δ). Оптимальные значения целевых функций обеих
задач совпадают. Если обобщенная задача РМНК имеет непустое множество решений, то к
нему принадлежит решение, полученное следующим образом: x∗ – решение задачи Rϕ,ψ(µ,δ),

y ∈ D (x∗,ϕ (·)) , (5)

b∗ = b− δ

ψ(b−Ax∗)
· (b−Ax∗), (6)
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A∗ = A+ (b∗ −Ax∗)y⊤. (7)

Доказательство. 1. Покажем, что если обобщенная задача РМНК имеет некоторое решение
{Ă,b̆,x̆}, то имеет решение и задача Rϕ,ψ(µ,δ), причем

min
ψ(b−Ax)−µ·ϕ(x)=δ

ϕ(x) = ϕ(x̆) > 0. (8)

Действительно, пусть матрица Ă = A+∆A и векторы b̆ = b+∆b, x̆ – решение обобщенной
задачи РМНК. Тогда, в силу формулировки задачи и лемм 1 и 2 выполняются условия

‖∆A‖ϕ,ψ = µ,

ψ(∆b) = δ,

система Ăx = b̆ является совместной, для любого ее решения x̆ выполняется условие x̆ 6= 0.
Покажем, что выполняется условие

ψ(b−Ax̆) 6 µ · ϕ(x̆) + δ.

Действительно, т. к. x̆ – решение системы Ăx = b̆, то b−Ax̆ = ∆Ax̆−∆b, откуда следует,
что

ψ(b −Ax̆) 6 ψ(∆Ax̆) + ψ(∆b) 6 ‖∆A‖ϕ,ψ · ϕ(x̆) + ψ(∆b) 6 µ · ϕ(x̆) + δ.

Покажем, что рассматриваемое нестрогое неравенство выполняется как равенство. Для
этого предположим противное, а именно, пусть

ψ(b−Ax̆) < µ · ϕ(x̆) + δ.

Сформируем вектор h как

h = − δ

ψ(b−Ax̆)
(b−Ax̆)

и матрицу H как H = (b+h−Ax̆)y⊤, где y – вектор, двойственный вектору x∗ относительно
нормы ϕ(·).

Как несложно заметить, вектор x̆ является решением системы (A + H)x = b + h. Кроме
того,

ψ(h) = δ,

H = ψ(b−Ax̆−δ)
ψ(b−Ax̆) (b−Ax̆)y⊤,

‖H‖ϕ,ψ = ψ(b−Ax̆−δ)
ϕ(x̆) .

Но из принятого выше предположения и последнего условия следует, что ‖H‖ϕ,ψ < µ.
Таким образом, совокупность объектов {A+H,b+h,x̆} также является решением обобщенной
задачи РМНК. Осталось заметить, что условие ‖H‖ϕ,ψ < µ противоречит лемме 3.

Таким образом, условие ψ(b−Ax̆) 6 µ·ϕ(x̆)+δ выполняется как равенство, откуда следует,
что допустимое множество задачи Rϕ,ψ(µ,δ) не пусто. Опираясь на теорему Вейерштрасса
и проводя рассуждения, аналогичные использованным при доказательстве леммы 1, можно
показать, что задача Rϕ,ψ(µ,δ) имеет решение x∗. Заметим, что x∗ 6= 0, поскольку в противном
случае получаем ψ(b−Ax∗) = ψ(b) = δ, что противоречит условию ψ(b) < δ.

Как следствие,

0 < χϕ,ψ = min
ψ(b−Ax)−µ·ϕ(x)=δ

ϕ(x) 6 ϕ(x̆) = ϕ(x∗) = min
Ăx=b̆,‖Ă−A‖ϕ,ψ6µ,ψ(b̆−b)6δ

ϕ(x). (9)

2. Покажем, что если задача Rϕ,ψ(µ,δ) имеет некоторое решение x∗, то и обобщенная задача
РМНК имеет решение {A∗,b∗,x∗}, причем матрица A∗ и вектор b∗ могут быть определены по
формулам (5)–(7).
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Сперва покажем, что объекты, задаваемыми формулами (5)–(7), существуют для любого
x∗, являющегося решением задачи Rϕ,ψ(µ,δ). Действительно, в силу (8) выполняется условие

ϕ(x∗) > 0 ⇔ x∗ 6= 0,

из которого следует, что существует вектор y, двойственный вектору x∗ относительно нормы
ϕ(·). В то же время, из условий δ > 0, µ > 0, ϕ(x∗) > 0 и ψ(b − Ax∗) − µ · ϕ(x∗) = δ следует,
что ψ(b−Ax∗) > 0. Таким образом, вектор b∗ и матрица A∗, задаваемые формулами теоремы
3, действительно существуют.

Покажем, что выполняются условия

‖A∗ −A‖ϕ,ψ 6 µ,

ψ(b∗ − b) 6 δ.

Действительно, поскольку x∗ – решение задачи Rϕ,ψ(µ,δ), указанный вектор является
решением уравнения (4). Тогда, в силу леммы 4 и формул (5)–(7), выполняются условия
‖A∗ − A‖ϕ,ψ = µ, ψ(b∗ − b) = δ, являющиеся частным случаем рассматриваемых условий-
неравенств.

Таким образом, действительно, если задача Rϕ,ψ(µ,δ) имеет непустое множество решений,
то совокупность объектов {A∗,b∗,x∗}, где x∗ принадлежит множеству решений указанной
задачи, матрица A∗ и вектор b∗ построены по формулам (5)–(7), принадлежит допустимому
множеству обобщенной задачи РМНК. Следовательно, в силу леммы 3, обобщенная задача
РМНК имеет решение. При этом

min
Ăx=b̆,‖Ă−A‖ϕ,ψ6µ,ψ(b̆−b)6δ

ϕ(x) 6 ϕ(x∗) = min
ψ(b−Ax)−µ·ϕ(x)=δ

ϕ(x). (10)

3. Сопоставляя условия (9) и (10), заключаем, что

min
Ăx=b̆,‖Ă−A‖ϕ,ψ6µ,ψ(b̆−b)6δ

ϕ(x) = min
ψ(b−Ax)−µ·ϕ(x)=δ

ϕ(x).

Теорема доказана. �

Замечание 2. Совместность системы Ax = b не является необходимым условием су-
ществования решения обобщенной задачи РМНК.

Рассмотрим задачу

R′
ϕ,ψ (µ,δ) : ϕ (x) → min

ψ(b−Ax)6µ·ϕ(x)+δ

(
=: χ′

ϕ,ψ

)
.

Символом X ′
ϕ,ψ будем обозначать допустимое множество задачи R′

ϕ,ψ (µ,δ).
Справедлива
Теорема 3. Задачи Rϕ,ψ (µ,δ) и R′

ϕ,ψ (µ,δ) эквивалентны: они разрешимы или не разре-
шимы одновременно, причем в случае их разрешимости χϕ,ψ = χ′

ϕ,ψ, X ′
ϕ,ψ = Xϕ,ψ, где Xϕ,ψ

допустимое множество задачи Rϕ,ψ(µ,δ).
Доказательство. 1. Пусть задача Rϕ,ψ (µ,δ) имеет решение, т.е. Xϕ,ψ 6= ∅. Очевидно, что в

этом случае Xϕ,ψ ⊂ X ′
ϕ,ψ ⇒ X ′

ϕ,ψ 6= ∅, χ′
ϕ,ψ 6 χϕ,ψ.

Предположим теперь, что мощность X ′
ϕ,ψ выше, чем X ′

ϕ,ψ, т. е.

∃z ∈ X ′
ϕ,ψ

∣∣z /∈ Xϕ,ψ ⇒ ψ (b−Az) < µ · χ′
ϕ,ψ + δ .

Однако в силу условия
ψ (b−Az) < µ · χ′

ϕ,ψ + δ (11)
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каждая из величин χϕ,ψ, χ′
ϕ,ψ может быть уменьшена, что противоречит допущению об ее

оптимальности. Таким образом, Xϕ,ψ = Xϕ,ψ, и, следовательно, χϕ,ψ = χ′
ϕ,ψ.

2. Пусть задача R′
ϕ,ψ (µ,δ) имеет решение, а задача Rϕ,ψ (µ,δ) решения не имеет. Очевидно,

что в этом случае существует z ∈ X ′
ϕ,ψ такой, что выполняется условие (11), которое, как

уже было показано выше, противоречит предположению об оптимальности значения χ′
ϕ,ψ.

Теорема доказана. �

ОБОБЩЕННЫЕ ЗАДАЧИ РМНК В ПОЛИЭДРАЛЬНЫХ НОРМАХ

При использовании в качестве норм ϕ (·) и ψ (·) норм Гельдера с показателями p = 1,∞,
являющихся полиэдральными [21], матричная ‖·‖ϕ,ψ – норма также становится полиэдраль-
ной.

Приведем примеры [18]:

ϕ (·) = ‖·‖1 ,ψ (·) = ‖·‖∞ , ‖A‖ϕ,ψ = max
i=1,...,m
j=1,...n

|aij | .

ϕ (·) = ‖·‖∞ , ψ (·) = ‖·‖1 , rankA = 1, ‖A‖ϕ,ψ = max
x 6=0

‖Ax‖1
‖x‖∞

=
∑

i,j

|aij| .

ϕ (·) = ψ (·) = ‖·‖1 , ‖A‖ϕ,ψ = max
j=1,...,n

m∑

i=1

|aij | .

ϕ (·) = ψ (·) = ‖·‖∞ , ‖A‖ϕ,ψ = max
i=1,...,m

n∑

j=1

|aij | .

При выборе в качестве норм ϕ(·), ψ(·) в задаче Zϕ,ψ (µ,δ) норм Гельдера с показателем
p = 1,∞, в силу теорем 2 и 3 получаем обобщенные задачи РМНК и их редукции к задачам
математического программирования, в которых допустимые области и целевые функции по-
строены с использованием полиэдральных норм (используемый ниже знак « 7→» – синоним
фразы «сводится к»):

Z1,1 (µ,δ) 7→ R1,1(µ,δ) : ‖b−Ax‖1 6 µ · ‖x‖1 + δ, ‖x‖1 → min, (12)

Z1,∞ (µ,δ) 7→ R1,∞(µ,δ) : ‖b−Ax‖∞ 6 µ · ‖x‖1 + δ, ‖x‖1 → min, (13)

Z∞,1 (µ,δ) 7→ R∞,1(µ,δ) : ‖b−Ax‖1 6 µ · ‖x‖∞ + δ, ‖x‖∞ → min, (14)

Z∞,∞ (µ,δ) 7→ R∞,∞(µ,δ) : ‖b−Ax‖∞ 6 µ · ‖x‖∞ + δ, ‖x‖∞ → min . (15)

Задачи (12)-(13), несмотря на кажущуюся простоту формулировок, не имеют в общем
случае очевидных методов и алгоритмов решения. Задачи (14)-(15) могут быть сведены к
совокупности 2n задач линейного программирования (ЛП).

Рассмотрим задачу Z∞,1 (µ,δ):
Пусть известны матрица A ∈ R

m×n и вектор b ∈ R
m, b 6= 0.

Требуется найти A1 ∈ R
m×n, x1 ∈ R

n, b1 ∈ R
m такие, что ‖A−A1‖1 6 µ, ‖b− b1‖1 6 δ,

A1x1 = b1,‖x1‖∞ → min, где µ,δ > 0- известные априорно, одновременно не равные нулю
константы, символом ‖·‖1 обозначена l1 -норма (матричная, векторная), ‖·‖∞– l∞-векторная
норма.

В силу теорем 2 и 3 справедлива
Теорема 4. Задача Z∞,1 (µ,δ) имеет решение тогда и только тогда, когда разрешима за-

дача математического программирования R∞,1(µ,δ).
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Доказательство. Если x∗ — решение задачи R∞,1(µ,δ), то решение задачи Z∞,1 (µ,δ) стро-
ится по формулам: x1 = x∗, b1 = b − (b−Ax1) · δ/ ‖b−Ax1‖1, A1 = A + (b1 −Ax1) y

⊤, где
y ∈ R

n – вектор, двойственный к вектору x1 относительно нормы ‖·‖∞, т.е., вектор, удовле-
творяющий условиям y⊤x1 = ‖y‖1 · ‖x1‖∞ = 1.

Рассмотрим 2n задач ЛП, порождаемых двухуровневым перебором двух параметров: ин-
декса j = 1,2,...,n (внешний уровень) и скалярного параметра z = −1,1 (внутренний уровень):

−p 6 b−Ax 6 p,
−θ · 1n 6 x 6 θ · 1n,

xj = z · θ,
1⊤mp 6 µθ + δ,

p > 0, θ > 0, θ → min .

(16)

Справедлива
Теорема 5. Если задача R∞,1(µ,δ) имеет решение, то оно может быть получено как

x∗ ∈ Argmin
{∥∥x1

∥∥
∞ ,...,

∥∥xk
∥∥
∞ ,...,

∥∥xK
∥∥
∞
}
, где K 6 2n – количество разрешимых задач

ЛП вида (16), xk – решение k-ой разрешимой задачи вида (16), 1n ∈ R
n и 1m ∈ R

m – векторы,
составленные из единиц, p ∈ R

m, θ ∈ R.
Доказательство. 1. Рассмотрим систему ограничений задачи (16). Несложно убедиться, что

следствием совокупности условий −p 6 b−Ax 6 p, p > 0 является условие 1⊤mp > ‖b−Ax‖1.
В то же время, следствием совокупности условий z = −1,1, θ > 0, −θ · 1n 6 x 6 θ · 1n,
xj = z · θ является условие ‖x‖∞ = θ. С учетом вышесказанного, следствием условия 1⊤mp 6

µθ + δ является условие ‖b−Ax‖1 6 µ · ‖x‖∞ + δ, а условие θ → min эквивалентно условию
‖x‖∞ → min.

2. Рассмотрим условие ‖x‖∞ = θ, где θ > 0. Очевидно, что указанное условие выполняется
тогда и только тогда, когда выполнена система неравенств −θ · 1n 6 x 6 θ · 1n и существует
индекс j ∈ {1,2,...,n} такой, что |xj| = θ. Последнее условие, в свою очередь, выполняется
тогда и только тогда, когда существует число z ∈ {−1,1} такое, что xj = z · θ.

3. Объединяя утверждения, полученные в пп. 1 и 2, приходим к выводу, что задача
R∞,1(µ,δ) эквивалентна совокупности |{1,2,...,n} × {−1,1}| = 2n задач ЛП вида (16), которые
могут оказаться как разрешимыми, так и неразрешимыми. Следовательно, задача R∞,1(µ,δ)
имеет решение тогда и только тогда, когда существует хотя-бы одна разрешимая задача ЛП
вида (16).

Рассуждая аналогичным образом, рассмотрим также задачу Z∞,∞ (µ,δ).
В силу теорем 2 и 3 справедлива
Теорема 6. Задача Z∞,∞ (µ,δ) имеет решение тогда и только тогда, когда разрешима

задача математического программирования R∞,∞(µ,δ).
Доказательство. Если x∗ — решение задачи R∞,∞(µ,δ), то решение задачи Z∞,∞ (µ,δ) стро-

ится по формулам: x1 = x∗, b1 = b − (b−Ax1) · δ/ ‖b−Ax1‖∞, A1 = A + (b1 −Ax1) y
⊤, где

y ∈ R
n – вектор, двойственный к вектору x1 относительно нормы ‖·‖∞, т.е., вектор, удовле-

творяющий условиям y⊤x1 = ‖y‖1 · ‖x1‖∞ = 1.
Рассмотрим 2n задач ЛП, порождаемых двухуровневым перебором двух параметров: ин-

декса j = 1,2,...,n (внешний уровень) и скалярного параметра z = −1,1 (внутренний уровень):

−π · 1m 6 b−Ax 6 π · 1m,
−θ · 1n 6 x 6 θ · 1n,

xj = z · θ,
π 6 µθ + δ,

π, θ > 0, θ → min .

(17)

Справедлива
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Теорема 7. Если задача R∞,∞(µ,δ) имеет решение, то оно может быть получено как
x∗ ∈ Argmin

{∥∥x1
∥∥
∞ ,...,

∥∥xk
∥∥
∞ ,...,

∥∥xK
∥∥
∞
}
, где K 6 2n – количество разрешимых задач ЛП

вида (17), xk – решение k-ой разрешимой задачи вида (17), 1n ∈ R
n и 1m ∈ R

m – векторы,
составленные из единиц, π, θ ∈ R.

Доказательство. 1. Рассмотрим систему ограничений задачи (17). Несложно убедиться,
что следствием совокупности условий −π · 1m 6 b − Ax 6 π · 1m, π > 0 является условие
π > ‖b−Ax‖∞. В то же время, следствием совокупности условий z = −1,1, θ > 0, −θ · 1n 6

x 6 θ ·1n, xj = z ·θ является условие ‖x‖∞ = θ. С учетом вышесказанного, следствием условия
π 6 µθ+δ является условие ‖b−Ax‖∞ 6 µ·‖x‖∞+δ, а условие θ → min эквивалентно условию
‖x‖∞ → min.

2. Рассмотрим условие ‖x‖∞ = θ, где θ > 0. Очевидно, что указанное условие выполняется
тогда и только тогда, когда выполнена система неравенств −θ · 1n 6 x 6 θ · 1n и существует
индекс j ∈ {1,2,...,n} такой, что |xj| = θ. Последнее условие, в свою очередь, выполняется
тогда и только тогда, когда существует число z ∈ {−1,1} такое, что xj = z · θ.

3. Объединяя утверждения, полученные в пп. 1 и 2, приходим к выводу, что задача
R∞,∞(µ,δ) эквивалентна совокупности |{1,2,...,n} × {−1,1}| = 2n задач ЛП вида (17), которые
могут оказаться как разрешимыми, так и неразрешимыми. Следовательно, задача R∞,∞(µ,δ)
имеет решение тогда и только тогда, когда существует хотя-бы одна разрешимая задача ЛП
вида (17).

ЧИСЛЕННЫЕ ПРИМЕРЫ

В данном параграфе представлены результаты численного решения модельных задач вида
(14) и (15), полученые с использованием среды Matlab. Соответствующие вспомогательные
задачи ЛП были решены симплекс-методом (с помощью решателя linprog с опцией ’simplex’).
Оптимальные векторы, являющиеся решениеми задач (14) и (15), можно было бы обозначить
как xMRLS – решения с помощью модифицированного РМНК. Однако для многочисленных
обобщений МНК на нормы, отличные от евклидовой, традиционным является обозначение
вида xLN – решение по методу наименьшей нормы. Поэтому в представленных ниже примерах
использованы обозначения xRLN(1,∞) — для решения задачи (14) (регуляризованное решение
с использованием норм ℓ1 и ℓ∞), и xRLN(∞,∞) — для решения задачи (15) (регуляризованное
решение с использованием нормы ℓ∞). Символ ||·||E использован для обозначения евклидовой
(ℓ2) матричной нормы (называемой также нормой Фробениуса, Шура или Гильберта-Шмидта
[21]).

Пример 1

Рассмотрим задачу (14) со следующими исходными данными:

«Точная» СЛАУ с матрицей полного столбцевого ранга и её единственное решение:

A0 =




1 2 −1 −2 1
2 1 1 −1 2

−1 0 2 1 −1
0 1 −1 2 −2
1 1 1 −1 −1

−1 0 0 −2 1
−1 1 −2 −1 −1




, b0 =




0
−9
−4
7

−9
0
9




, x0 =




−3
1

−4
2
1




.

Погрешность:
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∆A =




0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

0.05 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0




, ∆b =




0
0
0
0
0
0

−1




, µ = ||∆A||∞,1 = 0.05, δ = ||∆b||1 = 1.

Решение задачи (14):

xRLN(1,∞) =




−2.977667
1.029777

−4.014888
2.044665
0.992556




, ‖xRLN(1,∞) − x0‖∞ = 0.044665, ‖xRLN(1,∞) − x0‖2 = 0.060477.

Решение по методу наименьших квадратов:

xLS =




−2.886469
0.942589

−3.911138
2.116785
1.078234



, ‖xLS − x0‖∞ = 0.116785, ‖xLS − x0‖2 = 0.209383.

Решение по РМНК с параметрами µ̃ = ||∆A||E = 0.05, δ̃ = ||∆b||2 = 1:

xRLS =




−2.473459
0.511841

−3.816171
1.748294
0.632340




, ‖xRLS − x0‖∞ = 0.526541, ‖xRLS − x0‖2 = 0.864793.

Представленные результаты свидетельствуют о том, что решение xRLN(1,∞) заданной при-
ближённой СЛАУ (A + ∆A)x = b + ∆b, оказывается ближе (по евклидовой и ℓ∞-норме) к
решению «точной» СЛАУ, чем решения, полученные с помощью МНК и РМНК.

Пример 2

Для i = 0,1, . . . ,25 рассмотрим серию задач вида (14) со следующими исходными данными:
«точная» СЛАУ — та же, что и в примере 1, ∆Ai = ei∆A, ∆bi = ei∆b, µi = eiµ, δi = eiδ, ei =
10−1−0.5·i. Каждую из указанных задач подвергнем исследованию, описанному в примере 1.
Результаты выполненных подобным образом вычислительных экспериментов представлены
ниже в виде зависимостей погрешностей решения εRLN(1,∞)i = ‖xRLN(1,∞)i − x0‖, εRLSi =
‖xRLSi − x0‖ и εLSi = ‖xLSi − x0‖, от параметра погрешности ei, оцениваемых в евклидовой
норме (рис. 1) и в ℓ∞-норме (рис. 2).

Представленные на рис. 1 и рис. 2 графики свидетельствуют о том, что, во-первых, для
всех i = 0,1, . . . , 25 решение xRLN(1,∞)i заданной приближённой СЛАУ (A+∆Ai)x = b+∆bi,
оказывается ближе (по евклидовой и ℓ∞-норме) к решению «точной» СЛАУ, чем решения,
полученные с помощью МНК и РМНК. Во-вторых, все три рассматриваемых метода реше-
ния приближённой СЛАУ являются устойчивыми, так как для всех ek+1 < ek, 0 6 k 6 24
как в евклидовой, так и в ℓ∞-норме выполняются условия εRLSk+1

< εRLSk , εLSk+1
< εLSk ,

εRLN(1,∞)k+1
< εRLN(1,∞)k .

Пример 3

Рассмотрим задачу (15) со следующими исходными данными:
«Точная» СЛАУ с матрицей полного столбцевого ранга и её единственное решение:
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Рис. 1. Зависимость евклидовой нормы погрешности решения задачи (14) от погрешности
системы.
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Рис. 2. Зависимость l∞-нормы погрешности решения задачи (14) от погрешности системы.
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Рис. 3. Зависимость евклидовой нормы погрешности решения задачи (15) от погрешности
системы.
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Рис. 4. Зависимость l∞-нормы погрешности решения задачи (15) от погрешности системы.
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A0 =




1 0 0 0 0
0 −1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1
1 1 0 0 0




, b0 =




2
5
3
5
3

−3



, x0 =




2
−5
3
5
3




Погрешность:

∆A =




−1 −1 −1 −1 1
1 1 −1 1 −1

−1 −1 −1 −1 1
−1 −1 −1 −1 1
−1 1 −1 −1 −1
−1 −1 −1 −1 1



· 0.01, ∆b =




1
1
1
1
1

−1



, µ = ||∆A||∞,∞ = 0.5, δ = ||∆b||∞ =

1.

Решение задачи (15):

xRLN(∞,∞) =




1.776249
−4.799341
2.776249
4.799341
2.930853




, ‖xRLN(∞,∞)−x0‖∞ = 0.223751, ‖xRLN(∞,∞)−x0‖2 = 0.430625.

Решение по методу наименьших квадратов:

xLS =




2.706729
−6.373826
4.024537
6.018242
4.236812



, ‖xLS − x0‖∞ = 1.373826, ‖xLS − x0‖2 = 2.450114.

Решение по РМНК с параметрами µ̃ = ||∆A||E = 0.054772, δ̃ = ||∆b|| = 2.449490.

xRLS =




1.681258
−4.977576
2.913912
4.403487
3.081869




, ‖xRLS − x0‖∞ = 0.596513, ‖xRLS − x0‖2 = 0.687052.

Пример 4

Для i = 0,1, . . . ,20 рассмотрим серию задач вида (15) со следующими исходными данными:
«точная» СЛАУ — та же, что и в примере 3, ∆Ai = ei∆A, ∆bi = ei∆b, µi = eiµ, δi = eiδ, ei =
10−1−0.5·i. Каждую из указанных задач подвергнем исследованию, описанному в примере 3.
Результаты выполненных подобным образом вычислительных экспериментов представлены
ниже в виде зависимостей погрешностей решения εRLN(∞,∞)i = ‖xRLN(∞,∞)i − x0‖, εRLSi =
‖xRLSi − x0‖ и εLSi = ‖xLSi − x0‖, от параметра погрешности ei, оцениваемых в евклидовой
норме (рис. 3) и в ℓ∞-норме (рис. 4).

Представленные на рис. 3 и рис. 4 графики демонстрируют поведение погрешностей, ана-
логичное наблюдаемому в примере 2 при исследовании задачи (14).

Таким образом, из представленных численных примеров видно, что существуют задачи,
для которых применение рассматриваемых методов, использующих неевклидовы нормы, поз-
воляет получить решение приближённой системы, более близкое к решению точной системы,
чем решения, найденные с использованием «классических» методов, основанных на исполь-
зовании евклидовой нормы. В частности — это случаи погрешности специального вида: для
задачи (14) погрешность накладывается только на отдельные элементы исходной системы

ВЕСТНИК ВГУ. СЕРИЯ: ФИЗИКА. МАТЕМАТИКА. 2018. № 4 97



В. И. Ерохин, В. В. Волков, М. Н. Хвостов

(примеры 1, 2); для задачи (15) одинаковая по модулю погрешность накладывается на все
элементы исходной системы (примеры 3, 4).

Кроме того, при подготовке указанных численных примеров экспериментально была про-
верена устойчивость рассматриваемых методов: как можно видеть из графиков, представлен-
ных в примерах 2 и 4, при уменьшении уровня погрешности в исходных данных найденное
с помощью рассматриваемых методов решение приближенной системы стремится к точному
решению точной системы.
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