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Аннотация. Рассмотрено стационарное СХ-уравнение (уравнение Свифта-
Хоенберга) при двойном краевом условии Дирихле. Изложена методика приближенного
вычисления бифурцирующих решений при малых и конечных значениях закритического
приращения параметра. Представленные в статье вычисления проведены на основе
модифицированной процедуры Ляпунова-Шмидта, использующей ритцевскую аппрокси-
мацию функционала энергии по заранее заданному набору собственных функций (мод)
главной линейной части уравнения с последующей редукцией Пуанкаре к функции
двух ключевых переменных. В случае локального анализа вычислена главная часть
ключевой функции и вычислены прближенные аналитическаие представления ветвей
бифурцирующих решений. Приведены графические иллюстрации ветвей решений и
трасс спуска из произвольной начальной точки в окрестность устойчивой точки (точки
минимума функционала энергии).
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EQUATION AND DESCENT PATHS TO ATTRACTING

POINTS
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Abstract. The stationary CX-equation (Swift-Hohenberg equation) is considered under
the double Dirichlet condition. A technique for the approximate calculation of bifurcation
solutions for small and finite values of the supercritical parameter increment is described. The
calculations presented in this paper are based on a modified Lyapunov-Schmidt procedure using
the Ritz approximation of the energy functional using a predetermined set of eigenfunctions
(modes) of the main linear part of the equation, followed by Poincare reduction to the function
of two key variables. In the case of local analysis, the main part of the key function is computed
and the approximate analytic representations of the branches of bifurcating solutions are
calculated. The graphic illustrations of the decision branches and descent routes from an
arbitrary starting point to a stable point (the minimum of the energy functional) are given.
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ВВЕДЕНИЕ

Известно, что задача исследования посткритических структурных перестроек весьма акту-
альна и требует привлечения разнообразных методов современного математического анализа
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и новых вычислительных средств. В этой же связи следует отметить особую востребованность
в развитии новых методов функционального анализа для нелинейных начально-краевых за-
дач, соответствующих новым запросам практики математического моделирования и совре-
менным достижениям вычислительных технологий. Особый интерес представляет примене-
ние таких технологий к задачам бифуркационного анализа, связанного и изучением влияния
изменений параметров внешнего воздействия (температуры, электромагнитного поля, меха-
нического сжатия и пр.) на сложную физическую систему (раствор, смесь, сплав и т.‘п.). В
некоторых случаях такие изменения приводят к потере устойчивости исходной фазы и, как
следствие, к ее переходу в новое состояние с новыми структурными свойствами. Структур-
ную перестройку физической среды часто объясняют на основе нелинейных диффузионных
уравнений «реакция-диффузия» (с кубической нелинейностью), Свифта-Хойенберга [1]–[2],
Кана-Хилларда [3]–[6] и др.

Один из базовых принципов исследования бифуркаций решений начально краевых задач
для нелинейных параболических и более общих уравнений основан на том, что уравнение
вида

dv

dt
+Av = f(t, v) (0 < t 6 t0), v(0) = v0 ,

где f(t, x) при каждом t ∈ [0, t0] — нелинейный оператор, при условии, что оператор A по-
рождает сильно непрерывную полугруппу T (t), сводится к интегральному уравнению

v(t) = T (t)v0 +

t∫

0

T (t− s)f(s, v(s))ds

(метод Дюамеля).
В настоящей статье рассмотрен прямой и более простой подход, основанный на том, что

рассмотренные в статье бесконечномерные динамические системы являются вариационными.
Это обстоятельство дает возможность использования прямого подхода к построению дискрет-
ных аналогов траекторий спуска динамической системы в точки минимума функционала
энергии. Такой подход требует предварительного изучения бифуркации стационарных точек
многопараметрического функционала энергии в условиях многомодового вырождения (в по-
рождающей точке минимума). В качестве основного модельного уравнения, используемого в
статье, рассмотрено уравнение Свифта-Хоенберга

ẇ +∆2(w) + λ2 ∆(w) + λ1w + w3 = 0 ,

w = w(x, t) , x = (x1, x2) ∈ Ω := [0, 1] × [0, 1] .

1. ВАРИАЦИОННЫЙ ПОДХОД К УРАВНЕНИЮ
СВИФТА–ХОЕНБЕРГА

Близким к широко известному модельному уравнению Кана-Хилларда [3]-[6] является ди-
намическое уравнение Свифта-Хоенберга [1]–[2] с кубической нелинейностью

ẇ +∆2(w) + λ2∆(w) + λ1 w + w3 = 0, x ∈ Ω ⊂ R
2 := [0, 1] × [0, 1] , (1)

при двойном граничном условии Дирихле

w(x, t) = ∆(w)(x, t) = 0 , x ∈ ∂Ω . (2)

Данная начально-краевая задача порождает градиентную динамическую систему. Настоя-
щий раздел посвящен описанию бифурцирующих ветвей устойчивых (притягивающих) ста-
ционарных решений этой динамической системы. Наличие второго параметра в этой задаче
приводит к эффекту 3-модового вырождения в точке минимума функционала энергии.
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Обратимся к функциональным пространствам H , H2 , H4 , где H = L2(Ω), Hk — замы-
кание по норме ‖w‖k (k = 0, 2, 4) множества тригонометрических полиномов вида

m∑

p+q>2

ξp,qep,q , p q > 1 ,

ep,q(x1, x2) — собственная функция оператора ∆ (при двойном условии Дирихле на границе:

ep,q(x1, x2) = 2 sin(pπx1) sin(qπx2) , p q 6= 0 .

Собственная функция ep,q отвечает собственному значению λp,q = −π2(p2+ q2), совокупность
функций {ep,q} является ортонормированной системой векторов в L2(Ω). Для тригономен-
трического полинома w норма ‖w‖k определена следующими соотношениями:

‖w‖22 :=

∫∫

Ω

w∆2(w) dx1dx2 =

∫∫

Ω

(∆(w))2 dx1dx2 ,

‖w‖24 :=

∫∫

Ω

w∆4(w) dx1dx2 =

∫∫

Ω

(∆2(w))2 dx1dx2 .

Для k = 2, 4 линейный оператор A := −∆ : Hk 7−→ Hk−2 (H0 = H) является изоморфизмом.
При этом оператор A положительный и диагонализируемый:

A :
∑

p,q

ξp,qep,q 7−→
∑

p,q

|λp,q| ξp,qep,q , p, q > 0 , p+ q > 1 .

Уравнение Свифта-Хоенберга допускает представление в «операторном» виде

ẇ = −gradV (w) , w ∈ Ĥ4 ,

V (w) :=

∫∫

Ω

( |∆w|2 − λ2|∇w|2 + λ1w
2

2
+
w4

4

)
dx1dx2 . (3)

Таким образом, для исследования траекторий динамической системы Свифта-Хоенберга
можно привлекать вариационный подход и, в частности, использовать метод прямого (гра-
диентного) спуска (см. [7]–[10]).

2. ЛОКАЛИЗОВАННЫЕ БИФУРКАЦИИ СТАЦИОНАРНЫХ
РЕШЕНИЙ ИЗ НУЛЕВОЙ ТОЧКИ С ВЫРОЖДЕНИЕМ ПО ПЕРВЫМ

ТРЕМ МОДАМ

Обратимся к стационарному СХ-уравнению

∆2(w) + λ2∆(w) + λ1 w + w3 = 0 , (4)

при граничном условии (2), где w = w(x), x = x(x1, x2) ∈ Ω = [0, 1] × [0, 1] ⊂ R
2 .

При исследовании бифуркаций экстремалей будем использовать ритцевскую аппроксима-
цию функционала V (см. [9], [10]):

VR(ξ̂) := V (ξ1e1 + ξ2e2 + . . . + ξnen) , ξ̂ := (ξ1, ξ2, . . . , ξn) .

Здесь {ek} — указанные выше собственные функци, пронумерованные в порядке возрастания
собственных значений с учетом «лексико-графического правила». Анализ бифурцирующих
решений можно осуществить перейдя к конечномерной задаче gradW (ξ) = 0 , ξ ∈ R

3 , где

W (ξ) := inf
ξ4, ... ,ξn

VR(ξ̂) (5)
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— приближенная нелокальная ключевая функция Ляпунова-Шмидта.
Рассмотрим случай λ1 = 7π2 и λ2 = 10π4, в котором имеет место трехмерное вырождение

нулевой экстремали: уравнение (4) допускает вырождение по трем модам:

e1 = 2 sin(π x) sin(π y) , e2 = 2 sin(2π x) sin(π y) , e3 = 2 sin(π x) sin(2π y) .

Рассмотрим сначала локальную редукцию Ляпунова-Шмидта для функционала энергии V к
модам e1, e2, e3 (аппроксимацию Ритца):

WR(ξ) := V (ξ1e1 + ξ2e2 + ξ3e3) . (6)

Теорема 1. Главная часть ключевой функции W имеет следующий вид:

WR(ξ) =
1

2

(
δ1ξ

2
1 + δ2ξ

2
2 + δ3ξ

2
3

)
+

+
9

16
ξ41 +

9

4
ξ21ξ

2
2 +

9

4
ξ21ξ

2
3 +

9

16
ξ42 +

3

2
ξ22ξ

2
3 +

9

16
ξ43 ; (7)

где
δ1 = λ1 − 2π2 λ2 + 4π4 , δ2 = δ3 = λ1 − 5π2 λ2 + 25π4 . (8)

Доказательство. Известно, в силу теорем о конечной определенности особенности 3-
мерной сборки (см. [7]), что главная часть ключевой функции в рассмотренной ситуации
определяется ритцевской аппроксимацией функционала энергии по трем рассмотренным мо-
дам. Непосредственные вычисления в системе Maple дают следующий результат

WR(ξ) =
1

2

(
π4
(
4ξ21 + 25ξ22 + 25ξ23

)
− π2 λ2

(
2ξ21 + 5ξ22 + 5ξ23

)
+ λ1

(
ξ21 + ξ22 + ξ23

))
+

+
9

16
ξ41 +

9

4
ξ21ξ

2
2 +

9

4
ξ21ξ

2
3 +

9

16
ξ42 +

3

2
ξ22ξ

2
3 +

9

16
ξ43 .

Из него следуют соотношения (7)-(8).
Для отыскания ветви экстремалей рассмотрим уравнение gradW (ξ) = 0 или, что то же

самое, систему уравнений:

δ1 ξ1 +
9

4
ξ31 +

9

2
ξ1ξ

2
2 +

9

2
ξ1ξ

2
3 = δ2 ξ2 +

9

2
ξ21ξ2 +

9

4
ξ32 + 3 ξ2ξ

2
3 =

= δ3 ξ3 +
9

2
ξ21ξ3 + 3 ξ22ξ3 +

9

4
ξ33 = 0.

Этой системе удовлетворяют перечисленные ниже четыре группы решений.
1) Нулевое решение ξ1 = ξ2 = ξ3 = 0 (критическая точка M0).
2) Одномодовые решения ξj = ξk = 0, ξl 6= 0. Им соответствуют следующие критические точ-
ки:
M2,3 = (±2

3

√
−δ1, 0, 0), (δ1 < 0) (точки, для которых ξ2 = ξ3 = 0, ξ1 6= 0);

M1,3 = (0,±2
3

√
−δ2, 0) (точки, для которых δ2 < 0, ξ1 = ξ3 = 0, ξ2 6= 0);

M1,2 = (0, 0,±2
3

√
−δ3) (точки, для которых δ3 < 0, ξ1 = ξ2 = 0, ξ3 6= 0);

3) Двухмодовые решения. К ним относятся критические точки:
M1 = (0,± 2

21

√
(−63δ2 + 84δ3),± 2

21

√
(84δ2 − 63δ3) и другие.

4) Трехмодовые решения: ξ1 6= 0, ξ2 6= 0, ξ3 6= 0. К ним относятся точки M =(
± 2

51

√
a1,± 2

51

√
a2,± 2

51

√
a3
)
; a1 = 119δ1 − 102δ2 − 102δ3 > 0, a2 = −102δ1 + 459δ2 − 408δ3 >

0, a3 = −102δ1 − 408δ2 + 459δ3 > 0.
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Заметим, что матрица Гессе для уравнения WR(ξ) представима в виде




δ1 +
9
2(

3
2ξ

2
1 + ξ22 + ξ23) 9ξ1ξ2 9ξ1ξ3

9ξ1ξ2 δ2 +
9
2(ξ

2
1 +

3
2ξ

2
2 +

2
3ξ

2
3) 6ξ2ξ3

9ξ1ξ3 6ξ2ξ3 δ3 +
9
2 (ξ

2
1 +

3
2ξ

2
2 +

2
3ξ

2
3)


 .

Анализируя спектр этой матрицы в бифурцирующих критических точках, можно перечис-
лить допустимые bif -расклады ветвей критических точек (см. примеры характеристических
комплексов в [7], [14]). Накладывая ограничения в виде условий положительности подкорен-
ных выражений в координатных выражениях указанных выше ветвей критических точек,
можно выделить области изменений параметров, которым соответствуют те или иные рас-
клады бифурцирующих критических точек. В некоторых случаях существует двенадцать
2-модовых критических точек индекса (Морса) 2 , восемь 3-модовых критических точек ин-
декса 3. При этом все 1-модовые критические точки (6 точек) являются точками локальных
минимумов, а нуль — критической точкой индекса 3. Таким образом, ветвями притягивающих
точек будут ветви одномодовых экстремалей вида

± 2

3

√
δkek + o(δk) , k = 1, 2, 3.

3. О ПРИБЛИЖЕНИЯХ К НЕЛОКАЛЬНОЙ КЛЮЧЕВОЙ ФУНКЦИИ
И ТРАССАХ С ПУСКА

При построении нелокальной ключевой функции можно также воспользоваться прямой
процедурой кратчайшего спуска в точку минимума функционала V . Первым шагом этой
процедуры является выбор величины сдвига вдоль градиента из начальной (порождающей)
точки, с целью уменьшения значения функционала энергии.

Пусть e1, . . . , en — фиксированный базис ритцевской аппроксимации (базис Ритца), со-
ставленный из собственных функции оператора Лапласа (в порядке возрастания номеров
собственных функций без пропусков отдельных функций), и пусть e1, e2, e3 — моды бифур-

кации (по которым допускается вырождение). Пусть при этом VR(ξ) := V

(
n∑
k=1

ξk ek

)
—

ритцевская аппроксимация функционала энергии (по базису Ритца).
В качестве нулевого приближения к функции

W (ξ̃) := inf
〈w,ej〉=ξj ,, j=1,2,3

VR(w) , ξ̂ = (ξ1, ξ2, ξ3) ,

рассмотривается функция W0(ξ̃) := V (ξ1 e1 + ξ2 e2 + ξ3 e3) (ритцевская аппроксимация по
модам e1, e2, e3).

Первый шаг заключен в выборе «поправки» к W0, дающей первое приближение к W (ξ̃) в
виде

W1(ξ̂) := VR(a0 − so g0 , ) ,

где
a0 = (ξ1, ξ2, ξ3, 0, . . . , 0) , g0 := gradξ4,...,ξn VR(a0) ,

s0 =
‖g0‖2

〈G0 g0, g0〉
,

где G0 = hessξ4,...,ξnVR(a0) — матрица Гессе (в нулевой порождающей точке a0) функции VR
по переменным ξ4, . . . , ξn.
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Рис. 1. Поверхности мнотонно вазрастающих уровней для первого приближения ключевой
функции.

Второй шаг — повторение первого шага для новой порождающей точки a1 и т. д. На шаге с
номером k делается выбор функциональной величины сдвига sk = sk(ξ̂) вдоль антиградиента
посредством формулы

sk =
‖gk‖2

〈Gk gk, gk〉
, (21)

где Gk = hessξ4,...,ξnVR(a0) — матрица Гессе (в точке ak) функции VR по переменным ξ4, . . . , ξn.
К сожалению, выбор функциональной величины sk = sk(ξ̂) сдвига (вдоль антиградиента)

в виде (21) приводит к повышенному росту объема информации, сопровождающего вычисле-
ния, и, как следствие, к существенному замедлению работы алгоритма, к быстрому достиже-
нию предела возможностей вычислительных устройств. Это препятствие можно несколько
снизить, заменив функциональный множитель числовым множителем σ, служащим универ-
сальной оценкой снизу указанных выше функциональных множителей. Подбор числового
ограничителя снизу можно осуществить, используя следущие легко проверяемые неравен-
ства (для произвольной симметричной матрицы G = (gj,k)):

‖G‖1 6 ‖G‖2 6 ‖G‖3 ,

где
‖G‖1 := max{µ : µ ∈ spec(G)} ,

‖G‖2 :=
√

tr (G⊤G) , ‖G‖3 :=
∑

j,k

|gj,k| .

Вычисления, проведенные на основе изложенных выше теоретических положений, дают
возможность визуализации критических точек. Можно вычислить сколь угодно точно ко-
ординаты, определить их характер и расположение (см. [11]). А также можно определить
нелокальные ветви притягивающих точек. Завершающим этапом является вычисление трас-
сы спуска к точке минимума для ключевой функции, а затем по связывающей формуле
определяются трасса спуска к притягивающей точке для исходного динамического уравне-
ния Свифта-Хоенберга.
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Рис. 2. Поверхности мнотонно вазрастающих уровней для второго приближения ключевой
функции.

Некоторые характерные поверхности уровней многочлена W1 (первого приближения для
ключевой функции) изображены на рис. 1.

На рис. 2 характерные поверхности уровней многочлена W2 (второго приближения для
ключевой функции).
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