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Аннотация. Рассмотрена модель плоского дефекта с нелинейными свойствами, раз-
деляющего среды с отрицательной нелинейностью керровского типа. В основе предло-
женной модели лежит одномерное нелинейное уравнение Шредингера с кубической нели-
нейностью и нелинейным самосогласованным потенциалом. Установлено, что в среде с
дефокусировкой возникают новые типы стационарных состояний, существование кото-
рых обусловлено нелинейностью дефекта. В случае, когда характеристики сред по обе
стороны от дефекта одинаковы, возникают синфазные и противофазные колебательные
состояния. Получены энергии таких состояний в явном аналитическом виде. Проанализи-
рованы условия существования таких состояний в зависимости от характеристик дефекта
и среды. Указаны условия локализации состояний.

Ключевые слова: нелинейное уравнение Шредингера, граница раздела сред, плос-
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INHOMOGENEOUS STATES IN A NON-LINEAR
DEFOCUSING MEDIUM GENERATED BY A DEFECT WITH

NON-LINEAR RESPONSE
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Abstract. The model of a plane defect with non-linear properties that separates a
medium with a negative Kerr nonlinearity is considered. The proposed model is based on
the one-dimensional non-linear Schrödinger equation with a cubic non-linearity and a non-
linear self-consistent potential. It is established that in the defocusing medium new types of
stationary states are arise. The existence of such states is due to the non-linear response of
the defect. The in-phase and anti-phase vibration states arise in the case of the same media
characteristics at the both sides from interface. The energy of such states is obtained in an
explicit analytical form. The conditions for the existence of such states are analyzed depending
on the characteristics of the defect and the medium. The conditions of states localization are
derived.
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ВВЕДЕНИЕ

Исследования особенностей распространения волн, образования локальных состояний и
пространственно-неоднородных состояний типа сверхрешеток в нелинейных средах с дефек-
тами активно проводятся с теоретическими и экспериментальными методами [1–3]. Актуаль-
ность таких исследований обусловлена широким применением свойств нелинейных локали-
зованных состояний (поверхностных волн), возникающих вдоль границ раздела сред с раз-
личными физическими характеристиками, в различных электронно-оптических устройствах
и оптических системах хранения данных.
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Создание моделей подобных систем зачастую основано на нелинейных дифференциаль-
ных уравнениях, одним из которых является нелинейное уравнение Шредингера (НУШ) [4].
Наиболее распространенной формой НУШ является уравнение с кубическим относительно
искомого поля слагаемым, которое применятся для описания оптических сред с эффектом
Керра [1], называемое керровской нелинейностью. НУШ с керровской нелинейность применя-
ется также для описания звуковых нелинейных поверхностных волн и солитонов в кристал-
лах [5], возбуждений магнитной природы (поляритонов) и спиновых волн [6, 7], электронно-
деформационных импульсов в молекулярных цепочках [4].

Особое значение при разработке моделей имеет анализ особенностей взаимодействия нели-
нейных возбуждений с границами раздела кристаллических сред. Часто модель границ пред-
ставляется плоским дефектом, описываемым короткодействующим потенциалом [8, 9]. В [10]
рассмотрено взаимодействие вблизи дефекта связанных солитонных состояний, относящихся
к различным состояниям двухуровневой системы в нелинейных средах, а в [11] — для гра-
ницы раздела линейных и нелинейных сред. В [12–14] рассмотрены особенности локализации
состояний вблизи границ раздела нелинейных сред и линейной и нелинейной сред с учетом
внутренней структуры дефекта.

Основной целью данной работы является нахождение новых типов нелинейных стационар-
ных состояний и их энергии, которые неоднородно распределены в пространстве и возникают
исключительно вследствие нелинейности плоского дефекта как границы раздела дефокуси-
рующих кристаллов с керровской нелинейностью, а также анализ условий их существования.

УРАВНЕНИЯ МОДЕЛИ

Рассмотрим простую модель границы раздела двух дефокусирующих сред, характеризу-
ющихся отрицательной нелинейностью керровского типа. Границу будем считать тонкой, по
сравнению с расстояниями локализации возмущений характеристик среды, ей создаваемы-
ми, а также плоской. Выберем систему координат так, что бы плоскость дефекта проходила
через ее начало и совпадала с плоскостью yOz перпендикулярно оси Ox. Будем рассматри-
вать распределение вдоль оси Ox возбуждений на основе одномерной модели, описываемые
одномерным НУШ:

iψ′
t = − 1

2m
ψ′′
xx +Ω(x)ψ + g(x) |ψ|2 ψ + U(x)ψ, (1)

m — эффективная масса возбуждения,

Ω(x) =

{
Ω1, x < 0;
Ω2, x > 0;

Ω1,2 — постоянные величины. Параметр нелинейности в НУШ имеет вид:

g(x) =

{
g1, x < 0;
g2, x > 0.

где g1,2 — постоянные положительные величины.
Если рассматривать только стационарные состояния с энергией E, то подстановка волно-

вой функции в виде ψ(x, t) = ψ(x) exp(−iEt) в (1) приводит к стационарному НУШ:

Eψ = − 1

2m
ψ′′ +Ω(x)ψ + g(x) |ψ|2 ψ + U(x)ψ. (2)

Как отмечалось в [8], функция ψ может описывать поля разнообразной физической при-
роды в силу широкого использования НУШ при описании нелинейных явлений.
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Для описания нелинейного отклика плоского дефекта будем использовать одномерный
потенциал [2, 15–17]:

U(x) = {U0 +W0 |ψ|2}δ(x), (3)

где δ(x) — дельта функция Дирака, U0 — интенсивность взаимодействия возбуждения с де-
фектом, W0 — параметр, характеризующий учет нелинейных свойств дефекта, положитель-
ное значение которого соответствует дефокусировке, а отрицательное — самофокусировке в
тонком дефектном слое. Как было показано в [15], НУШ (2) с потенциалом (3) эквивалентно
контактной краевой задачи для НУШ без потенциала:

ψ′′ + 2m(E − Ω(x)− g(x) |ψ|2)ψ = 0, (4)

с двумя граничными условиями сопряжения в точке x = 0:

ψ(−0) = ψ(+0) = ψ0, (5)

ψ′(+0)− ψ′(−0) = 2mψ0

{
U0 +W0 |ψ0|2

}
. (6)

Интегрирование обеих частей уравнения (2) с потенциалом (3) по x на малом интервале
получить нелинейное граничное условие (6).

При положительной и всюду постоянной нелинейности g в различных энергетических диа-
пазонах существуют два частных решения НУШ (Ω(x) ≡0), соответствующих локализован-
ным состояниям [4]:

1) при E < 0: ψ(x) = q(mg)−1/2/ sh q(x− x0), q2 = −2mE,
2) при E > 0: ψ(x) = q(mg)−1/2 th q(x− x0), q2 = mE.
В присутствие простого точечного дефекта локализованные состояния, порожденные пер-

вым решением, были рассмотрены в [8], а вторым — в [11].

ДИСПЕРСИОННЫЕ СООТНОШЕНИЯ ДЛЯ СТАЦИОНАРНЫХ
ПЕРИОДИЧЕСКИХ СОСТОЯНИЙ В СРЕДЕ С ДЕФОКУСИРУЮЩЕЙ

НЕЛИНЕЙНОСТЬЮ

Положим:

ψ(x) =

{
ψ1(x), x < 0,
ψ2(x), x > 0.

В дефокусирующей среде при значениях энергии E > max{Ω1,Ω2} НУШ (4) имеет
пространственно-периодическое решение в виде:

ψj(x) = Ajsn(qj(x− xj), k), (7)

где k — модуль эллиптической функции sn (0 < k < 1). Здесь и далее значение индекса j =
1 соответствует величинам, относящимся к характеристикам кристалла слева от плоскости
дефекта при x < 0, а значение индекса j = 2 — справа от плоскости дефекта при x > 0.

Подстановка решения (7) в уравнение (4) позволяет получить выражения для волновых
чисел и амплитуд в виде:

q2j = 2m(E − Ωj)/(1 + k2), (8)

A2
j = q2j/(mgj), (9)

Подстановка решения (7) в условие непрерывности (5) приводит к выражению:

ηq1sn(q1x1, k) = q2sn(q2x2, k), (10)

где η2 = g2/g1.
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Подстановка решения (7) в нелинейное граничное условие (6) приводит к выражению:

D2 −D1 = mU0 +W0q
2
1sn

2(q1x1, k)/g1, (11)

где
Dj = k1qjcn(qjxj , k)/cn(qjxj +K(k), k)/2,

K(k) — полный эллиптический интеграл первого рода, k21 = 1−k2 — дополнительный модуль
эллиптических функций.

Пару соотношений (10) и (11) далее будем называть дисперсионными. К примеру, из (10)
можно определить, например x2, и подставить в (11), тем самым исключив его. Тогда из
(11) находится энергия как функция параметров системы: E = E(m,U0,W0, γ1,2,Ω1,2, x1, k).
В результате после нахождения E из (10) определяется x2 как функция параметров системы:
x2 = x2(m,U0,W0, γ1,2,Ω1,2, x1, k). Поэтому в общем случае (7) является двухпараметриче-
ским решением НУШ с двумя свободными параметрами, в качестве которых выбраны k и
x1.

РЕЗУЛЬТАТЫ И ОБСУЖДЕНИЕ

В явном виде можно получить энергию стационарного состояния в различных частных
случаях.

1) Одинаковые все параметры сред слева и справа от границы раздела: Ω1 = Ω2 = Ω и
g1 = g2 = g.

Тогда из (8) следует, что q1 = q2 = q. В этом случае возможны два типа состояний:
синфазные при η = 1 (A1 = A2) и когда x2 = x1 = x0, и противофазные при η = −1
(A1 = −A2) и когда x2 = −x1 = x0. Заметим, что возможность наличия противоположных
знаков параметра η (амплитуд) следует из (10).

1.1) Сначала рассмотрим синфазные состояния (A1 = A2 и x2 = x1 = x0), для которых из
(11) получается дисперсионное соотношение:

mgU0/W0 = −q2sn2(qx0, k). (12)

Следует отметить, что при W0 0 такого вида состояние не существует. Следовательно,
существование состояния рассматриваемого вида обусловлено исключительно нелинейным
откликом дефекта.

Из (12) в явном аналитическом виде энергию можно найти в “длинноволновом” прибли-
жении при qx0 << 1. Условие “длинноволнового” приближения означает близость энергии
возбуждения к краю спектра, когда выполняется требование |E − Ω| << (1 + k2)/2mx20. В
пределе в основном приближении из (12) получается:

q = (−mgU0/W0x
2
0)

1/4. (13)

Подстановка (13) в (8) позволяет получить энергию в явном виде:

E = Ω+
(1 + k2)

2x0

(
− gU0

mW0

)1/2

. (14)

Амплитуда “длинноволновых” синфазных колебаний дефекта определяется выражением:

ψ0 = (−U0/W0)
1/2. (15)

Следовательно, что такое состояние возможно только при противоположных знаках пара-
метров дефекта U0 и W0.
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1.2) Теперь рассмотрим противофазные состояния (A1 = −A2 и x2 = −x1 = x0), для
которых из (12) получается дисперсионное соотношение:

k1qcn(qx0, k)/cn(qx0 +K(k), k) = mU0 +W0q
2sn2(qx0, k)/g. (16)

В “длинноволновом” приближении при qx0 << 1 из (16) получается:

q = {−g(1 +mx0U0)/W0x
3
0}1/4. (17)

Отсюда следует, что такое состояние возможно при выполнении одной из пар условий: 1)
U0 > −1/mx0, W0x0 < 0, 2) U0 < −1/mx0, W0x0 > 0.

Подстановка (16) в (8) позволяет получить энергию в явном виде:

E = Ω+
(1 + k2)

2m

(
−g(1 +mU0x0)

W0x30

)1/2

. (18)

Амплитуда длинноволновых колебаний дефекта:

ψ0 =

(
−(1 +mU0x0)

mW0x0

)1/2

. (19)

В отличие от состояния с энергией (14), состояние с энергией (17) может возникать как
при различных, так и при одинаковых знаках обоих параметров дефекта U0 и W0.

2) Одинаковые параметры сред Ω1 = Ω2 = Ω, но нелинейности теперь слева и справа от
плоскости дефекта различны: g1 6= g2.

В этом случае возможны несимметричные состояния, когда x2 6= x1.
В явном аналитическом виде энергию можно найти в “длинноволновом” приближении при

qjxj << 1, означающим выполнения условий |E − Ωj| << (1 + k2)/2mx2j . Тогда из (10)
следует, что x2 = ηx1, а из (11) получается:

q = (g1{(η − 1)/ηx1 − 2mU0}/2W0x
2
1)

1/4. (20)

Подстановка (20) в (8) позволяет получить энергию в явном виде:

E = Ω+
(1 + k2)

2mx1

(
g1
η(1 − 2mU0x1)− 1

2ηW0x1

)1/2

. (21)

Амплитуда “длинноволновых” колебаний дефекта определяется выражением:

ψ0 = ({(η − 1)/η − 2mU0}/2mW0)
1/2. (22)

Состояние такого вида возможно при выполнении одной из пар условий: 1) U0 > (η −
1)/2mηx1, W0x1 < 0, 2) U0 < (η − 1)/2mηx1, W0x1 > 0.

3) Все параметры сред слева и справа от плоскости дефекта различны: Ω1 6= Ω2, g1 6= g2.
В этом случае при x2 6= x1 в “длинноволновом” приближении из (11) можно найти энергию

в явном виде:
E = Ω+

1 Ω0{1± (1− Ωa/Ω0)
1/2}, (23)

где
Ω0 = g1(η − 1)(1 + k2)/4mηW0x

3
1,

Ωa = 4η2x1{U0 + 2η(Ω1 − Ω2)/(1 + k2)}/(η − 1).

С учетом (23) из (10) можно получить выражение:

x2 = η
E − Ω1

E − Ω2
, (24)
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Из (24) следует, что x2 > 0. Состояния такого типа с энергией (23) могут существовать
при выполнении условия U0 < g1(η−1)2/16mη2W0x

4
1−2η(Ω1−Ω2)/(1+k

2). Знаки параметров
дефекта могут быть противоположными.

4) Локализация стационарного состояния при k → 1.
Решение в виде (7), помимо пространственно-неоднородных периодических состояний, поз-

воляет описать состояние, локализованное вблизи границ раздела дефокусирующих сред. При
k → 1 (7) переходит в решение НУШ типа кинк:

ψj(x) = Atj th(qtj(x− xj)), (25)

где q2j → q2tj = m(E − Ωj), A2
j → A2

tj = q2tj/mgj . Дисперсионные соотношения (10) и (11) в
пределе k → 1 для локализованных состояний принимают вид:

ηqt1 th qt1x1 = th qt2x2, (26)

qt1/ sh 2qt1x1 − qt2/ sh 2qt2x2 = mU0 +W0q
2
t1 th

2 qt1x1/g1, (27)

Дисперсионные соотношения (26) и (27) определяют энергию локализованного состояния,
описываемого функцией (26).

Из (26) и (27) в случае, когда все параметры сред слева и справа от границы раздела
одинаковы для синфазных колебаний (Ω1 = Ω2 = Ω, g1 = g2 = g и x2 = x1 = x0), получается
дисперсионное уравнение:

mgU0 = −W0q
2
t th

2 qtx0. (28)

Из (27) следует, что локализация стационарного состояния такого вида может происходить
только при противоположных знаках параметров дефекта U0 и W0.

В “длинноволновом” приближении при qtx0 << 1 из (27) получается, что величина qt
определяется выражением (13), и тогда энергия локализованного состояния будет иметь вид:

E = Ω+ (−gU0/mW0)
1/2/x0. (29)

Следует отметить, что (29) получается напрямую из (14) при k = 1.
Амплитуда “длинноволновых” локальных синфазных колебаний дефекта определяется вы-

ражением (15).

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Таким образом, в рамках рассмотренной в данной работе модели удалось получить новые
типы стационарных состояний, существование которых в нелинейной дефокусирующей среде
с простым дефектом без нелинейного отклика не возможно. Новый тип состояний возникают в
случае, когда знаки параметров дефекта U0 и W0 противоположные. Физически это означает,
что в дефокусирующей среде с керровской нелинейностью пространственно-неоднородное
периодическое состояние нового типа возникает в случае притягивающего дефекта (U0 < 0)
с дефокусирующей нелинейности дефекта (W0 > 0) или отталкивающего дефекта (U0 > 0)
с самофокусирующей нелинейностью дефекта (W0 < 0). Для других видов состояний знаки
параметров дефекта могут быть различными.

Следует отметить принципиальное отличие кристаллов с дефокусировкой от кристаллов
с самофокусировкой: в них для пространственно-неоднородных периодических состояний не
могут равняться нулю параметры xj, характеризующие распределение положения максиму-
мов амплитуд возмущения в пространстве.

Полученные в данной работе результаты дополняют исследования, проведенные в [15–
17], и могут найти применение при разработке электронных и оптических систем, имеющих
слоистую структуру и использующих управляющие свойства границ раздела слоев.
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