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Аннотация. В работе получена скорость роста собственных значений одной спек-
тральной задачи с производными по мере и спектральным параметром при второй произ-
водной. Эта задача возникает при нахождении критических нагрузок сжатого стержня,
находящегося под воздействием не только внешней сжимающей силы, но и под собствен-
ным весом. Кроме того, стержень помещен во внешнюю среду с локализованными осо-
бенностями, приводящими к потере гладкости у решения. Анализ задачи опирается на
поточечный подход, предложенный Ю. В. Покорным, и показавший свою эффективность
при изучении не только линейных граничных задач второго и четвертого порядков, но и
нелинейных.

Ключевые слова: математическая модель, спектр, собственное значение, граничная
задача, спектральная задача, скорость роста.

ON THE RATE OF GROWTH OF THE EIGENVALUES OF
ONE SPECTRAL PROBLEM WITH DERIVATIVES OF THE

MEASURE AND A SPECTRAL PARAMETER IN THE
SECOND DERIVATIVE
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Abstract. In the article rate of eigenvalues of one spectral problem with derivatives of
measure and spectral parameter at the second derivative is obtained. This problem arises
when finding the critical loads of the compressed rod, which is under the influence of not only
the external compressive force, but also under its own weight. In addition, the rod is placed in
an external environment with localized features leading to loss of smoothness in the solution.
The analysis of the problem is based on the flow-based approach, which is proposed by Pokorny,
and shows its effectiveness in the study of linear boundary problems of the second and fourth
orders, but also nonlinear.
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В работе [1] изучены некоторые свойства собственных значений математической модели




(pu′′xx)
′′
xσ − (ru′x)

′
σ + uQ′

σ = −λu′′xσ,
u(0) = u′(0) = 0,
u(l) = u′(l) = 0,

(1)

которая возникает при нахождении критических нагрузок сжатого стержня, находящегося
под воздействием не только внешней сжимающей силы, но и под собственным весом. Кроме
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того, стержень помещен во внешнюю среду, локальный коэффициент которой dQ, u(x) —
отклонение от положения равновесия, λ — критическая сила. Наличие локализованных осо-
бенностей внешней среды приведет к потере гладкости у решения. Проблемы, которые воз-
никают в этом случае мы преодолеем, используя концепцию Ю. В. Покорного, показавшей
свою эффективность и при анализе математических моделей второго порядка, и при анализе
математических моделей четвертого порядка, а также моделей с разрывными решениями.

Уравнение из (1) в точках ξ ∈ S(σ) — множестве точек разрыва функции σ(x), которая
порождает на [0; ℓ] меру σ, понимается следующим образом

∆(pu′′xx)
′
x(ξ)−∆ru′x(ξ) + u(ξ)∆Q(ξ) = −λ∆u′x,

где ∆ψ(ξ) = ψ(ξ + 0)− ψ(ξ − 0) — полный скачок функции ψ(x) в точке ξ.
Под решением будем (1) мы понимаем всякую функцию, удовлетворяющую граничным

условиям, которая после подстановки в уравнение в (1) превращает его в тождество почти
всюду (по мере σ). Решение модели (1) мы будем искать в классе непрерывно дифференци-
руемых на [0; l] функций, квазипроизводная pu′′xx(x) которых абсолютно непрерывна на [0; l],
третья производная (pu′′xx)

′
x (x) — σ-абсолютно непрерывна на [0; l].

Коэффициенты p(x), r(x), Q(x) удовлетворяют следующим условиям: 1) все они σ-аб-
солютно непрерывны на [0; l]; 2) p(x) не только положительна, но и отделена от нуля, т. е.
inf
x∈[0;l]

p(x) > 0; 3) Q(x) не убывает на [0; l].

Кроме того, в работе [1] показано, что задача (1) эквивалентна интегральному уравнению

u(x) = −λ
l∫

0

K ′′
ss(x; s)u(s) ds, (2)

где K(x, s) — функция влияния граничной задачи





(pu′′xx)
′′
xσ − (ru′x)

′
σ + uQ′

σ = F ′
σ;

u(0) = u′x(0) = 0;
u(l) = u′x(l) = 0.

(3)

Собственные значения спектральной задачи (2) определяются как нули оператора Фред-
гольма, который в нашем случае определяется следующим образом (см, например, [2], [3])

D(λ) = 1 +

∞∑

n=1

(−1)n
λn

n!
An, (4)

где

An =

l∫

0

. . .

l∫

0

∣∣∣∣∣∣

K ′′
ss(s1,s1) . . . K ′′

ss(s1,sn)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
K ′′
ss(sn,s1) . . . K ′′

ss(sn,sn)

∣∣∣∣∣∣
dM(s1) . . . dM(sn).

Сходимость ряда (4) при всех λ доказывается абсолютно точно так же, как и в [2], [3]. Однако,
применить схему, использованную в [3], в нашем случае нельзя, так как K ′′

ss(x,s), вообще
говоря, не имеет непрерывной производной по x.

В то же время, разности K ′′
ss(si+1,si) − K ′′

ss(si,sj) (i = 1,2, . . . ,n − 1, j = 1,2, . . . ,n) при
некоторых κij, заключенными между inf

x,s∈[0;l]
K ′′′
ssx(x,s) и sup

x,s∈[0;l]
K ′′′
ssx(x,s), можно записать в

следующем виде K ′′
ss(si+1,si)−K ′′

ss(si,sj) = κij(si+1−si). Так как K(x,s) — решение уравнения
Lu = δ(x−s), где δ(x) — функция Дирака, тоK ′′′

ssx(x,s) ограничена на всем квадрате [0,l]×[0,l].
Поэтому, величины κi,j ограничены в совокупности некоторой постоянной C.
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Тогда, для n > 2 имеем

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

K ′′
ss(s1,s1) K ′′

ss(s1,s2) . . . K ′′
ss(s1,sn)

K ′′
ss(s2,s1) K ′′

ss(s2,s2) . . . K ′′
ss(s2,sn)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
K ′′
ss(sn−1,s1) K ′′

ss(sn−1,s2) . . . K ′′
ss(sn−1,sn)

K ′′
ss(sn,s1) K ′′

ss(sn,s2) . . . K ′′
ss(sn,sn)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

K ′′
ss(s1,s1) K ′′

ss(s1,s2) . . . K ′′
ss(s1,sn)

K ′′
ss(s2,s1) K ′′

ss(s2,s2) . . . K ′′
ss(s2,sn)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
K ′′
ss(sn−1,s1) K ′′

ss(sn−1,s2) . . . K ′′
ss(sn−1,sn)

κn−1,1 κn−1,2 . . . κn−1,n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

· (sn − sn−1) = . . . =

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

K ′′
ss(s1,s1) K ′′

ss(s1,s2) . . . K ′′
ss(s1,sn)

κ1,1 κ1,2 . . . κ1,n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
κn−2,1 κn−2,2 . . . κn−2,n

κn−1,1 κn−1,2 . . . κn−1,n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

· (s2 − s1)(s3 − s2) . . . (sn − sn−1).

Применяя теперь неравенство Адамара и оценку

|(s2 − s1)(s3 − s2) . . . (sn − sn−1)| 6
(

l

n− 1

)n−1

,

(справедливую при n > 2) для An будем иметь

|An| 6 Cn · nn
2 (M(l)−M(0))n

(
l

n− 1

)n−1

=
1

l
(C(M(l)−M(0))l)n

n
n
2

(n− 1)n−1
.

Для любого фиксированного положительного ε, lim
n→∞

n−1
nεn = 0. Поэтому, при достаточно

большом n (зависящем от ε), выполнено неравенство

|An| 6
1

l
(C(M(l) −M(0))l)nn−

n
2
+εn. (5)

Доказанное неравенство, согласно общей теории целых функций [4], [5], показывает, что по-
рядок роста функции D(λ) не выше 2

3 − ε для любого ε ∈ (0; 12 ). Поэтому D(λ) имеет порядок
роста не выше 2/3, следовательно, для произвольности δ > 0 ряд

∞∑

n=1

1

|λn|2/3+δ
(6)

сходится.

Теорема 1. Пусть p(x), r(x), Q(x) и F (x) — функции конечного на [0,l] изменения, Q(x) —
не убывает на [0,l] и inf

x∈[0,ξ)
p(x) > 0, inf

x∈(ξ,l]
r(x) > 0. Более того, пусть {λn} — собственные

значения задачи (1), причем каждое из них является простым. Тогда ряд (6) сходится при
любом δ > 0.

Следует отметить, что метод поточечного подхода Ю. В. Покорного к трактовке диффе-
ренциального уравнения показал свою эффективность: построена точная параллель класси-
ческой теории обыкновенных дифференциальных уравнений как для второго порядка, так и
четвертого [6]
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