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Аннотация. Методы решения нелинейных интегро-дифференциальных уравнений
представляют интерес в таких областях науки и техники, как теплофизика, акустика,
механика, космонавтика. К сожалению, построение решений задач такого класса связано
с рядом трудностей из-за нелинейных выражений и интегралов от неизвестных функ-
ций. В работе предлагается использование нового метода – метода быстрых разложений,
основанного на использовании рядов Фурье, для построения приближенного аналити-
ческого решения подобных уравнений. Предложенный подход позволяет свести нелиней-
ную интегро-дифференциальную задачу к решению системы нелинейных алгебраических
уравнений. На тестовых примерах показывается эффективность такого подхода, а также
оценивается влияние различных параметров уравнений и граничных условий на погреш-
ность получаемого решения.

Ключевые слова: интегро-дифференциальные уравнения, ряд Фурье, быстрые раз-
ложения.

APPROXIMATE SOLUTION OF SOME NONLINEAR
INTEGRAL-DIFFERENTIAL EQUATIONS USING THE

RAPID EXPANSIONS METHOD
A. D. Chernyshov, S. F. Kuznetsov, V. V. Goryainov, O. V. Leshonkov

Abstract. Methods for solving nonlinear integro-differential equations are interest in
such areas of science and technology as thermophysics, acoustics, mechanics, cosmonautics.
Unfortunately, the construction solutions of this class is associated with a number of difficulties
due to nonlinear expressions and integrals of unknown functions. The paper proposes the use
of a new method - the method of rapid expansions, based on the use of Fourier series, to
construct an approximate analytical solution of such equations. The proposed approach allows
reducing the nonlinear integro-differential problem to solving a system of nonlinear algebraic
equations. On test examples, the effectiveness of this approach is shown, and the effect of
various parameters of the equations and boundary conditions on the error of the obtained
solution is estimated.
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ВВЕДЕНИЕ

На сегодняшний день методы решения нелинейных интегро-дифференциальных задач [1]–
[3] представляют большой интерес в различных научных областях, по причине того, что боль-
шинство исследуемых физических явлений являются линейными лишь в первом приближе-
нии. Ниже изложен способ решения подобного рода уравнений с помощью метода быстрых
разложений.
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1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ КОШИ

Рассмотрим одно нелинейное интегро-дифференциальное уравнение второго порядка сле-
дующего вида:
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xydx− y3 =
π2
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с начальными условиями Коши
y (0) = 0, (2)

y′ (0) = π/3. (3)

Сложность задачи (1)–(3) обуславливается нелинейным слагаемым y3 и произведением
производной y′ и определенного интеграла от неизвестной функции. Начальные условия и
правая часть уравнения (1) составлены так, чтобы было известно одно точное решение зада-
чи Коши (1)–(3), которое имеет вид y (x) = sin (πx/3). Это понадобится в дальнейшем для
проведения оценки погрешности полученного приближенного аналитического решения.

2. ПРИМЕНЕНИЕ МЕТОДА БЫСТРЫХ РАЗЛОЖЕНИЙ. ОПЕРАТОР
БЫСТРЫХ РАЗЛОЖЕНИЙ

Представим неизвестную функцию y (x) в виде суммы специальной граничной функции
M2 — второго порядка и ряда Фурье [6]:

y (x) =M2 (x) +
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m=1

am sin (mπx) , (4)

M2(x) = y(0)(1 − x) + y(1)x+ y′′(0)
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где y (0), y (1), y′′ (0), y′′ (1), am, m = 1÷N — неизвестные коэффициенты быстрого разложе-
ния. Заметим, что в (5) коэффициент y (0) определяется из граничного условия (2). Таким
образом, задача сводится к определению следующих неизвестных:

y (1) , y′′ (0) , y′′ (1) , am, m = 1÷N (6)

В (6) y (1), y′′ (0), y′′ (1) — коэффициенты специальной граничной функции, am — коэффи-
циенты ряда Фурье для разности y (x)−M2 (x), N — количество учитываемых членов в ряде.
В (4) применяется специальная граничная функция M2 — второго порядка. Согласно методу
[4], величина порядка граничной функции должны быть не меньше порядка рассматривае-
мого уравнения. Для нахождения неизвестных из (6) подставим разложение (4) в уравнение
(1):
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Разность порядка специальной граничной функции (5) и интегро-дифференциального
уравнения (1) 2 − 2 = 0 — равна нулю. Применим к (7) оператор быстрых разложений
Ch0–нулевого порядка. Для получения замкнутой нелинейной алгебраической системы от-
носительно неизвестных, указанных в (6), согласно определению оператора Ch0 необходимо:

1. Вычислить значения уравнения (7) на границе рассматриваемой области в точках x = 0
и x = 1.

2. Умножить обе части уравнения (7) на sin (pπx), p = 1÷N и проинтегрируем в пределах
x ∈ [0,1].

В результате получена незамкнутая система из 2 + N нелинейных алгебраических урав-
нений относительно 3+N неизвестных. Для замыкания этой системы проведем подстановку
разложения (4) в граничное условие (3). Таким образом, для определения неизвестных из (6)
к решению получена система нелинейных алгебраических уравнений. Её решение выполнено
на ЭВМ. В таблице 1 приведены значения вычисленных коэффициентов быстрого разложе-
ния, указанных в (6) учете N = 5 членов в ряде Фурье.

Таблица 1. Значения коэффициентов приближенного аналитического решения задачи (1)–(3)
при N = 5.

Значения коэффициентов приближенного аналитического решения задачи (1) – (3)
y (1) y′′ (0) y′′ (1) a1 a2 a3 a4 a5
8.66×10−1 3.24×10−6 −9.5×10−1 7.65×10−3 −2.18×10−4 2.83×10−5 −6.68×10−6 2.16×10−6

Зная точное решение, вычислим величину погрешности δ (N) при учете N = 1÷11 членов
ряда Фурье (таблица 2).

Таблица 2. Значения погрешности приближенного аналитического решения задачи (1)–(3)
при N = 1÷ 11.

Значения погрешности приближенного решения задачи (1) – (3)
N 1 2 3 4 5
δ(N) 1.03×10−3 1.76×10−4 5.5×10−5 1.98×10−5 1.007×10−5

6 7 8 9 10 11
4.78×10−6 3.05×10−6 1.67×10−6 1.21×10−6 7.24×10−7 5.73×10−7

Таблица 3. Значения невязки решения задачи (1)–(3) при N = 1÷ 11.
Значения величины невязки задачи (1)–(3)

N 1 2 3 4 5
δ(N) 1.12×10−2 4.12×10−3 2.1×10−3 1.27×10−3 8.53×10−4

6 7 8 9 10 11
6.11×10−4 4.59×10−4 3.57×10−4 2.86×10−4 2.34×10−4 1.95×10−4

Из численного эксперимента (таблица 2) можно сделать вывод, что при N = 1 ÷ 11 точ-
ность полученного приближенного аналитического решения быстро возрастает с увеличе-
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нием членов в ряде Фурье. В таблице 3 приведены значения невязки нелинейной интегро-
дифференциальной задачи (1)–(3).

На основании этих данных можно сделать вывод: для решения подобных задач методом
быстрых разложений в ряде Фурье достаточно использовать несколько десятков членов в
ряде Фурье для получения приближенного аналитического решения с высокой точностью.

3. ПОСТАНОВКА КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ

Рассмотрим случай, когда для уравнения (1) вместо начальных условий Коши заданы
краевые условия вида:

y (0) = 0, (8)

y (1) =
√
3/2. (9)

Ход решения краевой задачи (1), (7), (8) аналогичен решению задачи Коши (1)–(3). В
таблице 4 приведены значения погрешностей полученного решения при учете N = 1 ÷ 11
членов в ряде Фурье.

Таблица 4. Значения погрешности приближенного решения задачи (1), (8), (9).
Значения погрешности приближенного решения задачи (1), (8), (9) при N = 1÷ 11

N 1 2 3 4 5
δ(N) 2.45×10−4 3.64×10−5 9.94×10−6 3.7×10−6 1.67×10−6

6 7 8 9 10 11
8.62×10−7 4.88×10−7 2.95×10−7 1.9×10−7 1.28×10−7 8.86×10−8

В таблице 5 приведены значения невязки нелинейной интегро-дифференциальной задачи
(1), (7), (8).

Таблица 5. Зависимость величины невязки задачи (1), (7), (8) от N .
Значения величины невязки задачи (1), (7), (8) при N = 1÷ 11

N 1 2 3 4 5
δ(N) 1.11×10−2 4.11×10−3 2.1×10−3 1.27×10−3 8.53×10−4

6 7 8 9 10 11
6.11×10−4 4.59×10−4 3.57×10−4 2.86×10−4 2.34×10−4 1.95×10−4

Сравнивая значения невязок из таблицы 3 и таблицы 5 можно заключить, что для урав-
нения (1) при заданных краевых условиях, ряды Фурье сходятся значительно быстрее.
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