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Аннотация. В настоящей работе изучаются резонансные свойства систем, в которых
“подкачка” энергии обусловлена наличием гистерезисного звена. Исследуются неограни-
ченные решения автономных систем с гистерезисными звеньями с отрицательным спи-
ном. Также исследуется влияние гистерезисного звена на осциллятор с сухим и вязким
трением. В рамках представленной работы удалось установить существование автоколе-
бательных режимов как в условиях сухого, так и вязкого трения. Отдельная часть работы
посвящена синхронизации периодических автоколебаний гармонической внешней силой.
Используя метод малого параметра примененный к задаче о “захвате” частоты внешне-
го гармонического воздействия автономной системой с гистерезисом удалось показать,
что ширина полосы захвата напрямую зависит от интенсивности (амплитуды) внешнего
воздействия.

Ключевые слова: резонансные свойства, гистерезисная система, автоколебания, су-
хое и вязкое трение, метод малого параметра.

UNBOUNDED AND DISSIPATIVE OSCILLATIONS IN
SYSTEMS WITH RELAY-TYPE NONLINEARITIES

M. E. Semenov, P. A. Meleshenko, O. O. Reshetova

Abstract. In this paper we study the resonance properties of oscillating system in the case
when the energy pumping is made by external source of hysteretic nature. We investigate the
unbounded solutions of autonomous oscillating system with hysteretic block with a negative
spin. The influence of a hysteretic block on an oscillator in the presence of Coulomb and viscous
friction is also investigated. Namely, we establish the appearance of self-oscillating regimes for
both kinds of friction. A separate part of this work is devoted to synchronization of periodic
self-oscillations by a harmonic external force. Using the small parameter approach it is shown
that the width of ‘’catching” band directly depends on the intensity (amplitude) of the external
impact.
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ВВЕДЕНИЕ

Нелинейности гистерезисного типа возникают в задачах математического моделирования
из самых разных предметных облостей: в моделях систем автоматического регулирования [1],
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[2], [3], теории твердого тела [4], [5], при описании экономических [6], [7] и биологических си-
стем. При анализе систем с гистерезисом возникает ряд сложностей, связанных с недиффе-
ренцируемостью операторов, являющихся составляющими конструктивных моделей гистере-
зисных явлений, сложностью фазового пространства соответствующих систем, включающего
в себя пространство состояний гистерезисных преобразователей и т. д. Поэтому в последние
годы общеупотребительным стал подход, связанный с использованием феноменологических,
многопараметрических моделей, достаточно качественно описывающих гистерезисные связи.
В частности, в статьях Ikhouane F., Rodellar J. [8], [9] приводится подробное описание гисте-
резиса посредством феноменологической модели Боука–Вена. Это хорошо известная модель,
способная достаточно точно идентифицировать широкий круг гистерезисных эффектов. По-
пулярность этой модели обуславливается ее способностью представлять в аналитической фор-
ме гистерезисные циклы, отвечающие поведению широкого класса систем с гистерезисом. В
работах Aristotel E. Charalampakis [10], [11] представлен новый метод идентификации пара-
метров модели Боука–Вена, основанный на гибридном эволюционном алгоритме, использую-
щем стохастические операторы. Предлагаемый метод демонстрирует эффективность, надеж-
ность и нечувствительность к искаженным шумовой компонентой данным, в то время как он
точно идентифицирует как гистерезисное, так и вязкое демпфирование на основе натурных
экспериментов. Эффективность указанного метода исследуется в отношении информацион-
ного содержимого входных и выходных данных. В статье [12] предложено описание явления
рассеивания энергии в рамках гистерезисной модели Боука–Вена, при этом гистерезисные
параметры описываются в терминах гипергеометрических функций Гаусса. Такое представ-
ление позволяет в аналитический форме описать диссипацию энергии при симметричном
циклическом возбуждении, основываясь исключительно на параметрах модели и амплитуде
внешнего воздействия. В статье M. Belhaq, A. Fahsi [13] приводятся интересные результаты о
влиянии гистерезисных нелинейностей на внутренние резонансы порядка 3:1 в системе Ван-
дер-Поля. При этом аналитические результаты были получены в рамках теории возмущений
и метода малого параметра. Также отметим цикл работ W. Lacarbonara, F. Vestroni [14], [15],
[17] в которых рассматриваются системы с различными режимами движения, в частности
переходы от периодичности к квазипериодичности и хаос в системах с гистерезисом. Рас-
сматриваются три модели гистерезиса: модель Боук–Вена, модель Маделунга (Массинга),
а также феноменологическая модель, описывающая упруго-пластические свойства сплавов
с памятью. Первые две независимые от скорости модели не учитывают теплопередачи, в то
время как в третьем случае учитываются термодинамические преобразования. Показано, что
эти системы имеют сходные сценарии потери устойчивости. В работах [15], [16], [17] гисте-
резисные свойства системы описывается посредством модели Боука–Вена, идентификация
параметров которой проводится экспериментальным образом, что является косвенным дока-
зательством универсальности этой феноменологической модели. Здесь же устанавливается
взаимосвязь между влиянием вынуждающих сил различной природы и откликом системы.
Отметим также работу Покровского А. В. [18], в которой рассматривается динамика осцил-
лятора с сильной (в том числе и гистерезисной) нелинейностью, исследуется его фазовый
портрет и геометрические свойства решений. Доказывается, что форма периодического реше-
ния зависит от “происхождения” сильной нелинейности. Также рассматриваются системы, в
которых заведомо реализуются корректные (не зависящие от “происхождения” нелинейности,
имеющие достаточно большие зоны захвата). Основным результатом этой работы является
тот факт, что для класса уравнений, описывающих гармонические колебания с резонансной
внешней силой и гистерезисным оператором в правой части, устанавливается наличие или
отсутствие неограниченных решений в зависимости от амплитуды внешнего воздействия.
Отметим также работу [19], посвященную диссипативности систем обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений с гистерезисными нелинейностями. В этой статье доказывается, что
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в случаи гармонического возбуждения осциллятора с гистерезисной силой формализуемой
посредством оператора Прейзаха, резонанс будет иметь место лишь для гармонических сил с
достаточно большой амплитудой. Доказывается диссипативность нерезонансного маятника с
ферромагнитным трением и достаточно широкой петлей гистерезиса, указана простая явная
оценка. Доказано отсутствие субгармоник больших амплитуд при сколь угодно узкой петле.

В настоящей работе изучаются резонансные свойства систем, в которых “подкачка” энер-
гии в систему обусловлено наличием гистерезисного звена [20], [21], [22], [23]. Примерами
таких систем являются колебания ферромагнитного шарика в магнитном поле, колебание
систем связных осцилляторов, находящихся под воздействием сил, гистерезисным образом
зависящих от смещения. Отдельно отметим, что подобные модели находят естественное при-
ложение в физике твердого тела при моделировании межатомных взаимодействий с учётом
различного рода дефектов, возникающих вследствие старения и износа материала. Иссле-
дуются неограниченные решения автономных систем с гистерезисными звеньями с отрица-
тельным спином. Также исследуется влияние гистерезисного звена на осциллятор с сухим
и вязким трением. В рамках работы удалось установить возникновение автоколебательных
режимов в системах с сухим и вязким трением.

Отдельная часть работы посвящена синхронизации периодических автоколебаний гармо-
нической внешней силой [24], [25]. Это явление впервые было обнаружено и объяснено для
томпсоновского генератора с синусоидальным воздействием. В последствии этот эффект ока-
зался наблюдаем в системах различной природы таких, как радиотехнические и электронные
устройства, лазеры, а также в ряд механических систем и др. Другое название рассматрива-
емого явления — “захват частоты”, что отвечает изменению частоты автоколебаний под дей-
ствием внешней силы. Суть этого эффекта заключается в следующем: если в правую часть
системы, в которой реализуются устойчивые автоколебания, ввести гармоническое слагае-
мое, то при наличии определенной связи между амплитудой и частотами автоколебаний и
внешней силы возможна реализация колебаний на частоте вынуждающей силы. Результаты
в этой области получены лишь для систем с функциональными нелинейностями. Ситуация,
когда автоколебания возникают в системах с операторными, в частности гистерезисными
нелинейностями к настоящему моменту не рассматривалась. Цель представленной работы,
используя метод малого параметра примененный к задаче о “захвате” частоты внешнего гар-
монического воздействия автономной системы с гистерезисом показать, что полоса “захвата”
напрямую зависит от интенсивности (амплитуды) внешнего воздействия.

НЕОГРАНИЧЕННЫЕ РЕШЕНИЯ АВТОНОМНЫХ СИСТЕМ
С ГИСТЕРЕЗИСНЫМИ ЗВЕНЬЯМИ С ОТРИЦАТЕЛЬНЫМ СПИНОМ

Рассмотрим систему, динамика которой описывается задачей Коши следующего вида:

ẍ+ ω2x = R[α, β, ω0]x (1)

x(0) = x0; ẋ(0) = x1.

где R[α, β, ωr] — оператор неидеального реле с отрицательным спином, а ω0 — начальное со-
стояние. Подробное описание его свойств приводится в фундаментальной монографии Крас-
носельского М. А. [26].

Теорема. Пусть начальное значение удовлетворяет условию x0 /∈ [α, β]. Тогда отвечающее
ему решение неограничено.

Доказательство. Для упрощения выкладок положим α = −1, β = 1. Предположим, что
начальные условия x0 < −1, тогда на некотором начальном промежутке времени (t > 0)
решение уравнения (1) будет иметь вид x0 = A1 cos(t + ϕ0) + 1, 0 6 t 6 t0, где t1 момент
времени при котором выполняется равенство x(t1) = 1. Очевидно, что такой момент су-
ществует. Решение уравнения (1) на промежутке [t1, t2] будет определяться соотношением
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x1(t) = A1 cos(t + ϕ1). Здесь t2 момент времени, при котором будет выполнено x1(t2) = −1.
Также несложно показать, что такой момент времени существует, так как (x1(t1) = 1, то
A1 > 1) и т. д.

Таким образом, при отсутствии переключений решение уравнения (1) будет “склеено” из
функций с соотношением:

xn(t) = An cos(t+ ϕn) + 1

и при нечетных n:
xn+1(t) = An+1 cos(t+ ϕn+1)

Из условия непрерывности решения и его производной в точке tn (момент достижения пра-
вого порогового значения) вытекают равенства:





An cos(ϕn) + 1 = An+1 cos(ϕn+1),
−An sin(ϕn) = −An+1 sin(ϕn+1),

An cos(ϕn) + 1 = 1.
(2)

Возводя первое и второе уравнение системы (2) в квадрат и складывая их, получим:




A2
n cos

2(ϕn) + 2An cos(ϕn) + 1 = A2
n+1 cos

2(ϕn+1),
A2
n sin

2(ϕn) = A2
n+1 sin

2(ϕn+1),
An cos(ϕn) = 0.

(3)

или {
A2
n + 2An cos(ϕn) + 1 = A2

n+1,
An cos(ϕn) = 0.

(4)

складываем уравнения системы и получаем:

A2
n + 1 = A2

n+1 (5)

Аналогично, для следующего промежутка, в точке, в которой решение принимают значения
−1 будет иметь: 




An+1 cos(ϕn+2) = An+2 cos(ϕn+3) + 1,
−An+1 sin(ϕn+2) = −An+2 sin(ϕn+3),
An+1 cos(ϕn+2) = −1.

(6)

Возведем в квадрат первые два уравнения системы:




A2
n+1 cos

2(ϕn+2)− 2An+1 cos(ϕn+2) + 1 = A2
n+2 cos

2(ϕn+3),
A2
n+1 sin

2(ϕn+2) = A2
n+2 sin

2(ϕn+3),
An+1 cos(ϕn+2) = −1.

(7)

Далее суммируем их:
{
A2
n+1 − 2An+1 cos(ϕn+2) + 1 = A2

n+2,
An cos(ϕn) = −1.

(8)

Подставляем значения в первое уравнение, получаем:

A2
n+2 = A2

n+1 + 3. (9)

Тогда из (8) и (9) вытекает:
A2
n+2 = A2

n + 4.

Иначе говоря, верно следующее уверждение: как только начальное значение таково, что ги-
стерезисное звено, “срабатывает”, то соответствующее ему решение неограничено. Результаты
компьютерного моделирования представлены на следующих рисунках.
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Рис. 1. Решение и фазовый портрет уравнения (1) с заданными начальными условиями.

Замечание 1. Отметим, что решение будет осциллировать и при этом скорость роста
амплитуды будет пропорционально

√
t.

Замечание 2. Теорема остается верной и для других гистерезисных нелинейностей. Един-
ственное требование к ним заключается в положительности площади петли и обходе петли
по часовой стрелке.

СИСТЕМЫ С СУХИМ И ВЯЗКИМ ТРЕНИЕМ

Естественным обобщением рассматриваемой системы является система с различными ви-
дами трения (сухого и вязкого).

ẍ+ 2bẋ+ ω2x = R[α, β, ω0]x; (10)

x(0) = x0; ẋ(0) = x1.

В дальнейшем будем считать, что пороговые числа неидеального реле симметричны относи-
тельно начала координат. Рассматривая динамику решения, можно отметить, что, как только
амплитуда решения становится достаточно велика, то работа силы трения уравновешивает
энергию, полученную осциллятором от гистерезисного преобразователя. Рассмотрим 2 слу-
чая, связанных с различным видом корней характеристического уравнения линейной части
уравнения (10).

Рассмотрим уравнение (10) с заданными начальными условиями

ẍ+ + 2bẋ+ + ω2x+ = 1; (11)

ẍ− + 2bẋ− + ω2x− = −1. (12)

Рассмотрим первый случай. Решение уравнения будет иметь вид:

x+(t) =
1

ω2
+ C1 exp

[
t
(
−b−

√
b2 − ω2

)]
+ C2 exp

[
t
(
−b+

√
b2 − ω2

)]
. (13)

Очевидно, что 1
ω2 будет являться его асимптотическим пределом, поэтому в случае выпол-

нения неравенства α < 1
ω2 , β > − 1

ω2 при некотором T , будет выполнено равенство x+ = −α.
Дальнейшая динамика будет определяться посредством уравнения со значение преобразова-
теля неидеального реле −α = −1. Рассуждая аналогичным образом, легко установить, что
при некотором T1 решение примет значение α. В силу автономности уравнений полученные
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таким образом решения будет являеться периодическими. Период найдем из следующих со-
отношений,

x+(t) = C1 exp (tλ1) + C2 exp (tλ2), (14)

x−(t) = C3 exp (tλ3) + C4 exp (tλ4), (15)

где

C1 =

(
1 + ω2

) (
−b+

√
b2 − ω2

)

2ω2
√
b2 − ω2

,

C2 =

(
1 + ω2

) (
b+

√
b2 − ω2

)

2ω2
√
b2 − ω2

,

C3 = −
(
−1 + ω2

) (
−b+

√
b2 − ω2

)

2ω2
√
b2 − ω2

,

C4 = −
(
1 + ω2

) (
b+

√
b2 − ω2

)

2ω2
√
b2 − ω2

,

λ1 = λ3 = −b−
√
b2 − ω2,

λ2 = λ4 = −b+
√
b2 − ω2.

(16)

При этом период колебания будет определять соотношение [17]:

T =
π√

b2 − ω2
. (17)

Рассмотрим второй случай, когда корни характеристического уравнения линейной части
уравнения (10) являются комплексно-сопряженными. Тогда решение уравнения с началь-
ными условиями можно записать в следующем виде:

x(t) = exp (−bt) [B cos(ωt) + C sin(ωt)]− 1

ω2
0

, (18)

где ω =
√
b2 − ω2

0 .
Учитывая начальные условия, получим:

− 1

ω2
0

+
1 + ω2

0

ω2
0

√
1 +

(
b

ω

)2

exp (−bt) sin


ωt+ arcsin


 1√

1 +
(
b
t

)2




 = 1. (19)

Полупериод можно определить как решение трансцендентного уравнения (19). Фазовый порт-
рет и решение представлены на рисунке. Отметим, что при заданных значениях параметра
b = 1 происходит бифуркация, соответствующая резкому изменению периода.

Рассмотрим колебания осциллятора с сухим трением и гистерезисным внешним воздей-
ствием, описываеемые следующим уравнением:

ẍ+ ηsign(ẋ) + x = R[α, β, ω0]x. (20)

Умножая обе части уравнения (20) на ẋ и интегрируя по периоду T получим:

T∫

0

1

2

d

dt
(ẋ2 + x2) = −ηsign(ẋ)ẋ+ ẋR[α, β, ω0]x, (21)
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Рис. 2. Решение и фазовый портрет уравнения (10) с заданными начальными условиями.

Рис. 3. Колебания в системе(10) при b = 0.9 и b = 1.1.

∆E = −η
T∫

0

|ẋ|dt+ Sp. (22)

Из соотношения (22) следует, что приращение энергии будет положительно, если работа сил
трения будет меньше площади петли и отрицательна-в противном случае. Таким образом
изучаемую систему можно трактовать, как систему с отрицательной обратной связью. От-
метим, что на установившихся режимах будет выполнено соотношение 2(xmax−xmin)η = Sp,
что означает, что амплитуда колебаний будет такова, что работа силы трения на периоде
будет равна площади петли.

Как видно из представленых результатов, гармонический осциллятор с сухим и вязким
трением, находящийся под воздействием гистерезисной внешней силы существенно отличает-
ся от классической модели гармонического осциллятора, где в независимости от начальных
условий, система совершает затухающие колебания около положения равновесия.

“ЗАХВАТ” ЧАСТОТЫ В СИСТЕМЕ С РЕЛЕЙНОЙ
НЕЛИНЕЙНОСТЬЮ: МЕТОДОМ МАЛОГО ПАРАМЕТРА

Синхронизация периодических автоколебаний гармонической внешней силой давно изу-
ченное явление, сформулировать которое можно следующим образом. Как только частота
внешнего воздействия становится близка к частоте свободных автоколебаний, происходит
синхронизация(“захват”) частоты. Рассмотрим автоколебательную систему с одной степенью
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Рис. 4. Колебания в системе(20) при η = 0.5.

свободы, находящейся под воздействием периодической внешней силы с частотой ω, которая
близка к частоте свободных автоколебаний.

ẍ+ 2bẋ+ ω2
0x = R[α, β, ωr]x+B1 sinωt. (23)

Для анализа динамических особенностей такой системы используется метод малого пара-
метра, позволяющий провести идентификацию процесса “захвата” частоты внешнего гармо-
нического воздействия автономной системой с гистерезисом. Для этого перепишем исходное
уравнение в виде:

ẍ+ ω2
0x = ε (−2bẋ+R[α, β, ωr]x+B1 sinωt) , (24)

где ε – малый параметр. Решение уравнения будем искать в следующем виде:

x = A cosψ + εu1 (A,ψ) + . . . , (25)

где ψ = ωt + ϕ(t), а u1 (A,ψ) – неизвестные функции, не содержащие резонансных слагае-
мых. A и ϕ – амплитуда и фаза колебаний, соответственно, удовлетворяющие следующим
уравнениям:

Ȧ = εf1 (A,ϕ) + . . . ; ϕ̇ = −∆+ εF1 (A,ϕ) + . . . , (26)

a ∆ = ω − ω0 – расстройка частоты. F1, f1 – неизвестные функции, которые подлежат опре-
делению из условия отсутствия резонансных слагаемых в функции u1. Подставляя общий
вид решения в исходное уравнение, с учетом уравнений для амплитуды и фазы колебаний.
Используя описанные определения найдем ẋ и ẍ:

ẋ = Ȧ cosψ −A sinψψ̇ + εu̇1ω; (27)

ẍ = Ä cosψ − 2Ȧ sinψψ̇ −A cosψψ̇2 −A sinψψ̈ + εü1ω
2. (28)

Подставим полученные выражения в левую часть уравнения (24), а также используем урав-
нения (25):

ẍ+ ω2
0x = Ä cosψ − 2Ȧ sinψψ̇ −A cosψψ̇2 −A sinψψ̈ + εü1ω

2+

+ω2
0A cosψ + ω2

0εu1 = εü1ω
2 + ω2

0εu1 −
(
2Ȧψ̇ +Aψ̈

)
sinψ+

+
(
Ä−Aψ̇2 + ω2

0A
)
cosψ =

= εü1ω
2 + ω2

0εu1 −
(
2εf1 (−∆+ εF1) +A ˙(−∆+ εF1)

)
sinψ+

+
(

˙εf1 −A(−∆+ εF1)
2 + ω2

0A
)
cosψ;

(29)
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Для правой части уравнения (24) аналогично получим:

ε (−2bẋ+R[α, β, ωr]x+ f(t)) =

= ε
(
R[α, β, ωr]x− 2b

(
Ȧ cosψ −A sinψψ̇ + εu1ω)

)
+ f(t)

)
=

= ε (R[α, β, ωr]x− 2bεf1 cosψ + 2bA (−∆+ εF1) sinψ + εu1ω + f(t)) .

(30)

приравнивая в правой и левой частях слагаемые одного порядка малости, получаем уравнение
для определения неизвестной функции u1:

ω2∂
2u1
∂ψ2

+ ω2
0u1 =

(
2ω0f1 −A

∂F1

∂ϕ
∆

)
sinψ +

(
2ω0AF1 −A

∂f1
∂ϕ

∆

)
cosψ −

−AR[α, β, ωr]x cosψ + f(t). (31)

Из условия отсутствия резонансных членов в функции u1(A,ψ) (равенство нулю множителей
при гармонических функциях) получим следующие уравнения для неизвестных функций F1,
f1:

2f1 −A
∆

ω0

∂F1

∂ϕ
= −2βA− B1

ω
sinϕ, 2AF1 +

∆

ω0

∂f1
∂ϕ

= AR[α, β, ωr]x− B1

ω
cosϕ. (32)

Частное решение такой системы имеет вид:

f1 = −βA− B1 sinϕ

ω + ω0
, F1 =

R[α, β, ωr]x

2
− B1 cosϕ

A(ω + ω0)
. (33)

Тогда в первом приближении по ε из (33) и (25), а также с учетом условия u1(A,ψ) = 0 будем
иметь:

Ȧ = −βA− B1 sinϕ

ω + ω0
, ϕ̇ = −∆+

R[α, β, ωr]x

2
− B1 cosϕ

A(ω + ω0)
. (34)

Численные значения амплитуды и фазы представлены на рисунке 5.

Рис. 5. Амплитуда и фаза колебаний.

Амплитуда и фаза колебаний, а также амплитудно-фазовый портрет представлен на ри-
сунках 5, 6. Для амплитудно-фазового портрета системы (34) характерно сложное поведение,
с множеством самоперсечений.

На рисунке 7 представлено численное решение системы (23) совместно с графиком возму-
щающей силы, а также поведением системы без внешнего воздействия.

Как следует из представленных численных результатов, при “переключении” неидеально-
го реле график решения перестает быть гладкой функцией. Анализируя полученное реше-
ние, можно отметить, что помимо основных гармоник оно содержит и гармоники меньшей
амплитуды. Для наглядности синхронизации периодических автоколебаний отдельно приве-
дем график, отражающий внешнее возмущение, а также график поведения системы (23) без
внешнего воздействия.
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Рис. 6. Амплитудно-фазовая характеристика уравнения(34).

а) б) в)

Рис. 7. а)Численное решение исходной системы (23); б)Возмущающая сила; в) Поведение
системы без внешнего возмущения.

Отметим, что явление синхронизации частоты свободных автоколебаний с частотой внеш-
него воздействия осуществимо и для систем содержащих гистерезисную нелинейность. С
ростом амплитуды внешнего воздействия происходит увеличение интервала частоты(∆), при
котором происходит “захват”. Рисунок 8 отражает зависимости амплитуды внешней силы
от частоты периодического воздействия, при которой происходит “захват” внешних частот
системой.

Рис. 8. Область захвата частоты.
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В представленой работе изучены резонансные свойства автономных систем, в которых
"подкачка" энергии обусловлена наличием звена с гистерезисными свойствами. Исследова-
ны неограниченные решения дифференциальных уравнений отвечающих автономным систе-
мам, содержащими гистерезисные звенья с инверсией пороговых чисел. Рассмотрены случаи
сухого и вязкого трения для рассмтариваемой системы и устанавлено возникновение авто-
колебательных режимов. Применяется метод малого параметра при исследовании задачи
о “захвате” частоты внешнего гармонического воздействия для систем с функциональными
нелинейностями. Показано, что полоса “захвата” однозначно зависит от амплитуды внешнего
воздействия.
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