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Аннотация. Настоящая работа является первым этапом в решении задачи свободно-
го растекания бурного потока за безнапорными прямоугольными трубами с учетом сил
сопротивления потоку. Целью работы является создание общей схемы решения задачи,
вывод основных уравнений в дифференциальном и интегральном видах, дискретных ал-
горитмических форм для конечно-разностных уравнений, а также систем алгебраических
уравнений следующих из этих форм. Решение задачи численными методами сравнили с
аналитическими методами и отладили численную модель, методы построения которой
будут использоваться в дальнейшем при учете сил сопротивления потоку. В работе пока-
зана общая схема решения задачи, то есть метод определения параметров потока в узлах
выделенных автором точечных шаблонов.

Ключевые слова: свободное растекание бурного водного потока, силы сопротивле-
ния, плоскость годографа скорости, численные методы.

NUMERICAL METHOD FOR SOLVING THE STATIONARY
PROBLEM FREE FLOW TURBULENT FLOW OF BENAMOR

NOI PIPES IN A WIDE HORIZONTAL DIRECTION
I. V. Papchenko

Abstract. The present work is the first step in solving the problem of free flow turbulent
flow for gravity rectangular pipes with the force of the flow resistance. The aim of this work
is the establishment of a General scheme of the solution of the basic equations in differential
and integral forms, discrete algorithmic form for the finite-difference equations and systems
of algebraic equations following from these forms. The solution by numerical methods were
compared with analytical methods and developed a numerical model, methods of construction
which will be used in the future when taking into account the forces of resistance to flow. The
work shows a General scheme of solving the problem, that is, the method of determining the
flow parameters at the nodes selected by the author of point patterns.

Keywords: free flowing turbulent water flow, resistance forces, the plane of the hodograph
of the velocity, numerical methods.

ВВЕДЕНИЕ

Настоящая работа является первым этапом в решении задачи свободного растекания бур-
ного потока за безнапорными прямоугольными трубами с учетом сил сопротивления потоку.
Целью работы является создание общей схемы решения задачи, вывод основных уравнений в
дифференциальном и интегральном видах, дискретных алгоритмических форм для конечно-
разностных уравнений, а также систем алгебраических уравнений следующих из этих форм.

© Папченко И. В., 2018

ВЕСТНИК ВГУ. СЕРИЯ: ФИЗИКА. МАТЕМАТИКА. 2018. № 3 149



И. В. Папченко

Настоящая работа является первым подготовительным этапом в решении задачи с учетом
сил сопротивления потоку. В работах [1–3] решена граничная задача свободного растекания
потока аналитическими методами. Поэтому решение задачи численными методами можно
сравнивать с аналитическими методами и отладить численную модель, методы построения
которой будут использоваться в дальнейшем при учете сил сопротивления потоку. В работе
[4] была предпринята попытка решения указанной граничной задачи численными методами,
но до практического использования результатов модель не была доведена. К тому же в рабо-
те рассматривалась сразу же нестационарная задача, а автор предлагает решать задачи от
простой к сложной.

1. РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ ПО ОПРЕДЕЛЕНИЮ ПАРАМЕТРОВ
РАСТЕКАЮЩЕГОСЯ ПОТОКА

Исходя из общих законов механики плановых потоков автором использовалась следующая
система интегральных уравнений [5]:

∮

Γ

(П dy − Φ dx) = −
∫

S

ψ dxdy, (1)

где Γ — произвольная замкнутая кривая в плоскости Oxy; S — фигура в плоскости Oxy,
ограниченная кривой Γ; П, Φ, ψ — вектора имеющие вид:

П =




V h cos θ

V 2h cos2 θ + gh2

2
V 2h sin θ cos θ


 ,Φ =




V h sin θ
V 2h sin θ cos θ

V 2h sin2 θ + gh2

2


 , ψ =




0

gh∂Zд

∂x + 1
2λV

2 cos θ

gh∂Zд

∂y + 1
2λV

2 sin θ


 ,

V — модуль местной скорости жидкой частицы потока; h — глубина потока; θ — угол, харак-
теризующий направление вектора скорости; λ — коэффициент гидравлического трения; Zд

— отметка поверхности дна нижнего бьефа.
Полагая ψ ≡ 0 и пользуясь формулой Грина [5], из (1) следует дивергентная форма диф-

ференциального уравнения движения потока:

∂П
∂x

+
∂Φ

∂y
+ ψ = 0, (2)

совпадающая с известным в справочной литературе уравнением [6].
Ограничимся случаем плоского дна, силы трения потоку не учитываем и движение потока

считаем безвихревым
Ω = 0. (3)

В таком случае существует [1–3] интеграл Бернулли для двухмерных в плане потенциаль-
ных потоков:

H0 =
V 2

2g
+ h, (4)

где H0 =
V 2
0
2g + h0, V0, h0 — параметры потока на выходе из трубы. Тогда из уравнения (1)

следует ∮

Γ

(П dy −Φ dx) = 0 (5)

и граничная задача может быть сформулирована в виде (рис. 1).
Формулировка граничной задачи.
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Рис. 1. План растекания потока.

1. Уравнение движения потока — уравнения (4) и (5).
2. На выходе потока из трубы: x = 0, − b

2 6 y 6 b
2 , θ = 0,

V = V0, h = h0, F0 =
V 2
0

gh0
> 1. (6)

3. Вдоль границы потока y = f(x)

y′x = tgα = tgθ (7)

и она отсекает половину всего расхода потока Q от оси симметрии.
4. На оси симметрии потока

θ ≡ 0. (8)

5. При x→ ∞
h→ 0, V → Vmax =

√
2gH0. (9)

6. Вдоль крайней линии тока при x→ 0, h→ 0, θ → θmax из метода характеристик [7].

2. МЕТОДИКА РАСЧЕТОВ ЧИСЛЕННЫМ МЕТОДОМ

Для решения задачи используем аналитическое отображение верхней части потока (отно-
сительно оси Ox) на прямоугольную полосу, посредством линейного преобразования:

x̃ = x, ỹ =
y

f(x)
. (10)

Тогда ось Ox переходит в ось Ox̃, ỹ = 0. Граница y = f(x) переходит (рис. 2) в:

ỹ = 1. (11)

Перейдем в уравнении (1) к переменным x̃, ỹ :

dx = dx̃, dy = dỹ · f(x) + f ′x · ỹ · dx̃. (12)

Тогда получим вместо (5) уравнение вида:
∮

Γ̃

(
П̃dỹ − Φ̃dx̃

)
= 0, (13)

где П̃ = f(x) · П, Φ̃ = Φ− Пỹ · f ′x.
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Рис. 2. Область течения потока.

Рис. 3. Рассматриваемый шаблон.

Сами же вектора П и Φ имеют вид (1). Выделим в потоке элементарный точечный шаблон
(рис. 3) и пометим каждую точку шаблона посредством индексов m, k.

Считая, что в точках (m,k), (m,k + 1), (m + 1, k) известны параметры потока и вдоль
левой грани известно f(m), необходимо определить параметры потока в точке (m+1, k+1) и
f(m+1), если шаги ∆x̃(m), ∆ỹ(k) — считаем известными, ỹ — также известно. При разбиении
вертикальной полосы на N равных контуров:

∆ỹ(k) = 1
N , ỹ(k) =

k
N ,

∆x̃(m)− считаем заданным,

где k = 0, 1, 2, . . . , N − 1; m = 0, 1, 2, . . ..
Тогда из уравнения (13) для четырехточечного шаблона (рис. 3) следует уравнение:

П̃(m+ 1, k + 1) + CΦ̃(m+ 1, k + 1) = R̃(m+ 1, k + 1), (14)

где C = ∆x̃(m)
∆ỹ(k) ; R̃ (m+ 1, k + 1) = П̃ (m,k) + П̃ (m,k + 1) − П̃ (m+ 1, k) +

+ C
[
Φ̃(m,k) + Φ̃(m+ 1, k) − Φ̃(m,k + 1)

]
.

С учетом выражения (13) для П̃, Φ̃ из (14) получим:

f (m+ 1) · П (m+ 1, k + 1) + C · [Φ (m+ 1, k + 1)−

− П (m+ 1, k + 1) · ỹ (m+ 1, k + 1) · f (m+ 1)− f (m)

∆x̃ (m)

]
= R̃ (m+ 1, k + 1) =

= R̃ [f (m+ 1)] , (15)

где R̃ — это функция известных параметров в точках (m,k), (m,k+1), (m+1, k) и неизвестной
функции f(m+ 1).
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Преобразуя уравнение (15), получим:

П (m+ 1, k + 1)

[
f (m+ 1)− C · ỹ (m+ 1, k + 1) · f (m+ 1)− f (m)

∆x̃ (m)

]
+

+ C · Φ (m+ 1, k + 1) = R̃ (m+ 1, k + 1) (16)

или
П (m+ 1, k + 1) + C∗Φ (m+ 1, k + 1) = R̃∗ (m+ 1, k + 1) , (17)

где C∗ =
C

f (m+ 1)− C · ỹ (m+ 1, k + 1) · f(m+1)−f(m)
∆x̃(m)

;

R̃∗ (m+ 1, k + 1) =
R̃ (m+ 1, k + 1)

f (m+ 1)− C · ỹ (m+ 1, k + 1) · f(m+1)−f(m)
∆x̃(m)

.

Решение уравнения (17) зависит от неизвестной величины f (m+ 1). Считая f (m+ 1)
известной, система (17) будет определена и имеет следующий вид:





V h cos θ + C∗V h sin θ = r1,

V 2h cos2 θ + gh2

2 + C∗V 2h sin θ cos θ = r2,

V 2h sin θ cos θ + C∗
(
V 2h sin2 θ + gh2

2

)
= r3.

(18)

где параметры в точке обозначены посредством V , h, θ, а

R̃∗ (m+ 1, k + 1) =



r1
r2
r3


 . (19)

Из системы (18) следует кубическое уравнение для определения глубины потока в точке
(m+ 1, k + 1):

h3 − 2 (r2 + C∗r3)

g
(
1 + (C∗)2

)h+
2r21

g
(
1 + (C∗)2

) = 0 (20)

Это уравнение имеет три действительных корня. Выбрав корень, удовлетворяющий условию
0 < h < h0, возьмем его в качестве решения системы.

Заметим, что уравнение (20) при q > 0, Q =
(p
3

)3
+
( q
2

)2
< 0 имеем решение [5] в виде:

h1 = 2
√

−p/3 cos α3 ,
h2,3 = −2

√
−p/3 cos

(
α
3 ± 2π

3

)
,

cosα = − q

2
√

−
(p
3

)3 , (21)

где p = −2(r2+C∗r3)

g(1+C∗
2)

, q = 2r21
g(1+C∗

2)
.

Из второго и третьего уравнений системы (18) следует выражение для угла θ в точке 4:

θ = arctg
r3 − 1

2C
∗gh2

r2 − 1
2gh

2
. (22)

Выражение для величины скорости следует из первого уравнения системы (18):

V =
r1

h(cos θ + C∗ sin θ)
. (23)
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Метод проведения нормировки V , h: вводим параметр τ = V 2/(2gH0), тогда V = τ1/2
√
2gH0,

h = H0(1− τ). Если получили H = V 2

2g + h, а необходимо H0 =
V 2
нор

2g + hнор. Тогда

h = H(1− τ1); τ1 = 1− h
H ;

V = τ
1/2
2

√
2gH ; τ2 =

V 2

2gH .
(24)

При этом τнор = τ1+τ2
2 — корректированное значение τ . Таким образом,

hнор =
hH0(1−τнор)
H(1−τ) ; Vнор = V

√
H0
H

( τнор

τ

)1/2
;

θнор = arctg
r3− 1

2
C∗gh2

нор

r2− 1
2
gh2

нор

.
(25)

Расчет параметров потока проводим по полосам слева направо и снизу вверх (рис. 4).

Рис. 4. Схема работы с шаблоном

Рассмотрим выделенный контур на рисунке 4. Для решения поставленной задачи недоста-
точно граничных условий. Естественное условие h = 0 вдоль крайней линии тока не приводит
к достаточной для практики ГТС водопропускных сооружений точности параметров потока.
Поэтому для замыкания граничной задачи можно воспользоваться известными соотношени-
ями из аналитического решения задачи. Их можно выбрать несколькими вариантами:

1. Считать закон распределения параметров потока известным вдоль оси симметрии по-
тока:

x = xD +
Ah0

2H0
√
2gH0

[
1 + τ

τ (1− τ )
− ln

1− τ

τ
− 1 + τ0
τ0(1− τ0)

+ ln
1− τ0
τ0

]
, (26)

где A = V0b
2 sin θmax

, θmax = C1 +
(√

3− 1
)
π
2 , C1 = arctg

√
3τ0−1
1−τ0 −

√
3 arctg

√
3τ0−1
3(1−τ0) , τ0 =

=
V 2
0

2gH0
, xD = b0

2 tg θk
2 , θk = arcsin sin θmax

τ
1/2
k (2−τk)

, τ0 < τk < 1.

2. Считать известным соотношение sin θ
τ1/2

= sin θmax вдоль крайней линии тока.
3. Считать известной крайнюю линию тока y = f(x).
В настоящей работе остановимся на соотношении (26). Тогда задаваясь шагом ∆x̃ > xD,

определим из (26) τ (∆x̃) и далее h (∆x̃), V (∆x̃). В верхней точке первой полосы A обозна-
чим параметры θ∗1 (∆x̃), h

∗
1 (∆x̃), V

∗
1 (∆x̃), f1 (∆x̃). Пользуясь методом конечных разностей,

воспользуемся соотношением:

tg θ∗ (∆x̃) =
f1 (∆x̃)− f0

∆x̃
. (27)

Следовательно,
f1 (∆x̃) = tg θ∗ (∆x̃) ·∆x̃+ f0. (28)

Далее осуществим поиск θ∗ (∆x̃) = θ0+∆θ · i (i = 1, 2, 3, . . .) так, чтобы выполнялось условие
(27). Задаемся i, определяем параметры: VA, hA, θA. Проверяем условие |θ∗ (∆x̃)− θA| → 0,
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θ∗ (∆x̃) − θA = f(∆x) и когда функция f(∆x) меняет свой знак, останавливаемся. Далее
процесс повторяем, идя по второй вертикальной полосе снизу вверх и так далее. Результаты
счета показывают хорошую сходимость между результатами численного решения задачи и
результатами аналитического решения (рис. 5).

Рис. 5. Сравнение результатов численного и аналитического метода.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Метод численного счета работает, как показывает программа, составленная в MathCad
версии 11.0a и подтверждает хорошую сходимость с аналитической моделью и с экспери-
ментальными данными. Подтверждена правильность построения модели и работы формул
и уравнений. Развитие данного метода позволит рассчитать параметры потока с учетом сил
сопротивления.

Решение задачи численными методами сравнили с аналитическими методами и отладили
численную модель, методы построения которой будут использоваться в дальнейшем при учете
сил сопротивления потоку. В работе показана общая схема решения задачи, то есть метод
определения параметров потока в узлах выделенных автором точечных шаблонов.
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