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Аннотация. Для линейных ограниченных операторов A,B из банаховой алгебры ли-
нейных ограниченных операторов, действующих в банаховом пространстве, доказаны ряд
утверждений о совпадении свойств операторов IY −AB, IX−BA, связанных с их ядрами и
образами. В частности, установлена одинаковая размерность ядер, свойства одновремен-
ной их дополняемости, совпадение коразмерностей образов, установлено свойство их од-
новременной фредгольмовости (полуфредгольмовости) и совпадения индексов фредголь-
мовости. Построены проекторы на образ и ядро этих операторов. Установлено свойство
одновременной неквазианалитичности операторов AB и BA. Исследование спектральных
свойств операторов IY −AB и IX −BA сводится к изучению спектральных свойств опе-
раторов, заданных операторными матрицами.
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SPECTRAL PROPERTIES OF OPERATORS AB AND BA

D. B. Didenko

Abstract. For linear bounded operators A, B from Banach algebra of bounded operators
acted in Banach space series of results connected to kernel and image properties of operators
IY − AB, IX − BA are proved. Particularly equality for kernel dimension, property of
simultaneous augmentability, equality of image codimension, simultaneous possession of
Fredholm property are proved. Projection operators onto image and kernel of this operators are
found. It is proved that AB and BA are nonquasianalytic simultaneously. Research of IY −AB
and IX−BA operators spectral properties comes down to spectral properties research of linear
operators defined by operator matrixes.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Обозначим через Hom (X,Y ) — банахово пространство линейных ограниченных операто-
ров, действующих из X в Y . Через EndX — обозначим банахову алгебру линейных огра-
ниченных операторов, действующих из X в X. X, Y — банаховы пространства. Рассмотрим
операторы A ∈ Hom (X,Y ) и B ∈ Hom (Y,X).

Из [1, Гл. 1, §1] и [2, §5] известно следующее равенство:

σ(AB)\{0} = σ(BA)\{0}.

Случай 0 ∈ σ(AB) подробно разобран и исследован в статье [3, теорема 6.5].
Возникает естественный вопрос о близости таких свойств операторов IY −AB ∈ EndY и

IX − BA ∈ EndX, как: совпадение размерности ядер, одновременной замкнутости образов,
одновременной обратимости операторов. Для исследования таких вопросов введем в рассмот-
рение следующее важное понятие.
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Определение 1. Пусть A — оператор из Hom (X,Y). Рассмотрим следующие условия:

1) KerA = {0} (т.е. оператор A инъективен);

2) 1 6 n = dimKerA <∞;

3) KerA — бесконечномерное подпространство из X (dimKerA = ∞);

4) KerA — дополняемое подпространство в X;

5) ImA = ImA, что эквивалентно положительности величины (минимального модуля опе-
ратора A)

γ(A) = inf
x∈X\KerA

||Ax||
dist(x,KerA)

= inf
y=Ax,x/∈KerA

||y||
dist(x,KerA)

,

где dist(x,KerA) = inf
x0∈KerA

||x− x0||;

6) ImA — замкнутое дополняемое в Y подпространство;

7) оператор A корректен (равномерно инъективен), т.е. KerA = {0} и γ(A) > 0;

8) ImA — замкнутое дополняемое подпространство из Y конечной коразмерности
(codim ImA = m <∞);

9) ImA — замкнутое дополняемое подпространство из Y бесконечной коразмерности;

10) ImA = Y, т.е. A — сюръективный оператор;

11) ImA 6= Y;

12) оператор A непрерывно обратим, т.е. A−1 ∈ Hom (Y,X).

Если для A выполнены все условия из совокупности условий S = {i1, . . . ,ik}, где 1 6 i1 <
i2 < ... < ik 6 12, то будем говорить, что оператор A находится в состоянии обратимости S.
Множество состояний обратимости оператора A обозначим символом Stinv(A).

Данное определение было введено в статьях [4], [5], [6].
Для заданной пары операторов A и B рассматривается оператор A ∈ End (Y ×X), задан-

ный операторной матрицей

Ã =

(
IY A
B IX

)
∈ End (Y ×X), (1)

т.е. A(x1, x2) = (x1 +Ax2, Bx1 + x2), (x1, x2) ∈ Y ×X.
Кроме оператора A также будем рассматривать оператор B ∈ End (X × Y ), заданный

матрицей

B̃ =

(
IX B
A IY

)
.

Операторы A и B подобны
A = JBJ−1,

где операторы J ∈ Hom (X×Y, Y ×X), J−1 ∈ Hom (Y ×X,X×Y ) задаются с помощью матриц

J̃ =

(
0 IY
IX 0

)
и J̃−1 =

(
0 IX
IY 0

)
, и при этом

J̃J̃−1 =

(
IY 0
0 IX

)
∈ End (Y ×X),
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J̃−1J̃ =

(
IX 0
0 IY

)
∈ End (X × Y ).

Для операторов IY −AB ∈ EndY и IX −BA ∈ EndX справедлив следующий результат.

Теорема 2. Множества состояний обратимости операторов IY −AB ∈ EndY и IX−BA ∈
EndX совпадают, т.е.

Stinv(IY −AB) = Stinv(IX −BA).

Утверждения теоремы 2, исключая свойства 4), 6), 9), 11), установлены в статье [7].

Определение 3. Оператор B из EndX называется фредгольмовым, если его ядро KerB ко-
нечномерно, образ ImB замкнут и имеет конечную коразмерность. Число indB = dimKerB−
codim ImB называется индексом фредгольмова оператора B.

Определение 4. Оператор B из EndX называется полуфредгольмовым, если он находится
в одном из состояний {2, 7, 9} или {3,4,9}.

Следствие 5. Оператор IY − AB ∈ EndY фредгольмов(полуфредгольмов) тогда и толь-
ко тогда, когда фредгольмов(полуфредгольмов) оператор IX − BA ∈ EndX, при этом их
индексы совпадают.

Следующие теоремы являются одними из основных результатов работы.

Теорема 6. Пусть ядро оператора IY − AB дополняемо в Y и P1 ∈ EndY — проектор
на ядро Ker (IY − AB). Тогда ядро оператора IX − BA также дополняемо в X и оператор
P2 ∈ EndX, определенный равенством P2 = BP1T (IX −BA) +BP1A, является проектором
на ядро Ker (IX −BA), где T — любой оператор из Hom (X, Y ).

Теорема 7. Пусть образ оператора IY − AB замкнут и дополняем в Y и P1 ∈ EndY —
проектор на образ Im (IY −AB). Тогда образ оператора IX−BA также замкнут и дополняем
в X и оператор P2 ∈ EndX, определенный равенством P2 = IX − B(IY − P1)A − (IX −
BA)S(IY − P1)A, является проектором на образ Im (IX − BA), где S — любой оператор из
Hom (Y, X).

Определение 8. Линейный оператор A ∈ EndX, где X — комплексное банахово простран-
ство, называется неквазианалитическим (см. [8]), если выполнено условие

∞∫

−∞

ln ||e−iAt||
1 + t2

dt <∞. (2)

Отметим, что спектр неквазианалитического оператора A вещественный.
Свойства неквазианалитических операторов исследовалось в статьях [8], [9] и [10].
В следующей теореме X, Y — комплексные банаховы пространства.

Теорема 9. Оператор AB ∈ EndY неквазианалитический тогда и только тогда, когда
оператор BA ∈ EndX неквазианалитический. Если при этом спектр σ(AB)\{0} (или
σ(BA)\{0}) оператора AB (или BA) содержит более одной точки, то операторы AB и
BA будут иметь нетривиальные инвариантные подпространства.

Отметим также работы [11], [12], [13], в которых изучались свойства операторов AB и BA.
Стоит подчеркнуть, что одновременная дополняемость образов операторов IY −AB и IX−BA
вынесена как вопрос в статье [13], на который авторами не дается ответ. В данной работе
одновременная дополняемость и совпадение коразмерностей образов операторов IY − AB и
IX −BA следует из теоремы 2.
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2. СХЕМА ДОКАЗАТЕЛЬСТВА

Рассмотрим операторы A1 ∈ End (Y ×X) и B1 ∈ End (X×Y ), которые задаются с помощью

матриц Ã1 =

(
IY −AB 0

0 IX

)
, B̃1 =

(
IX −BA 0

0 IY

)
.

Для матриц операторов A1 и B1 имеют место следующие равенства

Ã =

(
IY A
0 IX

)
Ã1

(
IY 0
B IX

)
= Ũ Ã1Ṽ , (3)

B̃ =

(
IX B
0 IY

)
B̃1

(
IX 0
A IY

)
= Ũ1B̃1Ṽ1, (4)

где матрицы Ũ , Ũ1 и Ṽ , Ṽ1 имеют обратные матрицы вида:

Ũ−1 =

(
IY −A
0 IX

)
, Ũ−1

1 =

(
IX −B
0 IY

)
, Ṽ −1 =

(
IY 0
−B IX

)
,

Ṽ −1
1 =

(
IX 0
−A IY

)
.

Справедлива следующая

Лемма 1. Пусть операторы A ∈ EndX и B ∈ EndY, где X и Y — банаховы пространства,
связаны соотношением

A = UBV,
где U и V — обратимые операторы из Hom (Y,X) и Hom (X,Y) соответственно. Тогда мно-
жество состояний обратимости операторов A и B совпадают:

Stinv(A) = Stinv(B).

В силу построения оператора A1 мы можем утверждать, что множество состояний обра-
тимости операторов A1 и IY −AB (B1 и IX −BA) совпадают. Таким образом, доказательство
теоремы 2 и следствия 5 следует из равенств (3), (4), подобия операторов A, B и леммы 1. Дан-
ные результаты так же используются при доказательстве теорем 6 и 7. Для доказательства
теоремы 9 используется "условие Левинсона" (см. [8, теорема 3]).
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