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Аннотация. Изучается система

x′(t) = Ax(t) + bu(t),

y(t) = cx(t) + du(t),

в предположении, что спектр матрицы A не пересекает мнимую ось. Это предположение
обеспечивает существование ограниченного на R выхода y при любом ограниченном входе
u. Ограниченное решение строится в виде специальной аналитической функции от мат-
рицы A. Описывается модификация метода сбалансированного обрезания. Метод основан
на построении замены переменных T , превращающей грамианы достижимости и наблю-
даемости исходной системы в одну и ту же диагональную матрицу. Этот метод позволяет
приблизить функцию Грина исходной системы функцией Грина системы, в которой поря-
док матрицы A существенно меньше. Приводится численный пример, иллюстрирующий
эффективность метода.

Ключевые слова: задача об ограниченных решениях, функциональное исчисление,
функция Грина, сбалансированное обрезание, грамиан.

THE METHOD OF BALANCED TRUNCATION FOR THE
BOUNDED SOLUTIONS PROBLEM

E. G. Belomytseva, V. G. Kurbatov, E. B. Tulenko

Abstract. We investigate the system

x′(t) = Ax(t) + bu(t),

y(t) = cx(t) + du(t).

under the assumption that the spectrum of the matrix A does not intersect the imaginary
axis. This assumption ensures the existence of a bounded output y for every bounded input
u. A modification of the method of balanced truncation is described. The method is based on
the change T of variables that turns the reachability and observability gramians into the same
diagonal matrix. The method allows one to approximate Green’s function of the initial system
by Green’s function of a system in which the order of the matrix A is essentially smaller. A
numerical example that illustrates the effectiveness of the method is given.

Keywords: bounded solutions problem, functional calculus, Green’s function, functional
calculus, balanced truncation, gramian.

Рассмотрим линейную стационарную систему, динамика которой описывается уравнения-
ми

x′(t) = Ax(t) + bu(t),

y(t) = cx(t) + du(t).
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Здесь A — квадратная матрица, b — матрица-столбец, c — матрица-строка, а d — число.
Функция u имеет смысл входного сигнала, функция y — выходного, а вектор x(t) — внутрен-
него состояния. Например, если уравнение x′(t) = Ax(t) описывает работу радиосхемы, то b
соответствует контактам, через которые подается входной сигнал u (напряжение или ток), а
c – контактам, с которых снимается выходной сигнал y.

Предполагается, что порядок N матрицы A достаточно велик, в силу чего прямое исполь-
зование этих уравнений приводит к большим затратам компьютерного времени и памяти.

С другой стороны, для больших систем часто оказывается, что полная модель является
избыточной в том смысле, что некоторые ее части с рассматриваемыми входом и выходом
связаны слабо. В этом случае разумно перейти к модели меньшего порядка, описывающей ту
же систему приближенно. Такой переход называют понижением порядка (order reduction).

Понижение порядка можно осуществлять как из физических соображений, путем выявле-
ния физических процессов, которые в данной задаче малосущественны, так и чисто матема-
тическими методами путем анализа связи между u, y и x. Методам второго типа посвящены
работы [15], [16], [19], [25], [26] и многие другие. Настоящая статья посвящена одному из таких
методов — методу сбалансированного обрезания (balanced truncation) [22], [15], [19], [24].

В отличие от работ [22], [15], [19] мы применяем метод сбалансированного обрезания не к
устойчивой начальной задаче, а к задаче об ограниченных решениях, т. е. по сути к обратно-
му к дифференциальному оператору, рассматриваемому на действительной оси. Напомним,
что задачей об ограниченных решениях называют [1], [3], [5], [6], [8], [9], [10], [11], [12], [14], [17]
поиск ограниченного на R выхода y, соответствующего ограниченному на R входу u; предпо-
лагается, что спектр матрицы A не пересекает мнимую ось. Отметим также работы [28], [18],
в которых метод сбалансированного обрезания применяется к неустойчивым системам.

Другая, чисто математическая, интерпретация рассматриваемой в статье задачи состоит
в следующем. Предположим, что спектр матрицы A не пересекает мнимую ось. Тогда, как
известно (см. ниже теорему 3), дифференциальное уравнение

x′(t) = Ax(t) + f(t), t ∈ R,

имеет единственное ограниченное решение x при любом ограниченном свободном члене f .
При этом решение допускает представление

x(t) =

∞∫

−∞

G(s)f(t− s) ds.

Матричнозначную функцию G называют функцией Грина задачи об ограниченных реше-
ниях. Предположим, нас интересует только одна компонента Gij функции Грина. В работе
описывается модификация метода сбалансированного обрезания, позволяющая приблизить
Gij компонентой Ĝi′j′ функции Грина уравнения

x̂′(t) = Âx(t) + f̂(t), t ∈ R,

в котором матрица Â имеет существенно меньший порядок, чем матрица A.

1. ФУНКЦИИ ОТ МАТРИЦ

Пусть N ∈ N. Элементы пространства CN будем представлять себе как матрицы-столбцы.
Пространство CN будем рассматривать с евклидовой нормой | · | и порождающим ее скаляр-
ным произведением 〈·,·〉. Символом CN×N будем обозначать множество всех матриц размера
N × N . Символами xH и AH будем обозначать транспонированные комплексно сопряжен-
ные матрицы; A−H означает обратную к квадратной матрице AH ; для b ∈ CN матрица bH

является строкой.
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Будем обозначать символом 1 единичную матрицу. Пусть A ∈ CN×N . Многочлен

p(λ) = det(λ1−A)

называют характеристическим многочленом матрицы A. Полный набор σ(A) корней харак-
теристического многочлена называют [13] спектром матрицы A.

Пусть U ⊆ C — открытое множество, содержащее σ(A), а f : U → C — аналитическая
функция. Функцию f от матрицы A определяют [13, гл. V, § 1], [5, p. 17] по формуле

f(A) =
1

2πi

∫

Γ

f(λ)(λ1−A)−1 dλ,

где контур Γ окружает σ(A).

Предложение 1 ([13, теорема 5.2.5]). Отображение f 7→ f(A) сохраняет алгебраические
операции:

(f + g)(A) = f(A) + g(A),

(αf)(A) = αf(A),

(fg)(A) = f(A)g(A),

где операции f + g, αf и fg понимаются поточечно.

2. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ДИНАМИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ

Динамической системой (точнее, математической моделью непрерывной линейной стаци-
онарной динамической системы с одним входом и одним выходом) называют [15], [23] систему
уравнений

x′(t) = Ax(t) + b u(t),

y(t) = c x(t) + du(t).
(1)

Здесь A ∈ CN×N , b,cH ∈ CN — заданные матрицы (тем самым c — матрица-строка), а d ∈ C.
Функция u имеет смысл входного сигнала, функция y — выходного, а вектор x(t) — внут-
реннего состояния. Число N называют порядком или размерностью фазового пространства
динамической системы.

С точки зрения прикладной интерпретации постановка задачи (1) означает следующее.
Дифференциальное уравнение x′(t) = Ax(t) + f(t) описывает систему, состоящую из мно-
гих объектов; координаты пространства CN соответствуют параметрам (состояниям) разных
объектов (например, система представляет собой радиосхему; составляющие объекты — рези-
сторы, конденсаторы и катушки индуктивности; параметры объектов — токи и напряжения).
Управление системой осуществляется посредством изменения одного параметра; ему соответ-
ствует вектор b; иными словами, входной сигнал u меняет только этот параметр (например,
u — это входное напряжение или входной ток, а b описывает контакты, к которым входной
сигнал u приложен). Нас интересует изменение также только одного параметра; ему соответ-
ствует функционал c (например, это напряжение на двух других контактах).

Понятно, что динамическая система полностью определяется заданием A, b, c и d. Поэтому
информацию о ней удобно сокращенно записывать в виде блочной матрицы

Ξ =

(
A b

c d

)
, (2)

которую называют [15, с. 64] фазовым представлением (state space description) системы (1).
Полезно отметить следующую теорему.
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Теорема 2 ([15, c. 65]). Явная зависимость выхода y от входа u системы (1) при наличии
начального условия

x(t0) = x0 (3)

задается формулой

y(t) = c
(
eA(t−t0)x0 +

t∫

t0

eA(t−r)bu(r) dr
)
+ du(t).

3. ЗАДАЧА ОБ ОГРАНИЧЕННЫХ РЕШЕНИЯХ

Для λ ∈ C и t ∈ R, t 6= 0, рассмотрим функции

exp+, t(λ) =

{
eλt, если t > 0,

0, если t < 0,

exp−, t(λ) =

{
0, если t > 0,

−eλt, если t < 0,

gt(λ) =

{
exp−, t(λ), если Reλ > 0,

exp+, t(λ), если Reλ < 0.

Функция gt не определена при Reλ = 0. При любом фиксированном t 6= 0 эти три функции
являются аналитическими по λ на своей области определения.

Обозначим через C = C(R,CN) банахово пространство всех непрерывных ограниченных
функций f : R → CN с нормой ‖f‖ = ‖f‖C = supt∈R |x(t)|. Обозначим через C1 = C1(R,CN )
банахово пространство всех непрерывно дифференцируемых функций x : R → CN , ограни-
ченных вместе с производной, с нормой ‖x‖ = ‖x‖C1 = ‖x′‖C + ‖x‖C . Рассмотрим дифферен-
циальное уравнение (на всей действительной оси R)

x′(t) = Ax(t) + f(t), t ∈ R. (4)

Задачей об ограниченных решениях для уравнения (4) называют [5], [6], [3], [11], [12], [8],
[9] задачу о нахождении решения x ∈ C1(R,CN ), соответствующего f ∈ C(R,CN). Задачей об
ограниченных решениях для динамической системы (1) будем называть задачу о нахождении
решения y ∈ C1(R,C), соответствующего u ∈ C(R,C).

Теорема 3 ([5, теорема 4.1, с. 81]). Уравнение (4) имеет единственное решение x ∈
C1(R,CN ) для любой f ∈ C(R,CN ) тогда и только тогда, когда спектр σ(A) матрицы A
не пересекает мнимую ось. Это решение допускает представление

x(t) =

∞∫

−∞

G(s)f(t− s) ds,

где

G(t) = gt(A), t 6= 0.

Функцию G называют [5] функцией Грина задачи об ограниченных решениях для уравне-
ния (4).
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Следствие 4. Пусть спектр σ(A) матрицы A не пересекает мнимую ось. Тогда при любой
u ∈ C(R,C) система (1) имеет решение y ∈ C1(R,C), задаваемое формулой

x(t) = c

( ∞∫

−∞

G(s)bu(t− s) ds

)
+ du(t),

или

x(t) =

∞∫

−∞

G(s)u(t − s) ds+ du(t),

где
G(t) = cG(t)b, t 6= 0.

4. ГРАМИАНЫ ДОСТИЖИМОСТИ И НАБЛЮДАЕМОСТИ

В дальнейшем будем считать, что спектр матрицы A не пересекает мнимую ось. В нашем
изложении важную роль будут играть матрицы

P =

∞∫

−∞

G(s)bbHG(s)H ds,

Q =

∞∫

−∞

G(s)HcHcG(s) ds,

(5)

имеющие размер N×N . Их аналоги для случая начальной задачи называют [15] грамианами
достижимости и наблюдаемости (reachability and observability gramians) соответственно.
Сохраним те же названия.

Предложение 5. Грамианы (5) являются эрмитовыми и неотрицательно определенными
матрицами.

Доказательство. Для любого x ∈ CN имеем

〈Px,x〉 =
〈 ∞∫

−∞

G(s)bbHG(s)Hx ds, x
〉

=

∞∫

−∞

xHG(s)bbHG(s)Hx ds. (6)

Заметим, что xHG(s)b — комплексное число, а bHG(s)Hx — сопряженное к нему. Поэто-
му подынтегральное выражение неотрицательно. Следовательно, матрица P неотрицательно
определена. Остается напомнить [2, 10.44], что всякая неотрицательно определенная матрица
является эрмитовой.

Случай матрицы Q аналогичным образом вытекает из представления

〈Qx,x〉 =
〈 ∞∫

−∞

G(s)HcHcG(s)x ds, x
〉

=

∞∫

−∞

xHG(s)HcHcG(s)x ds.

Замечание 6. Не вникая в подробности [15], отметим, что квадратичные формы x 7→ 〈Px,x〉
и x 7→ 〈Qx,x〉 показывают, насколько сильно фазовое состояние x связано с векторами входа
b и выхода c. При уменьшении размерности фазового вектора x (см. § 6) разумно в первую
очередь отрезать те части, которые слабо связано как с b, так и с c. Обрезание называют
сбалансированным, если учет b и c является равноправным. Ниже это достигается путем
подбора замены T , которая превращает оба грамиана P и Q в одну и ту же матрицу Σ.
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5. ЗАМЕНА ПЕРЕМЕННЫХ В ФАЗОВОМ ПРОСТРАНСТВЕ
ДИНАМИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ

Пусть T ∈ CN×N — обратимая матрица. Сделаем в уравнениях (1) замену

x̂ = Tx, x = T−1x̂. (7)

В результате такой замены уравнения (1) принимают вид

T−1x̂′(t) = AT−1x̂(t) + bu(t),

y(t) = cT−1x̂(t) + du(t).

После умножения первого уравнения на T приходим к уравнениям

x̂′(t) = TAT−1x̂(t) + Tbu(t),

y(t) = cT−1x̂(t) + du(t).

Понятно, что эти уравнения задают ту же зависимость y от u, что и уравнения (1). Таким
образом, доказано следующее утверждение.

Теорема 7 ([20, предложение 6.1]). Пусть T ∈ CN×N — произвольная обратимая матрица.
Тогда система с фазовым представлением (2) эквивалентна (в том смысле, что задает ту
же зависимость y от u) системе с фазовым представлением

(
Ã b̃
c̃ d

)
=

(
TAT−1 Tb

cT−1 d

)
. (8)

При этом начальное условие (3), очевидно, заменяется на

x̃(t0) = Tx0.

Функции Грина, соответствующую системе (8), будем обозначать символами G̃ и G̃, а
соответствующие грамианы — символами P̃ и Q̃.

Предложение 8. В результате замены (7) грамианы преобразуются по формулам:

P̃ = TPTH , Q̃ = T−HQT−1.

Доказательство. В силу равенства Ã = TAT−1 имеем

G̃(s) = TG(s)T−1, G̃(s)H = T−HG(s)HTH . (9)

Умножая определения (5) на T , TH и обратные к ним с подходящих сторон, получаем

TPTH =

∞∫

−∞

TG(s)bbHG(s)HTH ds,

T−HQT−1 =

∞∫

−∞

T−HG(s)HcHcG(s)T−1 ds.
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Или

TPTH =

∞∫

−∞

TG(s)T−1TbbHTHT−HG(s)HTH ds,

T−HQT−1 =

∞∫

−∞

T−HG(s)HTHT−HcHcT−1TG(s)T−1 ds.

Воспользуемся равенствами (9):

TPTH =

∞∫

−∞

G̃(s)TbbHTH G̃(s)H ds,

T−HQT−1 =

∞∫

−∞

G̃(s)HT−HcHcT−1G̃(s) ds.

Наконец, воспользуемся тождествами b̃ = Tb и c̃ = cT−1 из формулы (8):

TPTH =

∞∫

−∞

G̃(s)̃bb̃H G̃(s)H ds,

T−HQT−1 =

∞∫

−∞

G̃(s)H c̃H c̃ G̃(s) ds.

6. ПРОЕКЦИОННЫЙ МЕТОД ПОНИЖЕНИЯ ПОРЯДКА

Если по причине большой размерности N фазового пространства CN решение системы (1)
требует необоснованно больших затрат ресурсов (памяти и быстродействия), то строят при-
ближенную модель, которая использует фазовое пространство Cn существенно меньшей раз-
мерности n. На физическом уровне подобный переход обычно означает, что из модели исклю-
чают учет некоторых физических явлений, которые по тем или иным соображениям являются
малосущественными. На математическом уровне это сводится к замене матрицы A матрицей
Â так, чтобы решение y системы (1) изменилось незначительно. Тем самым, мы приходим к
следующему понятию.

Системой пониженного порядка (reduced order system) по отношению к системе (1) назы-
вают [15], [25], [26] систему

x̂′(t) = Âx̂(t) + b̂u(t),

ŷ(t) = ĉ x̂(t) + du(t),
(10)

в которой порядок n матрицы Â значительно меньше порядка N матрицы A, но решение ŷ
близко к решению y системы (1).

Метод построения системы (10) называют проекционным, если коэффициенты Â, b̂ и ĉ в
системе пониженного порядка (10) выражаются через коэффициенты исходной системы (1)
по формулам

Â = ΛAV,

b̂ = Λb,

ĉ = cV,

(11)
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где V ∈ N×n, а Λ ∈ Cn×N . Коэффициенты системы (10) принято записывать в виде матрицы

Ξ̂ =

(
ΛÂΛH Λb̂

ĉ V d

)
.

Идею проекционных методов обычно связывают с именем Галеркина1) .
Из технических соображений будем всегда предполагать, что выполнено условие норми-

ровки

ΛV = 1n×n, (12)

где 1n×n — единичная матрица размера n × n. Более того, обычно мы будем предполагать,
что выполнено более сильное условие (13) из следующего предложения.

Предложение 9. Пусть столбцы матрицы V ортонормированы и матрица Λ определена
по формуле2)

Λ = V H . (13)

Тогда условие (12) выполнено, а строки матрицы Λ также ортонормированы. Кроме того,
матрица V Λ ∈ CN×N задает ортогональный проектор P на линейную оболочку столбцов
матрицы V . И обратно, всякий ортогональный проектор P задается таким образом.

Доказательство. Доказательство очевидно.

7. АЛГОРИТМ СБАЛАНСИРОВАННОГО ОБРЕЗАНИЯ

Понятно, что качество приближения посредством системы (10) принципиально зависит от
выбора матриц V и Λ. По смыслу эти матрицы отрезают от фазового вектора x некоторые
координаты. В настоящем параграфе описывается модификация метода сбалансированного
обрезания (balanced truncation) [22], [15], [19], обычно применяемого для построения системы
пониженного порядка с устойчивой матрицей A.

Представим матрицы P и Q в виде [15, c. 210]

P = UUH , UHQU = KΣ2KH , (14)

где первая формула — это разложение Холецкого [2], [4] матрицы P, а вторая — результат
приведения самосопряженной, неотрицательно определенной матрицы UHQU к диагональ-
ному виду с помощью унитарного преобразования K; в пакете “Математика” [27], [7] обе эти
процедуры реализованы в виде отдельных команд. Таким образом, U — верхне-треугольная
матрица, K — унитарная, а Σ — диагональная неотрицательно определенная.

Замечание 10. Из (14) видно разложение Холецкого и для Q:

Q = (UKΣ)(UKΣ)H .

Определим матрицу T по формуле [15, c. 210]

T = Σ1/2KHUH . (15)

При этом, очевидно,
T−1 = UKΣ−1/2.

1) Строго говоря, в методе Галеркина рассматривается алгебраическое уравнение Ax = f , а не дифферен-
циальное и обсуждается последовательность уравнений пониженного порядка.

2) В случае выполнения этого условия метод обычно называют методом Бубнова–Галеркина.
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Выполним в системе (1) замену (15). В результате возникнет система с матрицей
(
Ã b̃
c̃ d

)
=

(
TAT−1 Tb

cT−1 d

)
=

(
Σ1/2KHUHAUKΣ−1/2 Σ1/2KHUHb

cUKΣ−1/2 d

)
.

Теорема 11. После выполнения замены (15) оба грамиана совпадают с матрицей Σ:

P̃ = Σ, Q̃ = Σ.

Доказательство. В силу предложения 8 имеем

P̃ = TPTH , Q̃ = (T−1)HQT−1.

Подставим сюда вместо T представление (15):

P̃ = Σ1/2KHU−1P(U−1)HKΣ1/2, Q̃ = Σ−1/2KHUHQUKΣ−1/2.

Наконец, подставим сюда формулы (14):

P̃ = Σ1/2KHU−1UUH(U−1)HKΣ1/2, Q̃ = Σ−1/2KHKΣ2KHKΣ−1/2.

После очевидных сокращений получаются нужные формулы.

Преобразование системы, при котором грамианы становятся одинаковыми, называют [22],
[15], [19] балансированием. Целесообразность балансирования объяснялась выше в замеча-
нии 6.

Возьмем произвольное натуральное число n < N . По смыслу n существенно меньше N .
Рассмотрим матрицу Λ ∈ Cn×N ортогонального проектирования на первые n координат:

Λ =




1 0 . . . 0 0 . . . 0
0 1 . . . 0 0 . . . 0
...

...
. . .

...
...

. . .
...

0 0 . . . 0 1 . . . 0


 .

При этом

ΛH =




1 0 . . . 0
0 1 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . 1
0 0 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . 0




.

Систему пониженного порядка (11), соответствующую фазовому представлению
(

ΛÃΛH Λb̃

c̃ΛH d

)
=

(
ΛΣ1/2KHUHAUKΣ−1/2ΛH ΛΣ1/2KHUHb

cUKΣ−1/2ΛH d

)
, (16)

называют системой, полученной в результате сбалансированного обрезания исходной систе-
мы (1).

8. ЧИСЛЕННЫЙ ПРИМЕР

Численный эксперимент проводился средствами пакета “Математика” [27], [7]. Было взя-
то число N = 30 и сформирована матрица A размера N × N , состоящая из случайных
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Рис. 1. Спектры матриц A (показаны точками) и Â = ΛÃΛH (показаны кружками)

Рис. 2. Функции Грина систем (1) (действительная часть показана темной сплошной лини-
ей, а мнимая — бледной сплошной линией) и (10) (действительная часть показана темной
пунктирной линией, а мнимая — бледной пунктирной линией)
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комплексных чисел, спектр которой содержится (равномерно распределен) в прямоугольни-
ке [−1,1] × [−3i,3i]. Матрицы b и c также составлены из случайных чисел, в качестве d взят
ноль. Методом работы [21] была найдена функция Грина G уравнения (4), а затем с помощью
следствия 4 — функция Грина системы (1). Стандартными командами пакета “Математика”
были построены разложения (14), вычислена матрица (15) и выполнена соответствующая
замена переменных. В качестве n было взято число 10, построена система (16) пониженного
порядка, найдены спектр матрицы Â и функция Грина Ĝ новой системы (10). Результаты
вычислений показаны на рис. 1 и 2.
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