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Аннотация. В работе рассматривается модель колебаний разрывной стилтьесовской
струны с произвольным распределением масс (включая сосредоточенные), помещенной во
внешнюю среду с локализованными особенностями. Математическая модель реализуется
в виде начально – краевой задачи второго порядка с особенностями в потенциале как
типа δ функций, так и δ′ – взаимодействий. Мы пользуемся расширенным толкованием
интеграла и меры Стилтьеса, предложенным Ю. В. Покорным. Чтобы подчеркнуть, что
речь идет о такой мере, мы заключаем функцию, стоящую под знаком дифференциала в
квадратные скобки. За счет расширения понятия интеграла удается сохранить поточечное
толкование как решений, так и соотношений, что позволяет провести исследование модели
методами, аналогичными классическим. В работе приведен алгоритм для нахождения
приближенного решения, получена оценка сходимости.

Ключевые слова: стилтьесовская струна, интеграл Стилтьеса, разрывные решения,
мера, метод конечных элементов.

ON THE ADAPTATION OF THE FINITE ELEMENTS
METHOD FOR A MODEL OF STRING OSCILLATIONS WITH

DISCONTINUOUS SOLUTIONS
Zh. I. Bakhtina, Zh. O. Zalukaeva, M. B. Zvereva, S. A. Shabrov

Abstract. The present work is concerned with a study of a model of discontinuous Stiltjes
string oscillations with arbitrary mass distribution (including concentrated masses). The string
is placed in the environment with localized singularities. The mathematical model is realized
in the form of the second order initial – boundary value problem with singularities in the
potential of δ functions or δ′ – interactions types. We apply expanded definitions of Stiltjes
integral and measure, that were recommended by Yu. V. Pokornyi. To emphasize that we use
the expanded definition of Stiltjes integral, we conclude the function standing under the sign
of the differential in brackets. This fact has allowed to preserve the pointwise interpretation
of solutions and relations, so we can investigate our model by methods which are similar to
classic. The article presents the algorithm for finding of the approximate solution, the estimate
of convergence is obtained.

Keywords: Stiltjes string, Stiltjes integral, discontinuous solutions, measure, finite
elements method.

Исследованию процессов, происходящих в струнных системах, посвящено много работ (см.,
например [1]–[3]). Особое внимание уделяется изучению моделей колебаний, описываемых
дифференциальными уравнениями с особенностями в коэффициентах, краевых или началь-
ных условиях [4]–[8]. Однако численные методы для нахождения приближенных решений
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такого рода моделей находятся в стадии формирования. В настоящей работе приведен алго-
ритм для нахождения приближенного решения задачи о колебаниях разрывной стилтьесов-
ской струны с произвольным распределением масс (включая сосредоточенные), помещенной
во внешнюю среду с локализованными особенностями. Получена оценка сходимости.

Рассмотрим математическую модель малых поперечных колебаний разрывной стилтье-
совской струны с жестко закрепленными концами, расположенной вдоль отрезка [0, ℓ]





M ′
[σ](x)u

′′
tt(x, t) =

(
p(x)u′µ(x, t)

)′
[σ]

− u(x, t)Q′
[σ](x) + F ′

[σ](x, t),

u(0, t) = u(ℓ, t) = 0,

u(x, 0) = ϕ(x),

u′t(x, 0) = ψ(x),

(1)

где p(x), F (x, t) — функции ограниченной вариации на [0, ℓ], причем inf
[0,ℓ]

p(x) > 0. Функции

M(x), µ(x), σ(x) строго возрастают на [0, ℓ], а Q(x) не убывает на [0, ℓ].

В обобщенное дифференцирование
d

d[σ]
вкладывается особый смысл, определяемый пред-

ложенной Ю. В. Покорным расширенной трактовкой интеграла Стилтьеса, когда происходит
"расщепление" меры в точке разрыва [9].

Дифференцирование u′µ обращается интегрированием по Стилтьесу по µ–мере. При этом
в каждой точке ξ разрыва µ(x) верно равенство

u′µ(ξ, t) =
u(ξ + 0, t)− u(ξ − 0, t)

µ(ξ + 0)− µ(ξ − 0)
.

В точках ξ, в которых u(x, t) терпит разрыв, справедливы равенства

∆−M(ξ)
∂2u

∂t2
(ξ − 0, t) = ∆−

(
p
∂u

∂µ

)
(ξ, t)− u(ξ − 0, t)∆−Q(ξ) + ∆−F (ξ, t),

∆+M(ξ)
∂2u

∂t2
(ξ + 0, t) = ∆+

(
p
∂u

∂µ

)
(ξ, t)− u(ξ + 0, t)∆+Q(ξ) + ∆+F (ξ, t).

∆−

(
p
∂u

∂µ

)
(ξ, t) = p(ξ)u′µ(ξ, t)− p(ξ − 0)u′µ(ξ − 0, t),

∆+

(
p
∂u

∂µ

)
(ξ, t) = p(ξ + 0)u′µ(ξ + 0, t)− p(ξ)u′µ(ξ, t).

Заметим, что левый и правые скачки ∆−M(ξ) и ∆+M(ξ) соответственно равняются массам,
сосредоточенным на разорванных (в точке ξ) концах струны, ∆−Q(ξ) и ∆+Q(ξ) равняются
упругостям внешних пружин, прикрепленных к разорванным концам струн, а ∆−F (ξ, t) и
∆+F (ξ, t) — сосредоточенные на разорванных концах струн силы.

В точках s, в которых функция u(x, t) непрерывна, но хотя бы одна из функций p(x),
M(x), Q(x), F (x, t) терпит разрыв, следует равенство

∆M(s)
∂2u

∂t2
(s, t) = ∆(pu′µ)(s, t)− u(s, t)∆Q(s) + ∆F (s, t),

где символ ∆ обозначает полный скачок, равный сумме левого и правого скачков.
Решение u(x, t) задачи (1) ищется в классе функций E таких, что при каждом фикси-

рованном t функция u(x, t) является µ-абсолютно непрерывной по переменной x, при этом
u′µ(x, t) — функция ограниченной вариации по переменной x и непрерывна по переменной
t. Функция u(x, t) дважды непрерывно дифференцируема по переменной t; функция u′t(x, t)
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имеет ограниченную вариацию по переменной x. Функции ϕ(x), ψ(x) являются µ– абсолют-
но непрерывными, а ϕ′

µ(x), ψ
′
µ(x) — функции ограниченной вариации на [0, ℓ]. При этом

ϕ(0) = ϕ(ℓ) = 0, ψ(0) = ψ(ℓ) = 0. Как показано в [10], решение задачи (1) в классе E
существует и единственно.

Для нахождения приближенного решения (1) выберем систему базисных функций, линей-
ной комбинацией которых будет искомое приближенное решение. Зафиксируем произвольное
число h > 0. Обозначим через S(µ) множество точек разрыва функции µ(x). Предполо-
жим, что множество S(µ) конечное. Заменим всякую точку ξ разрыва функции µ(x) парой
{ξ − 0, ξ +0} и обозначим полученное расширение отрезка [0, ℓ] через [0, ℓ]µ. Дополним [0, ℓ]µ
точками x∗i непрерывности µ(x) так, чтобы на каждом промежутке [0, ξ1 − 0], [ξ1 + 0, ξ2 − 0],
. . . , [ξn + 0, ℓ] выполнялись неравенства µ(x∗i+1) − µ(x∗i ) < h. Таким образом, мы получили

разбиение множества [0, ℓ]µ. Если же множество S(µ) счетное, то выберем сначала точки ξi,

в которых ∆µ(ξi) >
h

2
. Заменив эти точки на пары {ξi − 0, ξi + 0}, рассмотрим аналогичное

разбиение построенного расширения [0, ℓ]µ. Перенумеруем точки, входящие в разбиение, как
0 = x0 < x1 < . . . < xN = ℓ. Затем определим базисные функции ϕk(x), где k = 1, . . . , N − 1,
следующим образом:

ϕk(x) =





µ(x)− µ(xk−1)

µ(xk)− µ(xk−1)
, если x ∈ [xk−1, xk]

µ(xk+1)− µ(x)

µ(xk+1)− µ(xk)
, если x ∈ [xk, xk+1]

0, если x /∈ [xk−1, xk+1]

Приближенное решение uN (x, t) модели (1) будем искать в виде

uN (x, t) =

N−1∑

k=1

ak(t)ϕk(x),

где ak(t) — неизвестные дважды непрерывно дифференцируемые функции, ϕk(x) – базисные
функции.

Уравнение в (1) умножим на базисную функцию ϕi(x) (i = 1, 2, . . . , N − 1) и проинтегри-
руем по мере [σ] по отрезку [0, ℓ]

ℓ∫

0

M ′
[σ]u

′′
tt(x)ϕi(x) d[σ] =

ℓ∫

0

(p(x)u′µ(x, t))
′
[σ]ϕi(x) d[σ]−

−
ℓ∫

0

u(x, t)ϕi(x)Q
′
[σ](x) d[σ] +

ℓ∫

0

ϕi(x)F
′
[σ](x, t).

Проинтегрировав интеграл

ℓ∫

0

(p(x)u′µ(x, t))
′
[σ]ϕi(x) d[σ] по частям и воспользовавшись гранич-

ными условиями (которым удовлетворяют базисные функции), будем иметь

ℓ∫

0

M ′
[σ](x)u

′′
tt(x, t)ϕi(x) d[σ] +

ℓ∫

0

p(x)u′µ(x, t)ϕ
′
iµ(x) dµ+

+

ℓ∫

0

u(x, t)ϕi(x)Q
′
[σ](x) d[σ] =

ℓ∫

0

F ′
[σ](x, t)ϕi(x) d[σ],
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откуда следует, что

ℓ∫

0

u′′tt(x, t)ϕi(x) d[M ] +

ℓ∫

0

p(x)u′µ(x, t)ϕ
′
iµ(x) dµ+

+

ℓ∫

0

u(x, t)ϕi(x) d[Q] =

ℓ∫

0

F ′
[σ](x, t)ϕi(x) d[σ].

(2)

Подставляя uN (x, t) в равенство (2), имеем

N−1∑

k=1

a′′k(t)

ℓ∫

0

ϕk(x)ϕi(x) d[M ] +
N−1∑

k=1

ak(t)

ℓ∫

0

p(x)ϕ′
kµ(x)ϕ

′
iµ(x)dµ+

+

N−1∑

k=1

ak(t)

ℓ∫

0

ϕk(x)ϕi(x) d[Q] =

ℓ∫

0

F ′
[σ](x, t)ϕi(x) d[σ],

(i = 1, 2, . . . , N − 1). Таким образом, мы получили систему линейных обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений

Âa′′(t) + B̂a(t) = F̂ , (3)

где Â и B̂ — квадратные матрицы порядка N − 1, коэффициенты которых находятся по
формулам

Âki = Âik =

ℓ∫

0

ϕk(x)ϕi(x) d[M ],

B̂ki = B̂ik =

l∫

0

p(x)ϕ′
kµ(x)ϕ

′
iµ(x) dµ +

ℓ∫

0

ϕk(x)ϕi(x) d[Q],

a(t) = (a1(t), a2(t), ..., aN−1(t))
T и F̂ (t) = (F1(t), F2(t), ..., FN−1(t))

T – вектор-столбцы, компо-
ненты Fi(t) которого определяются равенствами

Fi(t) =

ℓ∫

0

ϕi(x) d[F (x, t)].

Заметим, что равенства

(v,w) =

ℓ∫

0

v(x)w(x)d[M ] (4)

и

[v,w] =

ℓ∫

0

p(x)v′µ(x)w
′
µ(x)dµ +

ℓ∫

0

v(x)w(x)d[Q] (5)

являются скалярными произведениями. Введем обозначения для норм, порождаемых ска-
лярными произведениями (4) и (5).

‖v‖1 =
√

(v, v),

‖v‖2 =
√
[v, v].
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Воспользуемся теперь начальными условиями. Имеем u(x, 0) = ϕ(x), u′µ(x, 0) = ϕ′
µ(x),

u′t(x, 0) = ψ(x). Тогда для всех i = 1, 2, ..., N − 1 верны равенства

ℓ∫

0

p(x)u′µ(x, 0)ϕ
′
iµ(x)dµ +

ℓ∫

0

u(x, 0)ϕi(x)d[Q] =

=

ℓ∫

0

p(x)ϕ′
µ(x)ϕ

′
iµ(x)dµ +

ℓ∫

0

ϕ(x)ϕi(x) d[Q].

(6)

ℓ∫

0

u′t(x, 0)ϕi(x)d[M ] =

ℓ∫

0

ψ(x)ϕi(x)d[M ]. (7)

Подставим в равенства (6) и (7) вместо u(x, t) функцию uN (x, t). Имеем

N−1∑

k=1

ak(0)

( ℓ∫

0

p(x)ϕ′
kµ(x)ϕ

′
iµ(x) dµ+

ℓ∫

0

ϕk(x)ϕi(x)d[Q]

)
=

=

ℓ∫

0

p(x)ϕ′
µ(x)ϕ

′
iµ(x) dµ +

ℓ∫

0

ϕ(x)ϕi(x)d[Q],

N−1∑

k=1

a′k(0)

ℓ∫

0

ϕk(x)ϕi(x) d[M ] =

ℓ∫

0

ψ(x)ϕi(x) d[M ],

или в матричном виде
B̂a(0) = H1, Âa′(0) = H2, (8)

где H1, H2 — вектор-столбцы с координатами

(H1)i =

ℓ∫

0

p(x)ϕ′
µ(x)ϕ

′
iµ(x) dµ+

ℓ∫

0

ϕ(x)ϕi(x)d[Q],

(H2)i =

ℓ∫

0

ψ(x)ϕi(x) d[M ].

Заметим, что матрицы Â и B̂ являются матрицами Грамма системы {ϕk(x)}N−1
k=1 линейно

независимых функций. Поэтому Â и B̂ имеют обратные. Тогда (3) и (8) принимают вид

a′′(t) + Â−1B̂a = Â−1F̂ , (9)

a(0) = B̂−1H1, a′(0) = Â−1H2. (10)

В классической теории обыкновенных дифференциальных уравнений доказывается, что
система (9), дополненная начальными условиями (10), имеет единственное решение.

Для численного решения (9), (10) применим явную схему (τ – шаг по временной перемен-
ной). Для реализации алгоритма имеем следующие формулы

ak((j + 1)τ)− 2ak(jτ) + ak((j − 1)τ)

τ2
+

N−1∑

j=1

ηk,jaj(jτ) = Fk(jτ),
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где k = 1, 2, . . . , N −1, ηk,j – коэффициенты матрицы Â−1B̂. Два начальных слоя мы найдем,
используя начальные данные

ak(0) =
(
B̂−1H1

)
k
,

ak(τ)− ak(0)

τ
=
(
Â−1H2

)
k
.

Выпишем теперь оценку скорости сходимости. Обозначим ω = u(x, t) − uN (x, t). Интер-

полянт uI(x, t) определим как uI(x, t) =
N−1∑

k=1

u(xk, t)ϕk(x). Равенство (2) с учетом введенных

обозначений (4) и (5) перепишем в виде

(u′′tt, ϕi) + [u, ϕi] =

ℓ∫

0

ϕid[F ].

Поскольку

(u′′Ntt, ϕi) + [uN , ϕi] =

ℓ∫

0

ϕid[F ],

то для ω(x, t) получаем равенства

(ω′′
tt, ϕi) + [ω,ϕi] = 0, (11)

где i = 1, 2, . . . , N − 1. Аналогично из условий (6) и (7) получаем равенства

[ω(·, 0), ϕi(·)] = 0, (12)

(ω′
t(·, 0), ϕi(·)) = 0, (13)

где i = 1, 2, . . . , N − 1.
Докажем, что

t∫

0

ℓ∫

0

w′′
tt(x, τ)w

′
t(x, τ) d[M ] dτ +

t∫

0

ℓ∫

0

p(x)w′
µ(x, τ)w

′′
tµ(x, τ) dµ dτ+

+

t∫

0

ℓ∫

0

w(x, τ)w′
t(x, τ) d[Q] dτ =

t∫

0

ℓ∫

0

w′′
tt(x, t)(u

′
t(x, τ)− u′It(x, τ))d[M ]dτ+

+

t∫

0

ℓ∫

0

p(x)w′
µ(x, τ)(u

′
t(x, τ)− u′It(x, τ))

′
µdµdτ+

+

t∫

0

ℓ∫

0

w(x, τ)(u′t(x, τ)− u′It(x, τ))d[Q]dτ,

т. е. докажем, что

t∫

0

(ω′′
tt, ω

′
t)dτ +

t∫

0

[ω, ω′
t]dτ =

t∫

0

(ω′′
tt, u

′
t − u′It)dτ +

t∫

0

[ω, u′t − u′It]dτ. (14)
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В самом деле, левая часть (14) преобразуется к следующему выражению
t∫

0

(ω′′
tt, ω

′
t)dτ +

t∫

0

[ω, ω′
t]dτ =

t∫

0

(ω′′
tt, u

′
t − u′Nt)dτ +

t∫

0

[ω, u′t − u′Nt]dτ =

=

t∫

0

(ω′′
tt, u

′
t − u′It)dτ +

t∫

0

[ω, u′t − u′It]dτ+

+

{ t∫

0

(ω′′
tt, u

′
It − u′Nt)dτ +

t∫

0

[ω, u′It − u′Nt]dτ

}
.

Остается показать, что выражение в фигурных скобках равно нулю. Вспоминая опреде-
ления uN (x, t) и uI(x, t) и учитывая (11), получим

t∫

0

(ω′′
tt, u

′
It − u′Nt)dτ +

t∫

0

[ω, u′It − u′Nt]dτ =

=

t∫

0

(
N−1∑

k=1

(u′t(xk, t)− a′k(t))((ω
′′
tt, ϕk) + [ω,ϕk])

)
dτ = 0.

Применяя теорему Фубини и интегрируя по частям, левую часть (14) перепишем в виде

t∫

0

ℓ∫

0

ω
′′

tt(x, τ)ω
′
t(x, τ)d[M ]dτ +

t∫

0

ℓ∫

0

p(x)ω′
µ(x, τ)ω

′′

tµ(x, τ)dµdτ+

+

t∫

0

ℓ∫

0

ω(x, τ)ω′
t(x, τ) d[Q] dτ =

1

2

ℓ∫

0

ω
′2
t (x, t) d[M ] − 1

2

ℓ∫

0

ω
′2
t (x, 0) d[M ]+

+
1

2

ℓ∫

0

p(x)ω
′2
µ (x, t)dµ − 1

2

ℓ∫

0

p(x)ω
′2
µ (x, 0)dµ +

1

2

ℓ∫

0

ω2(x, t)d[Q]−

−1

2

ℓ∫

0

ω2(x, 0)d[Q] =
1

2
(ω′

t, ω
′
t) +

1

2
[ω, ω]− 1

2
(ω′

t(·, 0), ω′
t(·, 0))−

−1

2
[ω(·, 0), ω(·, 0)].

Тогда равенство (14) можно представить как

(ω′
t, ω

′
t) + [ω, ω] = (ω′

t(·, 0), ω′
t(·, 0)) + [ω(·, 0), ω(·, 0)]+

+2

t∫

0

(ω′′
tt, u

′
t − u′It)dτ + 2

t∫

0

[ω, u′t − u′It]dτ.
(15)

Применив теорему Фубини к первому интегралу в последнем равенстве, перепишем (15) как

(ω′
t, ω

′
t) + [ω, ω] = (ω′

t(·, 0), ω′
t(·, 0)) + [ω(·, 0), ω(·, 0)]+

+2(ω′
t, (u− uI)

′
t)− 2(ω′

t(·, 0), (u − uI)
′
t(·, 0))−

−2

t∫

0

(ω′
t, (u− uI)

′′
tt)dτ + 2

t∫

0

[ω, (u− uI)
′
t]dτ.

(16)
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Оценим слагаемые из правой части последнего равенства. Имеем

‖ω′
t(·, 0)‖21 = (ω′

t(·, 0), ω′
t(·, 0)) =

= (ω′
t(·, 0), u′t(·, 0) − u′It(·, 0)) + (ω′

t(·, 0), u′It(·, 0) − u′Nt(·, 0)) =
= (ω′

t(·, 0), ψ(·) − u′It(·, 0)) + (ω′
t(·, 0), u′It(·, 0) − u′Nt(·, 0)).

Воспользуемся представлениями для uN (x, t) и uI(x, t) и равенством (13). Рассмотрим по-
следнее слагаемое

(ω′
t(·, 0), u′It(·, 0) − u′Nt(·, 0)) = (ω′

t(·, 0),
N−1∑

k=1

(ψ(xk)− a′k(0))ϕk(·)) =

=

N−1∑

k=1

(ψ(xk)− a′k(0))(ω
′
t(·, 0), ϕk(·)) = 0.

Тогда
‖ω′

t(·, 0)‖21 = (ω′
t(·, 0), ω′

t(·, 0)) =

= (ω′
t(·, 0), ψ(·) − u′It(·, 0)) 6 ‖ω′

t(·, 0)‖1 · ‖ψ(·) − u′It(·, 0)‖1.
Покажем, что ‖ψ(·) − u′It(·, 0)‖1 6 c1h. Имеем

‖ψ(·) − u′It(·, 0)‖21 =

ℓ∫

0

(
ψ(x)−

N−1∑

k=1

ψ(xk)ϕk(x)

)2

d[M ] =

=
∑

j

xj+1−0∫

xj+0

(
ψ(x) − ψ(xj)−

ψ(xj+1)− ψ(xj)

µ(xj+1)− µ(xj)
(µ(x)− µ(xj))

)2

d[M ],

где из суммы исключены интегралы по промежуткам вида [ξ − 0, ξ + 0], когда ξ — точка
разрыва µ или M , поскольку такие интегралы равны нулю. Заметим, что при x ∈ [xj +
0, xj+1 − 0]

∣∣∣∣ψ(x) − ψ(xj)−
ψ(xj+1)− ψ(xj)

µ(xj+1)− µ(xj)
(µ(x)− µ(xj))

∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣
1

µ(xj+1)− µ(xj)

( xj+1∫

xj

x∫

xj

(ψ′
µ(s)− ψ′

µ(τ))dµ(s) dµ(τ)

)∣∣∣∣ 6 V ℓ
0 (ψ

′
µ)h.

(17)

Значит
‖ψ(·) − u′It(·, 0)‖21 6 (V ℓ

0 (ψ
′
µ))

2h2(M(ℓ) −M(0)),

откуда следует, что
‖ψ(·) − u′It(·, 0)‖1 6 c1h.

Тогда ‖ω′
t(·, 0)‖1 6 c1h.

Выпишем оценку второго слагаемого в (16). Имеем

‖ω(·, 0)‖22 = [ω(·, 0), ω(·, 0)] =
= [ω(·, 0), u(·, 0) − uI(·, 0)] + [ω(·, 0), uI (·, 0) − uN (·, 0)] =
= [ω(·, 0), ϕ(·) − uI(·, 0)] + [ω(·, 0), uI (·, 0) − uN (·, 0)].
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Воспользуемся представлениями для uN (x, t) и uI(x, t) и равенством (12). Рассмотрим по-
следнее слагаемое

[ω(·, 0), uI (·, 0) − uN (·, 0)] = [ω(·, 0),
N−1∑

k=1

(ϕ(xk)− ak(0))ϕk(·)] =

=

N−1∑

k=1

(ϕ(xk)− ak(0))[ω(·, 0), ϕk(·)] = 0.

Тогда
‖ω(·, 0)‖22 = [ω(·, 0), ω(·, 0)] =
= [ω(·, 0), ϕ(·) − uI(·, 0)].

Покажем, что ‖ϕ(·) − uI(·, 0)‖2 6 c2h. Имеем

‖ϕ(·) − uI(·, 0)‖22 =

ℓ∫

0

p(x)(ϕ′
µ(x)− u′Iµ(x, 0))

2dµ+

ℓ∫

0

(ϕ(x) − uI(x, 0))
2d[Q].

Оценим отдельно каждое слагаемое. Обозначим через p1 = sup
[0,ℓ]

p(x). Тогда

ℓ∫

0

p(x)(ϕ′
µ(x)− u′Iµ(x, 0))

2dµ 6 p1

∣∣∣∣

ℓ∫

0

(ϕ′
µ(x)− u′Iµ(x, 0))d(ϕ(x) − uI(x, 0))

∣∣∣∣ 6

6 p1

∣∣∣∣

ℓ∫

0

(ϕ(x) − uI(x, 0))d[ϕ
′
µ(x)− u′Iµ(x, 0)]

∣∣∣∣ =

= p1

∣∣∣∣
∑

j

xj+1−0∫

xj+0

(ϕ(x) − uI(x))d[ϕ
′
µ(x)]

∣∣∣∣.

Аналогично неравенству (17) можно показать, что для всех x ∈ [xj +0, xj+1 − 0] выполня-
ется

|ϕ(x) − uI(x, 0)| 6 C∗
1h, (18)

откуда следует, что
ℓ∫

0

p(x)(ϕ′
µ(x)− u′Iµ(x, 0))

2dµ 6 p1C
∗
1hV

ℓ
0 (ϕ

′
µ).

Оценим теперь второе слагаемое. Имеем

ℓ∫

0

(ϕ(x)− uI(x, 0))
2d[Q] =

∑

j

xj+1−0∫

xj+0

(ϕ(x) − uI(x, 0))
2d[Q],

где аналогично из суммы исключены интегралы по промежуткам вида [ξ − 0, ξ + 0], когда
ξ – точка разрыва µ или Q, поскольку такие интегралы равны нулю. Воспользовавшись
неравенством (18), получим, что

ℓ∫

0

(ϕ(x) − uI(x, 0))
2d[Q] 6 C∗2

1 h
2V ℓ

0 (Q).
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Таким образом, ‖ϕ(·) − uI(·, 0)‖2 6 c2
√
h.

Тогда имеем ‖ω(·, 0)‖2 6 c2h. Оценим остальные слагаемые в равенстве (16) через сумму
модулей. Имеем

|(ω′
t, (u− uI)

′
t)|+ |(ω′

t(·, 0), (u − uI)
′
t(·, 0))| +

∣∣∣∣

t∫

0

(ω′
t, (u− uI)

′′
tt)dτ

∣∣∣∣+

+

∣∣∣∣

t∫

0

[ω, (u− uI)
′
t]dτ

∣∣∣∣ 6 ‖ω′
t‖1‖(u − uI)

′
t‖1 + ‖ω′

t(·, 0)‖1‖(u− uI)
′
t(·, 0)‖1+

+

t∫

0

‖ω′
t‖1‖(u− uI)

′′
tt‖1dτ +

t∫

0

‖ω‖2‖(u− uI)
′
t‖2dτ.

Второй сомножитель в каждом слагаемом в правой части последнего выражения оценива-
ется сверху величиной C

√
h при некоторой постоянной, не зависящей от h. Таким образом,

справедлива теорема.

Теорема 1. Пусть p(x), F (x, t) — функции ограниченной вариации по x на [0, ℓ], причем
inf
[0,ℓ]

p(x) > 0. Функции M(x), µ(x), σ(x) строго возрастают на [0, ℓ]. Функция Q(x) не убы-

вает на [0, ℓ]. Обозначим через u(x, t) и uN (x, t) точное и приближенное решения матема-
тической модели (1). Пусть ω(x, t) = u(x, t)− uN (x, t). Тогда

max
06t6T




ℓ∫

0

ω
′2
t (x, t)d[M ] +

ℓ∫

0

p(x)ω
′2
µ (x, t) dµ +

ℓ∫

0

ω2(x, t) d[Q]




1
2

6 C
√
h.
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