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Аннотация. Статья посвящена исследованию разрешимости граничных задач в по-
лупространстве для одного класса вырождающихся псевдодифференциальных уравне-
ний. Уравнение представляет собой сумму вырождающегося псевдодифференциального
оператора с переменным символом, зависящим еще от комплексного параметра, и опера-
тора дифференцирования. Построены регуляризаторы рассматриваемых граничных за-
дач, при достаточно больших значениях параметра доказаны теоремы о существовании
и единственности решений. Теоремы о существовании и единственности доказаны в спе-
циальных весовых пространствах типа пространств С. Л. Соболева.

Ключевые слова: вырождающееся уравнение, вырождающийся псевдодифференци-
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Abstract. The article is devoted to the study of the solvability of boundary value problems
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О существовании решений граничных задач в полупространстве. . .

ВВЕДЕНИЕ

Краевые задачи для вырождающихся уравнений относятся к “неклассическим” задачам
математической физики. Основная трудность, возникающая в теории вырождающихся эл-
липтических уравнений, связана с влиянием младших (в смысле теории регулярных эллип-
тических операторов) членов уравнения на постановку граничных задач и их коэрцитивную
разрешимость.

Вырождающиеся эллиптические уравнения второго порядка и граничные задачи для них
достаточно хорошо изучены. Фундаментальные результаты в этом направлении принадлежат
М. В. Келдышу [1]. Полученные им результаты затем развивались и обобщались О. А. Олей-
ник [2]. Обобщенные решения вырождающихся эллиптических уравнений второго порядка
впервые были рассмотрены в работах С. Г. Михлина [3] и М. И. Вишика [4]. Вслед за этим
появился ряд работ, в которых методами, близкими к методу М. И. Вишика, изучались вы-
рождающиеся уравнения второго порядка. Достаточно полную библиографию этих можно
найти в книге О. А. Олейник, Е. В. Радкевича [5]. Исследование вырождающихся эллипти-
ческих уравнений высокого порядка (при “степенном” характере вырождения) было начато в
работах М. И. Вишика и В. В. Грушина [6], [7]. Затем ряд результатов для некоторых классов
вырождающихся эллиптических уравнений высокого порядка был получен В. П. Глушко [8].

Дальнейшее развитие теории вырождающихся уравнений потребовало исследования тео-
рии весовых пространств типа пространств С. Л. Соболева и теории вырождающихся псев-
додифференциальных уравнений.

В этой работе доказываются теоремы о существовании решений граничных задач в по-
лупространстве для вырождающихся псевдодифференциальных уравнений, содержащих вы-
рождающийся псевдодифференциальный оператор с переменным символом, зависящим от
комплексного параметра, и производную первого порядка по переменной y. Формулировка
полученных результатов содержится в работе [9].

В работе систематически используется специальное интегральное преобразование Fα, вве-
денное в [10]. Преобразование Fα позволяет ввести в рассмотрение специальный класс весо-
вых псевдодифференциальных операторов. Весовые псевдодифференциальные операторы с
постоянным по y символом были изучены в [10], в работах [11]–[12] были исследованы неко-
торые классы весовых псевдодифференциальных операторов с переменным символом.

Рассмотрим функцию α(t),t ∈ R1
+, для которой выполняются условия: α(+0) = α′(+0) = 0,

α(t) > 0 при t > 0, α(t) = const для t > d при некотором d > 0.
Рассмотрим интегральное преобразование

Fα[u(t)](η) =

+∞∫

0

u(t) exp(iη

d∫

t

dρ

α(ρ)
)

dt√
α(t)

, (1)

которое определено первоначально на функциях u(t) ∈ C∞
0 (R1

+). Здесь C∞
0 (R1

+) — простран-
ство бесконечно дифференцируемых финитных функций, носитель которых принадлежит

R1
+. Преобразование (1) и преобразование Фурье Fτ→η[u] =

+∞∫

−∞

u(τ) exp(iητ)dτ , η ∈ R1 связа-

ны следующим соотношением

Fα[u(t)](η) = Fτ→η[uα(τ)], (2)

где uα(τ) =
√
α(t)u(t)

∣∣∣
t=ϕ−1(τ)

, t = ϕ−1(τ) — функция, обратная к функции τ = ϕ(y) =

d∫
t

dρ
α(ρ) .
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Для преобразования Fα справедлив аналог равенства Парсеваля

‖Fα[u](η)‖L2(R1) =
√
2π ‖u‖L2(R1

+) . (3)

Равенство (3) даёт возможность расширить преобразование (1) до непрерывного преобразо-
вания, осуществляющего гомеоморфизм пространств L2(R

1) и L2(R
1
+), а также рассмотреть

преобразование Fα на некоторых классах обобщенных функций. Для расширенного таким
образом преобразования Fα сохраним старое обозначение. Обозначим через F−1

α обратное к
Fα преобразование. Это преобразование можно записать в виде

F−1
α [w(η)](t) =

1√
α(t)

F−1
η→τ [w(η)]

∣∣∣∣∣
τ=ϕ(t)

.

Можно показать, что для функции u(y) ∈ C∞
0 (R̄1

+) справедливы равенства

Fα[D
j
α,tu](η) = ηjFα[u](η), j = 1,2, . . . , где Dα,t =

1

i

√
α(t)∂t

√
α(t), ∂t =

∂

∂t
.

Определим пространства Hs,α(R
n
+); Hs,α,q(R

n
+) следующим образом.

Определение 1. Пространство Hs,α(R
n
+) (s — действительное число) состоит из всех

функций пространства L2(R
n
+), для которых конечна норма

‖v, |p|‖2s,α =

∫

Rn

(|p|2 + |ξ|2 + η2)s |FαFx→ξ[v(x,y)]|2 dξdη, (4)

зависящая от комплексного параметра p ∈ Q = {p ∈ C, |arg p| < π
2 , |p| > 0}.

Определение 2. Пространство Hs,α,q(R
n
+) (s > 0, q > 1) состоит из всех функций v(x,y) ∈

Hs,α(R
n
+), для которых конечна норма

‖v, |p|‖s,α,q = {
[ s
q
]∑

l=0

∥∥∥F−1
ξ→xF

−1
α [(|p|2 + |ξ|2 + η2)

s−ql
2 FαFx→ξ[∂

l
yv]]
∥∥∥
2

L2(Rn
+)
} 1

2 , (5)

зависящая от комплексного параметра. Здесь [ sq ] — целая часть числа s
q .

Пусть выполнено следующее условие.
Условие 1. Существует число ν ∈ (0,1] такое, что |α′(t)α−ν(t)| 6 c < ∞ при всех

t ∈ [0,+∞). Кроме того, α(y) ∈ Cs1 [0,+∞) для некоторого s1 > 2N − |σ|, где N >

max
06p16l

{2p1 +
l−p1+

3
2

ν + 1, σ + 1, σ + l
2}, l = 1, 2, . . . ,σ — некоторое действительное число.

Можно показать, что указанное выше число ν существует, если α(+0) = α′(+0) = 0.
С помощью преобразования (1) и преобразования Фурье Fx→ξ =

Fx1→ξ1Fx2→ξ2 . . . Fxn−1→ξn−1
определим весовой псевдодифференциальный оператор по

формуле
K(σ)(p,t,Dx,Dα,t)v(x,t) = F−1

α F−1
ξ→x[λ(p,t,ξ,η)Fx→ξFα[v(x,t)]]. (6)

Определение 3. Будем говорить, что символ λ(p,t,ξ,η) весового псевдодифференци-
ального оператора K(σ)(p,t,Dx,Dα,t) принадлежит классу символов Sσ

α,p(Ω), где Ω ⊂ R̄1
+,

σ ∈ R1,p ∈ Q = {p ∈ C, |arg p| < π
2 , |p| > 0}, если функция λ(p,t,ξ,η) является бесконечно

дифференцируемой функцией по переменной t ∈ Ω и по переменной η ∈ R1. Причем, при
всех j = 0, 1, 2, . . ., l = 0, 1, 2, . . . справедливы оценки

|(α(t)∂t)j∂lηλ(p,t,ξ,η)| 6 cjl(|p|2 + |ξ|+ |η|)σ−l (7)
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с константами cjl > 0, не зависящими от p ∈ Q, ξ ∈ Rn−1, η ∈ R1, t ∈ K, где K ⊂ Ω —
произвольный отрезок. Здесь σ — действительное число.

Рассмотрим в Rn
+ следующие задачи:

{
K

(q)
− (p,t,Dx,Dα,t) v(x,t) − ∂tv(x,t) = F (p,x,t)

v(x,t)|y=0 = G(x),
(8)

K
(q)
+ (p,t,Dx,Dα,t) v(x,t) − ∂tv(x,t) = F (p,x,t). (9)

Наряду с задачами (8), (9) рассмотрим задачи, зависящие не только от комплексного
параметраp, но и от вещественного параметра r1 > 0.

{
K

(q)
− (p,t,Dx,Dα,t) v(x,t)− ∂tv(x,t)− r1v(x,t) = F (p,x,t)

v(x,t)|t=0 = G(x),
(10)

K
(q)
+ (p,t,Dx,Dα,t) v(x,t) − ∂tv(x,t) + r1v(x,t) = F (p,x,t). (11)

Здесь K
(q)
± (p,t,Dx,Dα,t) — весовые псевдодифференциальные операторы с символами

λ±(p,t,ξ,η). Предположим, что символы λ±(p,t,ξ,η) удовлетворяют условию.
Условие 2. Функции λ±(p,t,ξ,η) принадлежат классу Sq

α,p(Ω), q > 1 — действительное
число, Ω ⊂ R̄1

+, p ∈ Q = {p ∈ C, |arg p| < π
2 , |p| > 0}. Причём с некоторой константой c > 0,

не зависящей от p ∈ Q, t ∈ Ω, ξ ∈ Rn−1, η ∈ R1, справедливы оценки

±Reλ±(p,y,ξ,η) > c(|p|+ |ξ|+ |η|)q

при всех p ∈ Q, t ∈ Ω, ξ ∈ Rn−1, η ∈ R1.
Пусть выполнено следующее условие.
Условие 1′. Выполнено условие 1 при σ = s + q, l = 1,2, . . . ,[ sq ], где q > 1, s > 0 —

действительные числа.
Доказаны следующие утверждения.
Теорема 1. Пусть s > 0, q > 1 — действительные числа, выполнено условие 1′. Пусть

функция λ−(p,y,ξ,η) удовлетворяет условию 2. Тогда существует правый регуляризатор за-
дачи (8), то есть такой оператор

R̂1 : Hs,α,q(R
n
+)×Hs+ 1

2
q(R

n−1) → Hs+q,α,q(R
n
+)

что Â1R̂1(F,G) = (F,G) + T1(F,G), где Â1 — оператор, порождённый задачей (8) (то есть
Â1v = (F,G)), а T1 — ограниченный оператор из Hs,α,q(R

n
+)×Hs+ 1

2
q(R

n−1) в Hs+1,α,q(R
n
+)×

Hs+ 1

2
q+1(R

n−1).
При выполнении априорной оценки правый регуляризатор является одновременно и левым

регуляризатором.
Теорема 2. Пусть s > 0, q > 1 — действительные числа, выполнено условие 1′. Пусть

функция λ+(p,y,ξ,η) удовлетворяет условию 2. Тогда существует правый регуляризатор за-
дачи (9), то есть такой оператор R̂2 : Hs,α,q(R

n
+) → Hs+q,α,q(R

n
+), что Â2R̂2F = F + T2F , где

Â2 — оператор, порожденный задачей (9), а T2 — ограниченный оператор из Hs,α,q(R
n
+) в

Hs+1,α,q(R
n
+).

При выполнении априорной оценки правый регуляризатор является одновременно и левым
регуляризатором.

Теорема 3. Пусть выполнены условия теоремы 1. Пусть F (p,x,y) ∈ Hs,α,q(R
n
+),G(x) ∈

Hs+ 1
2
q(R

n−1). Тогда при r1 > r2, где r2 > 0 — достаточно большое число существует един-

ственное решение задачи (10), принадлежащее пространству Hs+q,α,q(R
n
+).
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Теорема 4. Пусть выполнены условия теоремы 2. Пусть F (p,x,y) ∈ Hs,α,q(R
n
+). Тогда при

r1 > r2, где r2 > 0 — достаточно большое число существует единственное решение задачи
(11), принадлежащее пространству Hs+q,α,q(R

n
+).

Теорема 5. Пусть s > 0, q > 1 — действительные числа, выполнено условие 1′. Пусть
функция λ−(p,y,ξ,η) удовлетворяет условию 2. p ∈ Qp0 = {p ∈ C, |arg p| < π

2 , |p| > p0 > 0}.
Пусть F (p,x,y) ∈ Hs,α,q(R

n
+),G(x) ∈ Hs+ 1

2
q(R

n−1). Тогда существует такое число p0 > 0, что

для всех p ∈ Qp0 существует единственное решение задачи (8).
Теорема 6. Пусть s > 0, q > 1 — действительные числа, выполнено условие 1′. Пусть

функция λ+(p,y,ξ,η) удовлетворяет условию 2. p ∈ Qp0 = {p ∈ C, |arg p| < π
2 , |p| > p0 > 0}.

Пусть F (p,x,y) ∈ Hs,α,q(R
n
+). Тогда существует такое число p0 > 0, что для всех p ∈ Qp0

существует единственное решение задачи (9).

СХЕМА ДОКАЗАТЕЛЬСТВА ОСНОВНЫХ УТВЕРЖДЕНИЙ

Рассмотрим в Rn
+ задачи вида

Ã−,r1
r (p,t,Dx,Dα,t,∂t)v(x,t) = f(x,t), (12)

v(x,t)|t=0 = 0; (13)

Ã+,r1
r (p,t,Dx,Dα,t,∂t)v(x,t) = f(x,t), (14)

где
Ã±,r1

r (p,t,ξ,Dα,t,∂t) = Fx→ξ[Ã
±,r1
r (p,t,Dx,Dα,t,∂t)], (15)

операторы A±,r1
r (p,t,Dx,Dα,t,∂t) определены следующим образом

Ã±,r1
r (p,t,ξ,Dα,t,∂t)u =

1

r
Λ2r0
± (p,ξ,Dα,t)u+K

(q)
± (p,t,ξ,Dα,t)u− ∂tu± r1u,

Λ2r0
± (p,ξ,Dα,t) = F−1

α [±(|p|2 + |ξ|2 + η2)r0Fα[·]].
2r0 > q > 1, r0 — натуральное число.

Лемма 1.1. Пусть s > 0, µ ∈ [0,1], r = 1,2, . . .. p ∈ Q = {p ∈ C, |arg p| < π
2 , |p| > 0}. Пусть

выполнено условие 1′ и функции λ±(p,t,ξ,η) удовлетворяют условию 2. Тогда при r1 > r2,
где r2 > 0 — достаточно большое число, для любой функции v(x,t) ∈ H̃α

s+q(R
n
+), справедливо

неравенство
Ns+q,r,µv 6 c1Ns,r,µÃ

+,r1
r,µ (p,t,Dx,Dα,t,∂t)v. (16)

Если, кроме того, если v(x,t)|t=0 = 0, то справедлива оценка

Ns+q,r,µv 6 c2Ns,r,µÃ
−,r1
r,µ (p,t,Dx,Dα,t,∂t)v, (17)

где константы c1 > 0, c2 > 0 не зависят от r,p, µ, v.
Здесь

Ã±,r1
r,µ (p,t,Dx,Dα,t,∂t) = F−1

ξ→x[Ã
±,r1
r,µ (p,t,ξ,Dα,t,∂t)], (18)

Ns,r,µv =





∫

Rn−1

Ñ2
s,r,µ,ξ Fx→ξ [v (x,t)] dξ





1
2

, (19)

где r = 1,2, . . . и µ ∈ [0,1], ξ ∈ Rn−1,

Ñs,r,µ,ξu = {
[s/q]∑

l=1

l∑

j=0

((
1

rj
)

2 ∥∥∥∂l−j
t u, |p|

∥∥∥
2

s+2r0j−ql,α,|ξ|
+
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+µ2j
∥∥∥∂l−j

t u, |p|
∥∥∥
2

s−q(l−j),α,|ξ|
+ (1− µ)2j

∥∥∥∂l−j
t u, |p|

∥∥∥
2

s−ql,α,|ξ|
)}1/2.

Определение 1.1 Обозначим через Ĥα
s

(
Rn

+

)
пространство функций, для которых конеч-

на норма (19) при r = 1,2, . . . и µ ∈ [0,1].
Доказательство леммы 1.1. По построению Ĥα

s (R
n
+) ⊂ Hs,α,q(R

n
+). Так как C∞

0 (Rn
+) плотно

в Hs,α,q(R
n
+), то C∞

0 (Rn
+) плотно в Ĥα

s (R
n
+). Следовательно, оценки (16) и (17) вытекают из

априорных оценок граничных задач в пространствах Hs,α,q(R
n
+).

Теорема 1.1. Пусть выполнено условие 1′ и функции λ±(p,t,ξ,η) удовлетворяют условию
2. Пустьf(x,t) ∈ Ĥα

s (R
n
+) (s > 0 — действительное число). Тогда при r1 > r2, где r2 >

0 — достаточно большое число, существует единственное решение задачи (12)–(13) ((14)),
принадлежащее Ĥα

s+q(R
n
+). Для этого решения справедлива априорная оценка (17) ((16)) при

µ = 1.
При доказательстве теоремы 1.1 мы будем использовать следующую лемму о продолжении

по параметру, доказательство которой содержится, например, в работе [13].
Лемма 1.2. Пусть Ãµ — семейство линейных операторов, действующих из банахова про-

странства H ′
1 в банахово пространство H ′

0, с областью определения D ⊂ H ′
1, не зависящей от

параметра µ ∈ Q̃ ⊂ Rn. Пусть ‖·‖′1,µ; ‖·‖′0,µ — нормы в пространствах H ′
1, H

′
0 соответствен-

но, зависящие от параметра µ ∈ Q̃, эквивалентные при любых µ ∈ Q̃. Предположим, что
выполняется априорная оценка

‖u‖′1,µ 6 c1 (µ)
∥∥∥Ãµu

∥∥∥
′

0,µ
(20)

при всех µ ∈ Q̃, u ∈ D. Пусть также справедлива оценка

∥∥∥
(
Ãµ − Ãλ

)
u
∥∥∥
′

0,µ
6 c2 (µ,λ) ‖u‖′1,µ (21)

при всех λ, µ ∈ Q̃, u ∈ D, причем, для любого µ ∈ Q̃ существует число r̃ = r̃ (µ) такое, что
c2 (µ,λ) c1 (µ) < 1 при всех λ ∈ Q̃, для которых |λ− µ| < r̃ (µ). Предположим, что при µ = µ0
существует ограниченный обратный оператор Â−1

µ0
: H ′

0 → H ′
1 и для µ∗ ∈ Q̃ существует

конечная последовательность шаров Uj = {λ : |µj − λ| 6 r̃ (µj)} с центрами в точках µj ∈ Q̃,
j = 1, 2, . . . , l таких, что µj ∈ Uj−1, µ∗ ∈ Ul. Тогда существует ограниченный обратный
оператор Â−1

µ∗ : H ′
0 → H ′

1.
Доказательство теоремы 1.1. Для доказательства достаточно проверить, что выпол-

нены условия леммы 1.2. Заметим, что Ã±,r1
r,µ (p,t,Dx,Dα,t,∂t) = µÃ±,r1

r,1 + (1 − µ)Ã±,r1
r,0 , где

r = 1,2,..., µ ∈ [0,1]. Рассмотрим операторы ̂̃
A

±,r1

r,µ определяемые соответственно оператора-

ми Ã±,r1
r,µ (p,t,Dx,Dα,t,∂t) (r = 1,2, . . . ,µ ∈ [0,1]) и областями определения D(Ã±,r1

r,µ ) = D± ⊂
Ĥα

s+q(R
n
+), причем

D− = {v ∈ Ĥα
s+q(R

n
+), v(x,t)|t=0 = 0}, D+ = {v ∈ Ĥα

s+q(R
n
+),}.

Рассмотрим уравнение

̂̃
A

±,r1

r,µ (p,t,Dx,Dα,t,∂t)v(x,t) = f(x,t), f(x,t) ∈ Ĥα
s (R

n
+). (22)

Из леммы 1.1 получим оценку

‖v‖′1,µ 6 c1

∥∥∥∥
̂̃
A

±,r1

r,µ v

∥∥∥∥
′

0,µ

, (23)
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где константа c1 > 0 не зависит от p, µ, v; ‖v‖′1,µ = Ns+q,r,µv, ‖v‖′0,µ = Ns,r,µv.

Заметим что ̂̃A
±,r1

r,λ − ̂̃A
±,r1

r,µ = (λ− µ)K
(q)
± (p,t,Dx,Dα,t)± (µ − λ).

Из этого равенства вытекает оценка
∥∥∥∥(
̂̃
A

±,r1

r,λ − Â±,r1
r,µ )v

∥∥∥∥
′

0,µ

6 c |λ− µ|Ns,r,µΛ
q
±(p,Dx,Dα,t)v 6

6 c̃1 |λ− µ|Ns+q,r,µv = c̃1 |λ− µ| ‖v‖′1,µ , (24)

где постоянная c̃1 > 0 не зависит от r,p,µ,λ,v.
Возьмем r̃ = 1

c1c̃1
. Тогда если |µ− λ| < r̃, то c̃1c1 |µ− λ| < 1. Таким образом выполнены

все условия леммы 1.2. Кроме того, число шагов, указанных в лемме 1.2 от µ = 0 до µ = 1
конечно.

Заметим далее, что из результатов работы [14] вытекает существование и единственность
решения задачи (22) при µ = 0. Значит, в силу леммы 1.2 получим однозначную разрешимость
задачи (22) при µ = 1, то есть однозначную разрешимость задач (12)- (13) и (14).

Следствие 1.1. При выполнении условий теоремы 1.1 решения задач (12)–(13) и (14)
принадлежат пространству Hs+q,α,q(R

n
+).

Это утверждение следует из оценок (16), (17) и неравенства ‖v‖s+q,α,q 6 Ns+q,r,1v.
Доказательство теорем 3 и 4. Заметим, что достаточно рассматривать однородное

условие при t = 0. Рассмотрим вначале случай, когда f(x,t) ∈ H 2r0
q

(s+2r0−q),α,q
(Rn

+). Из теоре-

мы 1.1 следует существование и единственность решения vr(x,t) задач (12)–(13), для которого
справедлива оценка (17) приµ = 1.

Покажем, что последовательность {vr(x,t)}+∞
r=1 фундаментальна в Hs+q,α,q(R

n
+). Имеем

0 =
∥∥∥(Ã−,r1

r (p,t,Dx,Dα,t,∂t) vr − Ã−,r1
r vl), |p|

∥∥∥
s,α,q

>

>

∥∥∥Ã−,r1(p,t,Dx,Dα,t,∂t) (vr − vl) , |p|
∥∥∥
s,α,q

−

−1
r

∥∥∥Λ2r0
± (p,Dx,Dα,t)vr, |p|

∥∥∥
s,α,q

− 1
l

∥∥∥Λ2r0
± (p,Dx,Dα,t)vl, |p|

∥∥∥
s,α,q

,

(25)

где Ã−,r1(p,t,Dx,Dα,t,∂t) = F−1
ξ→x[Ã

−,r1(p,t,ξ,Dα,t,∂t)]. Из (25) получим

‖(vr − vl), |p|‖s+q,α,q 6 c

(
1

r
‖vr, |p|‖s+2r0,α,q

+
1

l
‖vl, |p|‖s+2r0,α,q

)
. (26)

Применив в правой части (26) оценку (17) при µ = 1 получим

‖(vr − vl), |p|‖s+q,α,q 6 c
(
1
rNs+2r0−q,r,1f + 1

lNs+2r0−q,l,1f
)
6

6 c1
(
1
r +

1
l

)
‖f, |p|‖ 2r0

q
(s+2r0−q),α,q

. (27)

Из (27) получим фундаментальность последовательности {vr(x,t)}в Hs+q,α,q(R
n
+). Так как

пространство Hs+q,α,q(R
n
+) полное, то существует такая функция v(x,t) ∈ Hs+q,α,q(R

n
+), что

v(x,t) = lim vr(x,t)
r→+∞

в Hs+q,α,q(R
n
+). Докажем, что построенная функция v(x,t) является реше-

нием задачи (10) (при G ≡ 0), если f(x,t) ∈ H 2r0
q

(s+2r0−q),α,q
(Rn

+).

Функция v(x,t), очевидно, удовлетворяет условиям (13). Покажем, что она удовлетворяет
уравнению (8). Для этого достаточно показать, что A−

r vr → A−v в Hs,α,q(R
n
+)при r → +∞. С

учетом (17) получим неравенство

‖(A−
r vr −A−v), |p|‖s,α,q 6 ‖A− (vr − v) , |p|‖s,α,q +

+1
r

∥∥∥Λ2r0
− (p,Dx,Dα,t)vr, |p|

∥∥∥
s,α,q

6 c{‖vr − v, |p|‖s+q,α,q +
1
rNs+2r0,r,1vp} 6

6 c1{‖vr − v, |p|‖s+q,α,q +
1
rNs+2r0−q,r,1F} 6

6 c2{‖vr − v, |p|‖s+q,α,q +
1
r ‖F, |p|‖ 2r0

q
(s+2r0−q),α,q

},

(28)

70 ВЕСТНИК ВГУ. СЕРИЯ: ФИЗИКА. МАТЕМАТИКА. 2018. № 2



О существовании решений граничных задач в полупространстве. . .

где число c2 > 0 не зависит от r.
Так как правая часть неравенства (28) стремится к нулю при r → +∞, то

A−(Dx,Dα,t,∂t)v = F .
Таким образом, функция v(x,t) ∈ Hs+q,α,q(R

n
+) является решением задачи (8), (13) при

F (x,t) ∈ H 2r0
q

(s+2r0−q),α,q
(Rn

+). Но так как пространство H 2r0
q

(s+2r0−q),α,q
(Rn

+) плотно вложено

в пространство Hs+q,α,q(R
n
+) при 2r0 > q, то существует единственное решение задачи (10)

при любой функции f(x,t) ∈ Hs+q,α,q(R
n
+).

Аналогично доказывается теорема 2.
Доказательство теорем 1 и 2. Заметим, что

Ã±,r1(p,t,Dx,Dα,t,∂t)v = Ã±(p,t,Dx,Dα,t,∂t)v ± r1v, (29)

где
Ã±,r1(p,t,Dx,Dα,t,∂t) = F−1

ξ→x[Ã
±,r1(p,t,ξ,Dα,t,∂t)],

Ã±(p,t,Dx,Dα,t,∂t)v = K
(q)
± (p,t,Dx,Dα,t,∂t)v − ∂tv.

(30)

Из теоремы 3 следует, что существует единственное решение задачи (10) при r1 > r2, где
r2 > 0 — достаточно большое число. Обозначим через R−

r1 — оператор, обратный оператору,
порожденному задачей (10).

R−
r1(F,G) = v, v(x,t)|t=0 = G(x). (31)

Покажем, что оператор R−
r1 является правым регулятором задачи (8). Из (29) получим

Ã−(p,t,Dx,Dα,t,∂t)R
−
r1(F,G) = Ã−,r1R−

r1(F,G) + r1R
−
r1(F,G) =

= F (x,t) + r1R
−
r1(F,G),

(32)

причем R−
r1(F,G)

∣∣
t=0

= G(x).
Из (32) следует, что построенный оператор R−

r является правым регулятором задачи (8).
Аналогично доказывается теорема 2.
Аналогично лемме 1.1 доказывается следующее утверждение.
Лемма 1.3. Пусть s > 0, µ ∈ [0,1] , r = 1,2,....p ∈ Qp0 = {p ∈ C, |arg p| < π

2 , |p| >
p0 > 0}.Пусть выполнено условие 1’ и функции λ±(p,t,ξ,η) удовлетворяют условию 2. Тогда
существует такое число p0, что для всех p ∈ Qp0для любой функции v(x,t) ∈ H̃α

s+q(R
n
+),

справедливо неравенство

Ns+q,r,µv 6 c1Ns,r,µÃ
+,r1
r,µ (p,t,Dx,Dα,t,∂t)v. (33)

Кроме того, справедлива оценка

Ns+q,r,µv 6 c2Ns,r,µÃ
−,r1
r,µ (p,t,Dx,Dα,t,∂t)v, (34)

где константыc1 > 0, c2 > 0 не зависят от r,p, µ, v.

Ã±,r1
r,µ (p,t,Dx,Dα,t,∂t) = F−1

ξ→x[Ã
±,r1
r,µ (p,t,ξ,Dα,t,∂t)]. (35)

Доказательство теорем 5 и 6.
Заметим, что достаточно рассматривать однородное условие при t = 0.

Рассмотрим операторы ̂̃
A

±,r1

r,µ определяемые соответственно операторами

Ã±,r1
r,µ (p,t,Dx,Dα,t,∂t) (r = 1,2,..., µ ∈ [0,1]) и областями определения D(Ã±,r1

r,µ ) = D± ⊂
Ĥα

s+q(R
n
+), причем

D− = {v ∈ Ĥα
s+q(R

n
+), v(x,t)|t=0 = 0}, D+ = {v ∈ Ĥα

s+q(R
n
+),}.

ВЕСТНИК ВГУ. СЕРИЯ: ФИЗИКА. МАТЕМАТИКА. 2018. № 2 71



А. Д. Баев, Ж. И. Бахтина, С. С. Бунеев, Р. А. Ковалевский, А. А. Бабайцев

Рассмотрим уравнение

̂̃
A

±,r1

r,µ (p,t,Dx,Dα,t,∂t)v(x,t) = f(x,t), f(x,t) ∈ Ĥα
s (R

n
+). (36)

Из леммы 1.3 получим оценку

‖v‖′1,µ 6 c1

∥∥∥∥
̂̃
A

±,r1

r,µ v

∥∥∥∥
′

0,µ

, (37)

где константа c1 > 0 не зависит от p, µ, v;

‖v‖′1,µ = Ns+q,r,µv, ‖v‖′0,µ = Ns,r,µv.

Заметим, что
̂̃
A

±,r1

r,λ − ̂̃A
±,r1

r,µ = (λ− µ)K
(q)
± (p,t,Dx,Dα,t)± (µ− λ).

Из этого равенства вытекает оценка
∥∥∥∥(
̂̃
A

±,r1

r,λ − Â±,r1
r,µ )v

∥∥∥∥
′

0,µ

6 c |λ− µ|Ns,r,µΛ
q
±(p,Dx,Dα,t)v 6

6 c̃1 |λ− µ|Ns+q,r,µv = c̃1 |λ− µ| ‖v‖′1,µ , (38)

где постоянная c̃1 > 0 не зависит от r,p,µ,λ,v.
Возьмем r̃ = 1

c1c̃1
. Тогда если |µ− λ| < r̃, то c̃1c1 |µ− λ| < 1. Таким образом выполнены

все условия леммы 1.2. Кроме того, число шагов, указанных в лемме 1.2 от µ = 0 до µ = 1
конечно.

Так же, как при доказательстве теоремы 1.1 заметим, что из результатов работы [14]
вытекает однозначная разрешимость задач (36) при µ = 0. Значит, в силу леммы 1.2 получим
однозначную разрешимость задач (36) при µ = 1, то есть однозначную разрешимость задач
(12)- (13) и (14).

При этом решения задач (12) - (13) и (14) принадлежат пространству Hs+q,α,q(R
n
+). Это

утверждение следует из оценок (33), (34) и неравенства ‖v‖s+q,α,q 6 Ns+q,r,1v.
Докажем вначале теорему 5. Рассмотрим вначале случай, когда f(x,t) ∈

H 2r0
q

(s+2r0−q),α,q
(Rn

+). Выше было доказано существование и единственность решений

vr(x,t) задач (12)-(13) при r=1,2. . . , для которых справедливы оценки (34) при µ = 1.
Покажем, что последовательность {vr(x,t)}+∞

r=1 фундаментальна вHs+q,α,q(R
n
+). Имеем

0 =
∥∥∥(Ã−,r1

r (p,t,Dx,Dα,t,∂t) vr − Ã−,r1
r vl), |p|

∥∥∥
s,α,q

>

>

∥∥∥Ã−,r1(p,t,Dx,Dα,t,∂t) (vr − vl) , |p|
∥∥∥
s,α,q

−

−1
r

∥∥∥Λ2r0
± (p,Dx,Dα,t)vr, |p|

∥∥∥
s,α,q

− 1
l

∥∥∥Λ2r0
± (p,Dx,Dα,t)vl, |p|

∥∥∥
s,α,q

,

(39)

где Ã−,r1(p,t,Dx,Dα,t,∂t) = F−1
ξ→x[Ã

−,r1(p,t,ξ,Dα,t,∂t)].
Из (39) получим оценку

‖(vr − vl), |p|‖s+q,α,q 6 c

(
1

r
‖vr, |p|‖s+2r0,α,q

+
1

l
‖vl, |p|‖s+2r0,α,q

)
. (40)

Применив в правой части (40) оценку (34) при µ = 1 получим

‖(vr − vl), |p|‖s+q,α,q 6 c
(
1
rNs+2r0−q,r,1f + 1

lNs+2r0−q,l,1f
)
6

6 c1
(
1
r +

1
l

)
‖f, |p|‖ 2r0

q
(s+2r0−q),α,q

. (41)
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Из (41) получим фундаментальность последовательности {vr(x,t)} в Hs+q,α,q(R
n
+). Так как

пространство Hs+q,α,q(R
n
+) — полное, то существует такая функция v(x,t) ∈ Hs+q,α,q(R

n
+),

что v(x,t) = lim vr(x,t)
r→+∞

в Hs+q,α,q(R
n
+). Докажем, что построенная функция v(x,t) является

решением задачи (8) (приG ≡ 0), если f(x,t) ∈ H 2r0
q

(s+2r0−q),α,q
(Rn

+).

Функция v(x,t), очевидно, удовлетворяет условиям (13). Покажем, что она удовлетворяет
уравнению (8). Для этого достаточно показать, что A−

r vr → A−v в Hs,α,q(R
n
+) при r → +∞.

С учетом (34) получим неравенство

‖(A−
r vr −A−v), |p|‖s,α,q 6 ‖A− (vr − v) , |p|‖s,α,q +

+1
r

∥∥∥Λ2r0
− (p,Dx,Dα,t)vr, |p|

∥∥∥
s,α,q

6 c{‖vr − v, |p|‖s+q,α,q +
1
rNs+2r0,r,1vp} 6

6 c1{‖vr − v, |p|‖s+q,α,q +
1
rNs+2r0−q,r,1F} 6

6 c2{‖vr − v, |p|‖s+q,α,q +
1
r ‖F, |p|‖ 2r0

q
(s+2r0−q),α,q

},

(42)

где число c2 > 0 не зависит от r, p.
Так как правая часть неравенства (42) стремится к нулю при r → +∞, то

A−(Dx,Dα,t,∂t)v = F .
Таким образом, функция v(x,t) ∈ Hs+q,α,q(R

n
+) является решением задачи (8), (13) при

F (x,t) ∈ H 2r0
q

(s+2r0−q),α,q
(Rn

+). Но так как пространство H 2r0
q

(s+2r0−q),α,q
(Rn

+) плотно вложено

в пространство Hs+q,α,q(R
n
+) при 2r0 > q, то существует единственное решение задачи (10)

при любой функции f(x,t) ∈ Hs+q,α,q(R
n
+).

Аналогично доказывается теорема 6.
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