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Аннотация. Харди доказал важное неравенство, которое связывает конечные и бес-
конечные суммы (ряды) арифметических средних в степени с показателем p, где p > 1
с конечными и бесконечными суммами (рядами) элементов an

p, p > 1. Затем Харди
обобщил это неравенство на интегралы. С точки зрения функционального анализа ин-
тегральное неравенство Харди означает непрерывность оператора Харди-Литтльвуда в
пространствах Лебега Lp, где p > 1. В данной статье изучен обобщенный оператор Харди-
Литтльвуда Hϕ, где ϕ(t) > 0 : ϕ(t) ր на (0,+∞). Оператор Hϕ изучен с точки зрения
ограниченности его в симметричных пространствах и более общих идеальных структу-
рах, обладающих свойством Миньковского и в которых ограниченно действует оператор
растяжения. Получен критерий ограниченности этого оператора в симметричных про-
странствах для случая, когда верхний и нижний показатели растяжения функции µϕ

совпадают. Получены достаточные условия ограниченности оператора Hϕ в идеальных
структурах с выше перечисленными свойствами. В частности получен критерий ограни-
ченности оператора Htl в симметричных пространствах. Оператор Htl был рассмотрен в
монографии С. Г. Крейна, Ю. И. Петунина, Е. М. Семенова, в которой сформулированы
достаточные условия ограниченности этого оператора в Lp.

Ключевые слова: оператора Харди-Литтльвуда, ограниченный, симметричные про-
странства, идеальная структура.

ON SOME GENERALIZATIONS OF THE
HARDY-LITTLEWOOD INEQUALITY

E. A. Pavlov, A. I. Furmenko

Abstract. Hardy has proved an important inequality that connects finite and infinite sums
(series) of arithmetic means to a power with exponent p, where p > 1 with finite and infinite
sums of elements anp, p > 1. Hardy the generalized this inequality to integrals. From the
point of view of functional analysis the integral Hardy inequality means the continuity of an
operator in Lebesgue spaces Lp where p > 1. In this paper we study the generalized Hardy-
Littlewood operatorHϕ, where ϕ(t) > 0 : ϕ(t)ր on (0,+∞). The operator Hϕ is studied from
the point of view of its boundedness in symmetric spaces and more general ideal structures
possessing the Minkowski property and in which the operator of extension. The criterion of
boundedness of this operator in symmetric spaces is obtained for the case when the upper
and lower exponents of the function µϕ coincide. Sufficient conditions for the boundedness of
an operator Hϕ in ideal structures over the above properties are obtained In particular the
criterion for the boundedness of operator in symmetric space. The operator Htl was considered
in the Krein S. G., Petunin Yu. I., Semenov E. M. monograph in which sufficient conditions
for the boundedness of this operator are formulated in Lp.
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О некоторых обобщениях неравенства Харди-Литтльвуда

1. Введение
В работе [1] Г.Г. Харди было получено неравенство

∞∑
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p > 1, (1)

где Sn = a1 + a2 + . . .+ an.
Было доказано, что (см.[1]) константа (p/(p − 1))p является точной. Так же было получено
обобщение неравенства (1) для интегралов (см.[1], [4]). Мы запишем интегральное неравен-
ство Харди-Литтльвуда в преобразованной форме




∞∫

0


1

x

x∫

0

f(t) dt



p

dx




1
p

6
p

p− 1




∞∫

0

(f(t))pdt




1
p

, p > 1, (2)

если f(x) > 0. Полагая в неравенстве (2) f(t) = |g(t)| с помощью простых преобразований
получим
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Обозначим

(H g)(t) =
1

t

t∫

0

g(x) dx (4)

оператор, который получил название оператора Харди-Литтльвуда (см.[1], [4], [2], [6]). С
учетом равенства (4) неравенство (3) можно записать в виде

‖H g‖Lp 6
p

p− 1
‖g‖Lp , (4)

где

‖g‖Lp =
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, 1 6 p <∞, (5)

‖g‖L∞ = ess sup
0<t<+∞

|g(t)|. (6)

В данной статье все функциональные пространства определяются для функций опреде-
ленных на (0, +∞) и измеримых в смысле Лебега, хотя результаты могут быть обобщены на
более широкий класс мер.

В дальнейшем неравенство Харди-Литтльвуда обобщалось разными авторами, в основном,
в трех направлениях: первое – неравенство Харди-Литтльвуда обобщалось на Лебеговы про-
странства с разными весами и мерами. Одним из первых результатов в этом направлении
был получен Макенхауптом в [3]. В дальнейшем используя технику доказательства Макен-
хауптом и ее модификации были получены многочисленные результаты в этом направлении.
Значительная часть которых нашла свое отражение в монографии [8], см. так же [14], [15],
[16] и др.
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Второе- оператор Харди-Литтльвуда изучался в симметричных (см. [5], [4])
(перестановочно-инвариантных, в другой терминологии (см. [2], [4], [6], [13])) простран-
ствах и симметричных пространствах с весом (см. [4], [13], [6], [14]). Были получены
результаты для обобщенных операторов Харди-Литтльвуда и их формально сопряженных
(см. [10], [4], [6]). Третье- оператор Харди-Литтльвуда изучался в различных функциональ-
ных пространствах: С.Соболева, пространствах аналитических функций и др. (см. [9], [7],
[8]).

Результаты данной статьи относятся ко второму направлению.
Все необходимые определения обозначения и необходимые факты, касающиеся идеальных

структур, симметричных пространств и др. можно найти в [4], [5], [6].
Теорема. (Т. Шимогоки [2], см. также [4]). Для того, чтобы оператор Харди-Литтльвуда

ограниченно действовал в симметричном пространстве, необходимо и достаточно выполнение
соотношения

‖σt‖E = o(t) при t→ +∞ (7)

или равносильного соотношения
βE < 1, (8)

где βE верхний индекс Бойда пространства E (см.[16]).
Доказательство несколько отличное от данного в [2], можно найти в [4].
Операторы Харди-Литтльвуда играют важную роль в теории интерполяции линейных

операторов, теоремах вложения и других разделах математики. Важную роль в теории ин-
терполяции линейных операторов играют, так же, обобщенные операторы Харди-Литтльвуда
(см. [4], [12], [10]).

Задачей данной работы является изучение оператора Харди-Литтльвуда и его обобщений
в симметричных пространствах, симметричных пространствах с весом и ряде более общих
идеальных структурах.

Основные результаты.
Теорема 2. Пусть идеальная структура E (см. [4], [6], [5]) обладает свойствами:
1) В E выполняется обобщенное неравенство Миньковского (см., например, [17] или [4]

стр.189-199);
2) Оператор растяжения σt x(s) = x(s/t) ограниченно действует в E.

Тогда, если выполняется соотношение

1∫

0

‖ σ 1
τ
‖E dt <∞, (9)

то оператор Харди-Литтльвуда ограниченно действует в E.
Доказательство. Делая замену переменной s = t ·τ и пользуясь обобщенным неравенством

Миньковского (см.[17], [4]), получаем

‖1
t
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Замечание. Константа

C =

1∫

0

‖ σ 1
τ
‖E dτ. (11)

является точной в классе симметрических пространств, т.е. найдется симметричное про-
странство, для которого точность константы либо очевидна, либо уже была доказана. Дей-
ствительно, если E = Lp, то, как несложно вычислить, C = p

p−1 .
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Рассмотрим теперь обобщенный оператор Харди-Литтльвуда

(Hϕx)(t) =
1

ϕ(t)

t∫

0

x(s) dϕ(s), (12)

где ϕ(s) > 0, ϕ(s) возрастает на (0, +∞). Такие операторы и формально сопряженные к
ним (для некоторых конкретных функций ϕ(s)) изучались в работах [4], [6], [10], [12] и др.)
Теорема 3. Пусть идеальная структура обладает свойствами 1), 2) из теоремы 2. Тогда, если
выполняется соотношение

1∫

0

‖ σ 1
τ
‖E dMϕ(τ) <∞, (13)

где Mϕ(τ) функция растяжения для ϕ(τ) (см.[4]), тогда оператор Hϕ ограниченно дей-
ствует в E.

Схема доказательства. Делая замену переменной s = t · τ и пользуясь обобщенным нера-
венством Миньковского (см.[4]), получаем

‖(Hϕx(t))‖E 6 ‖
1∫

0

|x(t · τ)| dMϕ(τ)‖E 6

1∫

0

‖ x(t·τ) ‖E dMϕ(τ) 6

1∫

0

‖ σ 1
τ
‖E dMϕ(τ)· ‖ x ‖<∞,

(14)
Теорема доказана.

Введем некоторые обозначения

‖ στ ‖Eց

def
= sup

xց

‖ στx ‖E
‖x‖E

, (15)

sup
xց

означает, что sup берется только по неотрицательным убывающим функциям.

Теорема 4. Пусть функция ϕ(t) > 0, ϕ(t) возрастает на (0, +∞), Mϕ(+0) = 0. Тогда, если
операторHϕ ограниченно действует в идеальной структуре со свойствами 1) и 2) из теоремы
2, то будет выполняться соотношение

‖ στ ‖Eց
= o(Mϕ(τ)), τ →∞. (16)

Схема доказательства. В [12, стр. 122] было доказано неравенство

x∗(
t

τ
) 6

Mϕ(τ)

1 + ln[Mϕ(τ−1)]−1
· (H2

ϕx)(t). (17)

При доказательстве этого неравенства использовались только два свойства перестановки
x∗(t) : неотрицательность и убывание Т.е. при доказательстве этого неравенства можно было
просто считать x(t) неотрицательной и убывающей. Используя неравенство (15), где вместо
x∗(t) любая неотрицательная и убывающая функция x(t) соотношение Mϕ(+0) = 0 и ограни-
ченность Hϕ в E несложно показать, что будет справедлива оценка (16). Теорема доказана.

Следствие 1. Пусть симметричное пространство E и положительная возрастающая на (0 +
∞) функция ϕ(t) таковы, что выполняется неравенство

βE < αϕ. (18)

Тогда оператор Hϕ ограниченно действует в симметричном пространстве E .
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Схема доказательства. Доказательство следует из утверждения теоремы 3, свойств сим-
метрических пространств (см.[5], [4], [6]), леммы Е.М. Семенова (см.[4] стр.136), свойств ин-
дексов Бойда (см.[16], [4], [6]) и свойств полумультипликативных функций (см.[4], [6]). След-
ствие доказано.

Следствие 2. Пусть E симметричное пространство и оператор Hϕ ограниченно действует
в E. Тогда справедливо соотношение

βE < βϕ, (19)

если Mϕ(+0) = 0.
Схема доказательства. Доказательство следует из соотношения (16), равенства ‖ στ ‖Eց

=

‖ στ ‖E , а, так же, свойств показателей растяжения αϕ и βϕ функции ϕ(t) (см. [4], [6]) и
свойств индекса Бойда пространства E (см. [16], [4]). Следствие доказано.

Теорема 5. Пусть положительная возрастающая на (0,+∞) функция ϕ(t) такова, что
αϕ = βϕ. Тогда для того, чтобы оператор Hϕ ограниченно действовал в симметричном про-
странстве E необходимо и достаточно выполнения неравенства

βE < αϕ = βϕ, (20)

если Mϕ(+0) = 0 . Доказательство следует из следствий 1, 2. Теорема доказана.
В монографии [4] был рассмотрен оператор

(Hlx)(t) =
1

tl+1

t∫

0

x(s)sl ds (21)

И получены достаточные условия ограниченности его действия в Lp: если l · p′ > −1, где
1

(p+1
p′

)
= 1 .

Оператор Hl можно переписать в виде

(Hlx)(t) =
1

(l + 1)pl+1

t∫

0

x(s)sl+1 ds (22)

Функция ϕ(s) = sl+1 при l > −1 является положительной и возрастающей на (0, +∞).
Теорема 6. Пусть l > −1. Тогда для того, чтобы оператор Hl ограниченно действовал в

симметричном пространстве E, необходимо и достаточно выполнение неравенства

βE < l + 1. (23)

Схема доказательства. Оператор Hl, заданный равенством (22) — эквивалентен оператору
Hϕ при ϕ(t) = tl+1. Поэтому утверждения теоремы 6 следует из теоремы 5 и того факта, что
αϕ = βϕ = l + 1 для функции ϕ(t). Теорема доказана.
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