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Аннотация. Начиная с работ М. Совы и Курепы операторные косинус функции
(КОФ) стали важным инструментом при исследовании корректной разрешимости задачи
Коши для уравнений второго порядка в банаховых пространствах и находятся в таком
же отношении к этой задаче как сильно непрерывные полугруппы к задаче Коши для
уравнений первого порядка.

В настоящей заметке впервые применяются КОФ к исследованию корректной разре-
шимости граничных задач, а именно задачи Неймана для уравнений второго порядка.
Оказывается, что возможность использования косинус-функции для исследования крае-
вых задач, позволяет получать представления решения в более простой форме. В част-
ности, это относится к случаю экспоненциальных косинус-функций, обобщающих клас-
сическую формулу Д’Аламбера.

Ключевые слова: корректные и некорректные задачи, генератор сильно непрерыв-
ной косинус-функции.
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Abstract. Beginning with the works of M. Sova and Kurepa, the operator cosine functions
(COF) have become an important tool in the study of the correct solvability of the Cauchy
problem for second-order equations in Banach spaces and are in the same ratio to this problem
as strongly continuous semigroups to the Cauchy problem for equations of the first order.

In this note, for the first time, COF is applied to the study of the correct solvability of
boundary value problems, namely, the Neumann problem for second-order equations. It turns
out that the possibility of using the cosine function to study boundary-value problems allows
one to obtain representations of the solution in a simpler form. In particular, this refers to the
case of exponential cosine functions that generalize the classical D’Alembert formula.

Keywords: correct and incorrect problems, a generator of strongly continuous cosine-
function.

В банаховом пространстве E рассматривается задача Неймана

u′′(t) +Au(t) = 0, (1)

u′(0) = ϕ, u′(a) = ψ. (2)

Требуется найти дважды непрерывно дифференцируемое решение уравнения (1), удовлетво-
ряющее условиям (2) для ϕ, ψ ∈ D(A).
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Определение 1. Задача Неймана (1)–(2) называется корректной, если она однозначно
разрешима для всех ϕ,ψ ∈ D(A) и существует константа M > 0, независящая от ϕ и ψ
такая, что для всех решений уравнения (1) справедливо неравенство

sup
t∈[0,a]

‖u(t)‖E 6M(‖ϕ‖E + ‖ψ‖E). (3)

Критерий корректной разрешимости задач Неймана получен в [9]. В нашем случае он фор-
мулируется следующим образом

Теорема 1. Задача (1)–(2) корректно разрешима тогда и только тогда, когда при всех

n = 0, 1, ... точки n2π2

a2
∈ ρ(A) и выполняется оценка

n2‖(n
2π2

a2
−A)−1‖ <∞. (4)

При этом решение задачи (1)–(2) имеет вид

u(t) = S(t)ϕ+ S(π − t)ψ, t ∈ [0, π], (5)

где

S(t, A)ϕ =
A−1ϕ

π
+

2

π

∞∑

n=1

cosnt(n2I −A)−1ϕ. (6)

В настоящей заметке укажем представление для решение задачи Неймана в случае когда
оператор A является генератором сильно непрерывной косинус-функции C(t, A) в E.

Это означает, что C(t, A), есть семейство ограниченных операторов в E при каждом t ∈ R,
удовлетворяющих условиям

1. C(t+ s,A) + C(t− s,A) = 2C(t, A)C(s,A) для всех t, s ∈ R.
2. C(0, E) = I — тождественный оператор в E.
3. Для каждого ϕ ∈ E выполняется условие

lim
t→0
||C(t, A)ϕ − ϕ||E = 0.

Для ϕ из области определения D(A) оператора A справедливо соотношение

Au =
d2

dt2
C(t, A)ϕ

∣∣
t=0

,

область определения D(A) плотно в E, причем

D(A) = {ϕ ∈ E, d
2C(t, A)

dt2
ϕ ∈ E}.

Существует константы M и ω > 0 при которых имеет место оценка

||C(t, A)|| 6Meω|t|.

Для всех λ > ω > 0, f ∈ E выполняется соотношение связывающее резольвенту R(λ,A)
оператора A и C(t, A)

λ(λ2I −A−1)f = λR(λ2, A)f =

∞∫

0

e−λtC(t, A)fdt.
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Теорема 2. Если оператор A является генератором сильно непрерывной косинус-
функции C(t, A), то задача (1)–(2) равномерно корректна и ее решение имеет вид

u(t) = S(t)ϕ+ S(π − t)ψ, t ∈ [0, π],

где

S(t) =
A−1ϕ

π
+

1

π
ctgt

∞∫

0

arctg(e−y sin t)C(y,A)ϕdy.

Доказательство. Пусть C(t, A)-косинус-функция с генератором А. ‖C(t, A)‖ 6Meωt, 0 < ω 6

1.
Тогда справедливо представление [3] с.177

n(n2I −A)−1ϕ =

∞∫

0

e−nyC(y,A)ϕdy. (7)

Используя это равенство в (6), получаем

S(t)ϕ =
A−1ϕ

π
+

2

π

∞∑

n=1

cosnt

n

∞∫

0

e−nyC(y,A)ϕdy =
A−1ϕ

π
+

2

π

∞∫

0

(
∞∑

n=1

cosnt

n
e−ny)C(y,A)ϕdy.

‖S(t)ϕ‖ 6 ‖A
−1‖‖ϕ‖
π

+
2M

π

∞∑

n=1

| cos nt|
n

∞∫

0

e−(n−ω)yC(y,A)dy‖ϕ‖ =

=
‖A−1‖‖ϕ‖

π
+

2M

π

∞∑

n=1

‖ϕ‖
n(n− ω) .

Преобразуем функцию G(t, y) =
∞∑

n=1

cosnt

n
e−ny. В силу неравенства

|G(t, y)| 6
∞∑

n=1

e−ny =
1

ey − 1
, lim

y→∞
G(t, y) = 0. (8)

Далее
∂G

∂y
= −

∞∑

n=1

cosnte−ny = − ey cos t

e2y − 2ey cos t+ 1
= − cos t

2(ch y − cos t)
. (9)

В силу (8)

G(t, y) =
1

2

∞∫

0

cos teydy

e2y − 2ey cos t+ 1
=

cos t

2

∞∫

ey

dτ

τ2 − 2τ cos τ + 1
=

1

2
ctg t · arctg

(
sin t

ey

)
.

Отсюда следует

S(t)ϕ =
A−1ϕ

π
+

1

π

∞∫

0

ctg t · arctg(e−y sin t)C(y,A)ϕdy =
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=
A−1ϕ

π
+

1

π
ctg t

∞∫

0

arctg(e−y sin t)C(y,A)ϕdy.
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