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Аннотация. При исследовании динамических процессов важное место занимают за-
дачи без начальных условий. Так Г. Баренблат и Я. Зельдович указывают на постановки
вопросов о свойствах явлений которые не зависят от начальных условий или не зависят от
деталей начальных условий, но вместе с тем система еще далека от состояния равновесия.
Поэтому их можно объединить названием «промежуточная асимптотика». Такие асимп-
тотики являются решениями вырожденных задач в которых параметры независимых пе-
ременных обращаются в нуль или бесконечность. Однако, чтобы решение представляло
собой промежуточную асимптотику необходима корректная разрешимость задачи.

Настоящая заметка посвящена корректной разрешимости некоторых классов таких
задач для дифференциальных уравнений в конструкции которых используется сингуляр-
ное выражение d

dh(x) , где x ∈ (a, b) ⊂ R = (−∞,∞), h′(x) > 0, h(a) = −∞, h(b) = ∞ и
которые применялись авторами при исследовании корректной разрешимости задач мето-
дами сильно непрерывных полугрупп преобразований. Здесь мы используем также эту
методику.

Ключевые слова: сингулярные уравнения, корректные разрешимость, дробные сте-
пени операторов, задачи без начальных условий.

ON CORRECT SOLVABILITY OF PROBLEMS WITHOUT
INITIAL CONDITIONS FOR SOME SINGULAR INTEGRAL
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Abstract. In the study of dynamic processes occupy an important place problems without
initial conditions. So Barenblat G., and Y. Zeldovich point to questions about the properties of
phenomena which are not depending on initial conditions or do not depend on the details of the
initial conditions, however, the system is far from equilibrium state. So you can combine them
called «intermediate asymptotics». These asymptotics are solutions of degenerate problems in
which the parameters of the independent variables go to zero or infinity. However, that decision
was a intermediate asymptotics necessary correct solvability of a problem.

The present note deals with the correct solvability of some classes of such problems for
differential equations in design which uses a singular expression d

dh(x) , here x ∈ (a, b) ⊂ R =

(−∞,∞), h′(x) > 0, h(a) = −∞, h(b) = ∞ and that were used the authors at research
of correct solvability of tasks by methods strongly continuous semigroups of transformations.
Here we use it also methodology.
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1. НЕКОТОРЫЕ НЕОБХОДИМЫЕ ФАКТЫ

Пусть E — банахово пространство и A — линейный замкнутый оператор с областью опре-
деления D(A) ⊂ E. В [5]–[7] указаны условия при которых операторный многочлен

Pn = Pn(A) =
n∑

m=0

amA
m, am ∈ C (1.1)

имеет ограниченный обратный оператор

P
−1
n f =

∞∫

0

q(t)U(t,−A)fdt, f ∈ E, (1.2)

где U(t,−A) — сильно непрерывная полугруппа с генератором −A, q(t) — решение задачи

Pn

(
d

dt

)
q(t) = δ(t), q(0) = · · · = q(n−1)(0) = 0, (1.3)

δ — дельта–функция.
Следующая теорема расширяет применение этого результата
Теорема 1.1. Пусть Ai (i = 1, . . . , k) — линейные замкнутые операторы с областями опре-

деления D(Ai) = E,
k⋂
i=1

D(Ai) = E и операторы −Ai являются генераторами сильно непре-

рывных полугрупп (полугрупп класса C0) U(t,−Ai), коммутирующих между собой, в том
смысле, что U(t,−Ai) ·U(t,−Aj)ϕ = U(t,−Aj) ·U(t,−Ai)ϕ, ϕ ∈ E для которых выполняются
оценки

‖U(t,−Ai)‖ 6Meωit, t > 0, U(0,−A) = I (1.4)

и пусть A =
k∑

n=1
Ai. Тогда при выполнении условия

max
16j6n

Reλj +
k∑

i=1

ωi = λ0 +
k∑

i=1

ωi < 0 (1.5)

уравнение

Pnu = Anu =

n∑

m=0

am

(
k∑

i=1

Ai

)m
u = f

имеет единственное решение u ∈
k⋂
i=1

D(Ani ) при любых f ∈ DA и оно имеет вид

u =

∞∫

0

q(t)
k∏

i=1

U(t,−Ai)f, (1.6)

где q(t) удовлетворяет (1.3) и справедлива оценка

‖u‖E = ‖P−1
n f‖E 6

k∏
i=1

Mi

|λ0 +
k∑
i=1

ωi|
‖f‖E . (1.7)

88 ВЕСТНИК ВГУ. СЕРИЯ: ФИЗИКА. МАТЕМАТИКА. 2018. № 1



О корректной разрешимости задач без начальных условий. . .

Доказательство. В соответствии с [10], условия коммутативности полугрупп U(t,−Ai)
позволяет утверждать, что оператор −A =

k∑
k=1

(−Ai) является генератором полугруппы

U(t,−A) = U(t,−
k∑
i=1

Ai) =
k∏
i=1

U(t,−Ai). И применение равенства (1.2) к этой полугруппе

дает равенство (1.6). Отсюда, пользуясь неравенством (1.4), получаем (1.7).

2. УРАВНЕНИЯ С ДРОБНЫМИ СТЕПЕНЯМИ ОПЕРАТОРОВ

Как известно (см. [2]–[4]) для операторов A, удовлетворяющим условию

‖U(t,−A)‖ 6Me−ωt, ω > 0 (2.1)

определены дробные степени Aα, 0 < α < 1. При этом −Aα является генератором сильно
непрерывной полугруппы U(t,−Aα) имеющей вид

U(t,−Aα)f =

∞∫

0

g(t, ξ)U(ξ,−A)fdξ, (2.2)

где функция g(t, ξ) > 0 и является обратным преобразованием Лапласа функции F (z) =
e−tz

α
, Rez > 0.

Если α = 1
2 , то

U(t,−A 1
2 )f =

t

2
√
π

∞∫

0

ξ−
3
2 e

− t2

4ξU(ξ,−A)fdξ. (2.3)

Для этих полугрупп справедлива оценка

‖U(t,−Aα)‖ 6Me−ω
αt. (2.4)

Таким образом, в силу выполнения условий (1.4), операторы Ai имеют дробные степени
Aαi
i , 0 < αi < 1 с генерируемыми полугруппами U(t,−Aαi

i ), причем

‖U(t,−Aαi
i )‖ 6Mie

−ω
αi
i t. (2.5)

Отсюда следует, что оператор Aα =
k∑
i=1

Aαi
i является генератором C0 — полугруппы вида

U(t,−Aα) =
k∏

i=1

U(t,−Aαi
i ) =

∞∫

0

· · ·
∞∫

0

gαi(t, ξ)

k∏

i=1

U(t,−Ai)dξ1 . . . dξk (2.6)

и справедлива оценка

‖U(t,−Aα)‖ 6
k∏

i=1

Mie
−

k∑
i=1

ωα
i t

(2.7)

И таким образом из теоремы 1.1 следует
Теорема 2.1. Если операторы Ai удовлетворяют условиям (2.4) и выполняется неравен-

ство

λ0 = max
16j6n

Reλj <

k∑

i=1

ωαi
i , (2.8)
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где λj — корни многочлена Pn(x), то уравнение

An,αu =
n∑

m=0

am

(
k∑

i=1

Aαi
i

)m
u = f (2.9)

корректно разрешимо для u ∈
k∏
i=1

D(Aki ) и f ∈ D(A).

Его решение имеет вид

u =

∞∫

0

q(t)U(t,−Aα)fdt (2.10)

и справедлива оценка

‖u‖ 6

k∏
i=1

Mi

k∑
i=1

ωαi
i − λ0

· ‖f‖. (2.11)

3. ПРИМЕРЫ

Пусть функция h(x) определена на интервале x ∈ (a, b) ⊂ R = (−∞,∞) и удовлетворяет
условиям: h′(x) > 0, h(∞) = −∞, h(b) =∞.

Через Lp,ω,h будем обозначать банахово пространство функций ϕ(x) с нормой

‖ϕ‖p,ω,h =




b∫

a

epωh(x)|ϕ(x)|pdh




1
p

, p > 1. (3.1)

Введем операторы Dα,h = α d
dh , α ∈ R с областью определения D(Dα,h) = {ϕ : ϕ ∈

Lpω,h,
dϕ
dh ∈ Lp,ω,h}.

Нетрудно проверить, что такие операторы являются генераторами сильно непрерывных
групп линейных преобразований, действующих по правилу

U(t,Dα,hϕ(x) = ϕ[h−1(h(x) + αt)], t ∈ R, (3.2)

причем для них справедливо равенство

‖U(t,Dα,h)ϕ‖p,ω,h = e−α
2ωt, (3.3)

которое следует из соотношений

b∫

a

|U(t,Dα,h)ϕ(x)|pdh =

b∫

a

eαωph(s)|ϕ[h−1(h(s) + αt)]|p =

= e−α
2pωt

b∫

a

eαωph(s)|ϕ(s)|pdh = e−α
2ωpt‖ϕ‖p,αω,h.

В случае t ∈ R
+ = (0,∞) семейства (3.2) являются сжимающими полугруппами класса

C0.
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Рассмотрим уравнение

Dα,hu(x) = Au(x) + f(x), x ∈ (a, b) (3.4)

где f(x) — операторная функция со значениями в E при каждом x ∈ (a, b), A — генера-
тор сильно непрерывной полугруппы U(t, A) в E, типа ωA. Требуется найти u ∈ D(Dα,h),
удовлетворяющую (3.4).

Из теоремы 1.1. следует
Утверждение 3.1. Если ωA + ω < 0, то уравнение (3.4) имеет единственное решение

u ∈ Lp,αω,h(E) с нормой

‖u‖ =




b∫

a

eαpωh(x)‖u(x)‖pEdh(x)




1
p

,

и оно имеет вид

u(x) =

b∫

a

U(t, A)f [h−1(h(x) − αt)dt. (3.5)

При этом справедлива оценка ‖u‖ 6 M
ωA+ω .

В частности, для некоторых классических случаев имеем
1. Dα,hϕ(x) = dϕ(x)

dx , h(x) = x, x ∈ (−∞,∞), U(t,Dα,h)ϕ(x) = ϕ(x + αt), u(x) =

∞∫
0

U(t, A)ϕ(x − αt)dt, ‖u‖ =
[
b∫
a
eαpωx|ϕ(x)|pdx

] 1
p

.

2. Dα,hϕ(x) = xdϕ(x)dx , h(x) = lnx, x ∈ (0,∞), U(t,Dα,h)ϕ(x) = ϕ(xeαt), u(x) =

∞∫
0

U(t, A)ϕ(xe−αt)dt, ‖u‖ =
[
b∫
a
xαpω−1|ϕ(x)|pdx

] 1
p

.

3. Dα,hϕ(x) = (1 − x2)dϕdx , h(x) = 1
2 ln

(
1+x
1−x

)
, x ∈ (−1, 1), U(t,Dα,h)ϕ(x) = ϕ

(
1+th t
1−x th t

)
,

u(x) =
∞∫
0

U(t, A)ϕ
(

1+th t
1−x th t

)
dt, ‖ϕ‖ =

1∫
−1

(
1+x
1−x

)αpω
2 · dx

(1−x2) .

Очевидно, что используя операторы Dα,h при конструировании операторов Ai в теоре-
мах 1.1 и 2.1 можно получать корректную разрешимость задач без начальных условий для
широкого класса дифференциальных уравнений с вырождающимися коэффициентами
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