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Аннотация. В работе формула интегрирования по частям распространяется на слу-
чай интеграла, в котором интегрирование осуществляется по геометрическому графу. Та-
кая необходимость в интегрировании по частям возникает, например, при моделировании
деформаций и колебательных процессов объектов, расположенных вдоль геометрического
графа. Доказанная формула позволяет получать математические модели, описывающие
различные механические процессы на графе. Получаемые при этом модели реализуются
ввиде дифференциальных уравнений, определенных поточечно, и дополненных краевыми
условиями.

Такая концепция (поточечно заданного дифференциального уравнения), сформулиро-
ванного Ю. В. Покорным, показала свою эффективность для дифференциальных урав-
нений второго и четвертого порядков на отрезке.
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THE ANALOGUE OF THE FORMULA OF INTEGRATION BY
PARTS ON GEOMETRIC GRAPH

F. V. Golovaneva, E. V. Lilov, S. A. Shabrov

Abstract. In this paper, the integration by parts formula is extended for an integral in
which the integration is carried out along the geometric graph. The need for integration by parts
arises, for example, in the modeling of deformations and oscillatory processes of objects located
along a geometric graph. The proven formula makes it possible to obtain mathematical models
describing different processes on the graph. In this case, the resulting models are realized in the
form of differential equations, defined pointwise, and supplemented by boundary conditions.
That conception (pointwise given differential equation), formulated by Yu. V. Pokorny, showed
its effectiveness for differential equations of the second and fourth orders on the interval.
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Проблема возможности применения интегрирования по частям стоит остро не только в
теории функций, но и при моделировании различных процессов, в случае вариационного
подхода, если «появляется» интеграл Стилтьеса, в котором значения интегрируемой функ-
ции важны в точках разрыва интегрирующей функции. В то же время, при интегрировании
по частям, когда функции меняются местами, значение интегрируемой функции в точках
разрыва становятся актуальными (ранее бывшее «не нужными»).

В [1] изложен результат о справедливости формулы интегрирования по частям в случае,
если в каждой точке промежутка интегрирования по крайней мере одна из функций непре-
рывна или обе регулярны, т. е. значение функции в точках разрыва первого рода равно
полусумме ее предельных значений.

В дальнейшем этот результат был обобщен на случай различных на отрезке функций [2].
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В этой работы мы доказываем формулу интегрирования по частям для геометрического
графа.

В работе будем пользоваться терминологией из [3, § 1.3, гл. 1].
Пусть Γ — произвольный компактный связный граф, ребра графа обозначим через γi

(i = 1, . . . , N), вершины — через ak (i, k — номера, причем нумерация ребер предполагается
независимой от нумерации вершин). Обозначим R(Γ) =

⋃
γi, где γi — непрерывные кривые

без внутренних самопересечений. Всюду далее предполагается, что на графе задана некото-
рая ориентация.

Множество граничных вершин графа Γ обозначим через ∂Γ, т. е. ∂Γ = {bi, i = 1, 2, . . . , L}.
Таким образом, имеем Γ = R(Γ)

⋃{ak}, Γ = Γ
⋃
∂Γ. Чтобы выделить из множества R(Γ) те

ребра, которые примыкают к вершине ak, введем множество Γ(ak), обозначая так подграф,
состоящий из ak и примыкающих к данной вершине ребер. Подграфом Γ называется любое
связное открытое подмножество Γ.

Скалярная функция u(x) на графе Γ — обычное отображение f : Γ→ R, сужение функции
u(x) на ребро γi обозначается через ui(x).

Определения на графе функции ограниченной вариации и абсолютно-непрерывной функ-
ции аналогичны классическим.

Введем следующее обозначение:

d

dΓ

(
pu′
)′

=





(pu′)′, при x ∈ R(Γ),
N∑

i=1

∑

ak∈I(Γ)

(−1)µi(ak)pi(ak)ui(ak), при x ∈ I(Γ),

где

µi(ak) =

{
1, если ориентация на ребре γi выбрана «к» вершине ak,
0, если ориентация на ребре γi выбрана «от» вершины ak.

Одним из основных результатов работы является следующая теорема.

Теорема 1 (Аналог формулы интегрирования по частям для графа без циклов). Пусть Γ —
произвольный ориентированный граф без циклов, L — количество граничных вершин графа
Γ, т. е. ∂Γ = {b1, b2, . . . , bL}. Пусть на графе Γ заданы абсолютно-непрерывная функция u(x)
и функция ограниченной вариации v(x), причем производная u′x(x) является σ-абсолютно
непрерывной на Γ, а v′Γ(x) — функцией ограниченной вариации. Тогда на графе Γ справедлива
формула интегрирования по частям:

∫

Γ

u
dv

dΓ
dΓ =

L∑

i=1

(−1)ν(bi)+1ui(bi)vi(bi)−
∫

Γ

v(x)u′x(x) dx,

где

ν(bi) =

{
0, если ориентация выбрана «от» вершины bi,
1, если ориентация выбрана «к» вершине bi.

Доказательство. Доказательство проведем методом индукции по количеству ребер k гра-
фа Γ.

При k = 1 формула справедлива, так как при k = 1 получаем ориентированный граф
Γ, состоящий из одного ребра и двух граничных вершин b1 и b2. Для определенности пусть
задана ориентация на графе от вершины b1 к b2. Для отрезка формула интегрирования по
частям доказана и имеет следующий вид:

∫

Γ

u
dv

dΓ
dΓ =

b2∫

b1

u dv = u(b2)v(b2)− u(b1)v(b1)−
b2∫

b1

v du. (1)
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Предполагая справедливость формулы интегрирования по частям при k 6 N−1, покажем
справедливость формулы при k = N . Выбросим из графа Γ внутреннюю вершину ak ∈ I(Γ)
степени m, т. е. m — число ребер графа Γ, инцидентных вершине ak. Тогда получаем m

компонент связности, причем выполнены следующие условия
m∑
i=1

Ni = N ,

(
m∑

i=1

Li

)
−m = L,

где Ni, Li — количество ребер и граничных вершин соответственно, получившихся графов
Γi. Тогда получим

∫

Γ

u
dv

dΓ
dΓ =

m∑

i=1



∫

Γi

ui
dvi
dΓi

dΓi + (−1)µi(ak)ui(ak)vi(ak)


 . (2)

Для интеграла под знаком суммы выполнено наше предположение при k 6 N − 1, т. е.
справедливо равенство

∫

Γi

ui
dvi
dΓi

dΓi =

Li−1∑

j=1

(−1)ν(bj )+1u(bj)v(bj) + (−1)ν(ak)+1ui(ak)vi(ak)−
Ni∑

j=1

∫

γj

vjuj
′
x dx. (3)

Подставляя представление (3) в (2), получим

∫

Γ

u
dv

dΓ
dΓ =

m∑

i=1



Li−1∑

j=1

(−1)ν(bj )+1u(bj)v(bj) + (−1)ν(ak)+1ui(ak)vi(ak)−

−
Ni∑

j=1

∫

γj

vjuj
′
x dx+ (−1)µ(ak)ui(ak)vi(ak)


 =

L∑

i=1

(−1)ν(bi)+1u(bi)v(bi)−
∫

Γ

vu′x dx,

т. е. формула интегрирования по частям справедлива при k = N . Теорема доказана.
Покажем теперь справедливость формулы интегрирования по частям для произвольного

графа с циклом.

Теорема 2 (Аналог формулы интегрирования по частям для графа с циклами). Пусть
Γ — произвольный ориентированный граф с циклами, L — количество граничных вершин
графа Γ, т. е. ∂Γ = {b1, b2, . . . , bL}. Пусть на графе Γ заданы абсолютно непрерывная на Γ
функция u(x) и функция ограниченной вариации v(x), причем производная u′x(x) является
σ-абсолютно непрерывной на Γ, а v′Γ(x) — функцией ограниченной вариации на Γ. Тогда на
графе Γ справедлива формула интегрирования по частям:

∫

Γ

u
dv

dΓ
dΓ =

L∑

i=1

(−1)ν(bi)+1ui(bi)vi(bi)−
∫

Γ

v(x)u′x(x) dx,

где

ν(bi) =

{
0, если ориентация выбрана «от» вершины bi,
1, если ориентация выбрана «к» вершине bi.

Доказательство. Доказательство проведем методом индукции по количеству циклов k
графа Γ.

При k = 1 получаем ориентированный граф Γ с одним циклом. Выбросив из графа Γ точки
нулевой σ-меры xi ребер γi (i = 1, 2, . . . ,M , причем M 6 N), образующих цикл, получим M
подграфов без цикла. Тогда,

∫

Γ

u
dv

dΓ
dΓ =

M∑

i=1



∫

Γi

ui
dvi
dΓi

dΓi + (−1)µi(xi)ui(xi)vi(xi)


 . (4)
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Но для интеграла под знаком суммы, в силу теоремы 1, справедлива формула интегрирования
по частям. Таким образом,

∫

Γ

u
dv

dΓ
dΓ =

M∑

i=1



Li−1∑

j=1

(−1)ν(bj )+1u(bj)v(bj) + (−1)ν(ak)+1ui(xi)vi(xi)−

−
Ni∑

j=1

∫

γj

vju
′
jxdx+ (−1)µ(ak)ui(xi)vi(xi)


 =

L∑

i=1

(−1)ν(bi)+1u(bi)v(bi)−
∫

Γ

vu′ dx,

т. е. формула интегрирования по частям справедлива при k = 1.
Предполагая справедливость формулы интегрирования по частям при k 6 N−1, покажем

справедливость формулы при k = N . Выбросим из графа Γ внутреннюю вершину ak ∈ I(Γ)
степени m, т. е. m — число ребер графа Γ, инцидентных вершине ak. Тогда получаем m

компонент связности, причем выполнены следующие условия:
m∑
i=1

Ni = N , (
m∑

i=1

Li) −m = L,

где Ni, Li - количество ребер и граничных вершин получившихся графов Γi. Тогда получим

∫

Γ

u
dv

dΓ
dΓ =

m∑

i=1



∫

Γi

ui
dvi
dΓi

dΓi + (−1)µi(ak)ui(ak)vi(ak)


 . (5)

Если получившийся граф Γi с циклом, то для него выполнено наше предположение при
k 6 N − 1, если граф Γi без цикла, то для него справедлива теорема 1. Таким образом,
получим

∫

Γ

u
dv

dΓ
dΓ =

m∑

i=1



Li−1∑

j=1

(−1)ν(bj )+1u(bj)v(bj) + (−1)ν(ak)+1ui(ak)vi(ak)−

−
Ni∑

j=1

∫

γj

vju
′
jx dx+ (−1)µ(ak)ui(ak)vi(ak)


 =

L∑

i=1

(−1)ν(bi)+1u(bi)v(bi)−
∫

Γ

vu′ dx,

т. е. формула интегрирования по частям справедлива при k = N . Теорема доказана.
Доказанные результаты позволяют получать математические модели различных процес-

сов, происходящих на геометрическом графе (с циклами). При этом возникающее дифферен-
циальное уравнение является поточечно заданным. Это подход, развитый Ю. В. Покорным
и его учениками, показал свою эффективность [3]–[6].
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