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Аннотация. Изучается специальная нелокальная задача для общего нестационарно-
го уравнения переноса нейтронов. Уравнение переноса интерпретируется как эволюцион-
ное уравнение в банаховом пространстве суммируемых функций. Вместо традиционного
начального условия взят интеграл, выражающий среднее по времени. Основные резуль-
таты получены на основе общей теории, развитой для абстрактной нелокальной задачи
в банаховом пространстве. При естественных ограничениях установлена теорема суще-
ствования и единственности обобщенного решения. Предъявлена оценка устойчивости и
показано, что обобщенное решение представимо сходящимся рядом Неймана. Отмечены
точные условия, при которых обобщенное решение является классическим. В случае, ко-
гда уравнение переноса взято без интеграла столкновений, дана явная запись решения
в виде некоторой конечной суммы. При исследовании задачи используется теория полу-
групп линейных ограниченных операторов в банаховом пространстве.

Ключевые слова: уравнение переноса нейтронов, нелокальная задача, теория полу-
групп.

SOLVABILITY OF THE MODEL NONLOCAL PROBLEM
ASSOCIATED WITH THE GENERAL NEUTRON

TRANSPORT EQUATION
Vu Nguyen Son Tung

Abstract. A special nonlocal problem for the general nonstationary neutron transport
equation is studied. The transport equation is interpreted as an evolutionary equation in
the Banach space of summable functions. Instead of the traditional initial condition, an
integral expressing the time averages is given. The main results are obtained on the basis
of a general theory developed for an abstract nonlocal problem in a Banach space. Under
natural restrictions the existence and uniqueness theorem for a weak solution is established.
An estimate of the stability is found, and it is shown that a weak solution can be represented
by a convergent Neumann series. Precise conditions are noted, under which the weak solution
is a classical solution. In the case when the transport equation is taken without the collision
integral, we show that the solution could be found explicitly, in the form of a finite sum. In
the study of the problem, the theory of semigroups of bounded linear operators in a Banach
space is used.

Keywords: neutron transport equation, nonlocal problem, theory of semigroups.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

В настоящей работе изучается специальная нелокальная задача для общего уравнения
переноса нейтронов

∂u

∂t
+ v∇xu+ σa(x, v)u =

∫

V

k(x, v, v′)u(x, v′, t) dv′, u = u(x, v, t). (1)
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К уравнению (1) добавлено краевое условие

u(x, v, t)
∣∣
Γ(−) = 0 (2)

и нелокальное условие среднего по времени

1

T

T∫

0

u(x, v, t) dt = ϕ(x, v). (3)

Обычно считаем, что

x = (x1, x2, x3) ∈ Ω ⊂ R
3
x , v = (v1, v2, v3) ∈ V ⊂ R

3
v , 0 6 t < +∞

или 0 6 t 6 T с заданным значением T > 0. Предполагаем, что Ω — ограниченная выпуклая
область в R

3
x с границей Γ ≡ ∂Ω, а V — шаровой слой в R

3
v вида

V ≡
{
v ∈ R

3
v : 0 < νmin 6 |v| 6 νmax <∞

}
(4)

с фиксированными положительными значениями νmin, νmax ∈ R, νmin < νmax. В краевом
условии (2) через Γ(−) обозначено множество таких (x, v), что x ∈ Γ, а вектор v ∈ V , прило-
женный к точке x, направлен внутрь области Ω.

Нелокальное условие (3) выражает среднее по времени и замещает традиционное началь-
ное условие

u(x, v, 0) = f(x, v), (x, v) ∈ Ω× V. (5)

Функция f(x, v) в формуле (5) сейчас неизвестна. Напротив, функция ϕ(x, v) в формуле (3)
предполагается заданной в Ω × V . Требуется восстановить решение u = u(x, v, t) из соотно-
шений (1)–(3). Другая полезная интерпретация: надо подобрать начальное состояние f(x, v)
так, чтобы решение стандартной задачи (1), (2), (5) обладало предписанным средним по вре-
мени (3).

Величины, входящие в уравнение переноса (1), имеют следующий физический смысл.
Функция u(x, v, t) описывает плотность распределения нейтронов, пролетающих через точку
x ∈ Ω со скоростью v ∈ V в момент времени t. Функция σa(x, v) является коэффициентом
поглощения нейтронов, а k(x, v, v′) есть ядро рассеяния, отвечающее за размножение нейтро-
нов.

Базовые сведения про уравнение переноса нейтронов см. в [1]–[3]. Наше исследование суще-
ственно использует стандартный полугрупповой подход [4]–[7], в рамках которого уравнение
переноса интерпретируют как эволюционное уравнение в банаховом пространстве L1(Ω×V ).
Среди множества работ, посвященных полугрупповой трактовке уравнения переноса, отме-
тим статьи [8]–[11], где обсуждаются характерные свойства возникающих полугрупп. Общая
теория нелокальных задач для эволюционных уравнений была развита в [12], [13]. В рабо-
те [14] отмечена глубокая внутренняя связь между нелокальными и обратными задачами
для эволюционных уравнений. Различные обратные задачи для уравнения переноса нейтро-
нов изучались в [15]–[19]. Однако, нелокальные (по времени) задачи для уравнения переноса
ранее почти не рассматривались. Возможно, что одно из первых обсуждений задачи переноса
с нелокальным условием среднего по времени проведено в недавней заметке [20], где было
взято уравнение простого переноса без интеграла столкновений. Наше настоящее исследова-
ние служит непосредственным продолжением этой работы.

2. ТЕХНИЧЕСКИЕ СВЕДЕНИЯ

В этом разделе перечислим технические требования, связанные с поставленной зада-
чей (1)–(3). Основным пространством, используемым в работе, является вещественное ба-
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нахово пространство L1(Ω× V ) с нормой

‖h‖ =
∫

Ω×V

|h(x, v)| dxdv, h ∈ L1(Ω× V ).

Через L1
+(Ω× V ) обозначаем конус неотрицательных функций в L1(Ω× V ). Как обычно, все

соотношения в Ω× V считаем выполненными почти всюду (п. в.).
С физической точки зрения выбранное пространство L1(Ω × V ) является наиболее есте-

ственным, поскольку функция u = u(x, v, t) в уравнении (1) имеет смысл «плотности распре-
деления нейтронов», и интеграл ∫

Ω×V

u(x, v, t) dxdv

выражает полное число частиц, находящихся в области Ω в момент времени t со всевоз-
можными скоростями v ∈ V (см. [2, с. 252]). Использование пространства L1(Ω × V ) имеет
и некоторые технические преимущества при оценке нормы полугруппы переноса.

Для того чтобы уравнение (1) с краевым условием (2) интепретировать как эволюционное
уравнение в пространстве L1(Ω × V ) введем основной оператор A по формуле

A := A0 − Ja +K, (6)

где операторы A0, Ja, K имеют вид

(A0ψ)(x, v) := −v∇xψ(x, v), (7)

(Jaψ)(x, v) := σa(x, v)ψ(x, v), (8)

(Kψ)(x, v) :=

∫

V

k(x, v, v′)ψ(x, v′) dv′, (9)

при п. в. (x, v) ∈ Ω× V . Здесь

v∇xψ(x, v) =
d

ds
ψ(x+ sv, v)

∣∣∣∣
s=0

(10)

означает производную в точке x ∈ Ω по направлению вектора v ∈ V .
Предполагаем, что функция σa ∈ L∞(Ω× V ) неотрицательна в Ω× V . Интегральное ядро

k(x, v, v′) считаем измеримым и неотрицательным на Ω×V × V . Кроме того, требуем, чтобы
k(x, · , v) ∈ L1(V ) при п. в. (x, v) ∈ Ω× V с дополнительным условием, что величина

σp(x, v) ≡
∫

V

k(x, v′, v) dv′, (x, v) ∈ Ω× V, (11)

принадлежит L∞(Ω× V ).
Функция σp(x, v), определенная формулой (11), называется коэффициентом размножения

нейтронов, равным количеству частиц, порождаемых из состояния (x, v) во всех остальных со-
стояниях (x, v′) за счет рассеяния и деления. Непосредственно проверяется, что интегральный
оператор K из формулы (9) является линейным ограниченным в пространстве L1(Ω × V ),
причем ‖K‖ 6 ess sup

Ω×V
σp(x, v).

Пару функций 〈σa, k 〉, удовлетворяющую перечисленным условиям, назовем регулярной
парой (см. [1, с. 259]).
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Как обычно (см. [2, с. 253]), оператор A0 из формулы (7) называется оператором простого
переноса, оператор Ja из формулы (8) — оператором поглощения, а интегральный оператор
K из формулы (9) — оператором рассеяния. Вводят также комбинированный оператор

A1 := A0 − Ja = −v∇x − σa(x, v), (12)

называемый оператором потока с поглощением.
Основной оператор A из формулы (6), а также операторы A0 и A1 определены на общей

области определения
D0(Ω× V ) ≡ D0( v∇x ; Ω× V ), (13)

плотной в пространстве L1(Ω × V ) и совпадающей с естественной областью определения
оператора (10). Точное определение дается так (подробнее см. [20]).

Введем вспомогательную краевую функцию τ0(x, v), определенную всюду в Ω×V по фор-
муле

τ0(x, v) ≡ sup { τ ∈ R : x− vτ ∈ Ω }. (14)

Функция τ0(x, v) выражает время свободного пробега от точки x ∈ Ω до границы Γ со скоро-
стью (−v). По определению функция ψ ∈ L1(Ω × V ) принадлежит множеству (13), если при
п. в. (x, v) ∈ Ω× V функция ψ(x+ vτ, v) определена на отрезке

−τ0(x, v) 6 τ 6 τ0(x,−v) (15)

и удовлетворяет условиям:

(i) ψ(x+ vτ, v) абсолютно непрерывна по τ на отрезке (15);

(ii) ψ(x+ vτ, v)
∣∣
τ=−τ0(x,v)

= ψ(x− vτ0(x, v), v) = 0.

Для таких функций ψ ∈ D0(Ω×V ) дифференциальный оператор (10) будет корректно опре-
делен п. в. в Ω× V .

Перейдем к полугруппам, связанным с указанными операторами (ср. с [2, гл. 12]). Непо-
средственная проверка показывает, что операторы A0, A1 из формул (7), (12) являются про-
изводящими для соответствующих полугрупп U0(t), U1(t) класса C0, действующих при t > 0
на элемент h ∈ L1(Ω× V ) по правилам

(U0(t)h)(x, v) = χΩ(x− vt)h(x − vt, v), (16)

(U1(t)h)(x, v) = χΩ(x− vt)h(x − vt, v) exp


−

t∫

0

σa(x− vs, v) ds


 . (17)

Здесь χΩ : R3
x → R — характеристическая функция множества Ω. Формулы (16), (17) подра-

зумевают, что (U0(t)h)(x, v) ≡ 0 и (U1(t)h)(x, v) ≡ 0 при x− vt /∈ Ω.
В силу ограниченности оператора K полный оператор A = A1+K является производящим

для полугруппы U(t) класса C0, удовлетворяющей интегральному уравнению Дюамеля

U(t) = U1(t) +

t∫

0

U1(t− s)KU(s) ds, t > 0, (18)

с полугруппой U1(t) из формулы (17). В свою очередь, из (18) выводится известное разложе-
ние Дайсона–Филлипса

U(t) =

∞∑

n=0

Wn(t), W0(t) ≡ U1(t), Wn(t) ≡
t∫

0

U1(t− s)KWn−1(s) ds. (19)
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Подробности см. в [7, с. 163].
Отметим еще свойства перечисленных полугрупп. В пространстве L1(Ω × V ), полуупо-

рядоченном при помощи замкнутого конуса L1
+(Ω × V ), полугруппы U0(t), U1(t) являются

позитивными, т. е. состоят из положительных операторов (теорию см. в [5]). Сравнивая (16)
и (17), замечаем, что

0 6 U1(t) 6 U0(t), t > 0,

в смысле все той же полуупорядоченности L1(Ω×V ). Учитывая формулу (19) и положитель-
ность оператора K, имеем соотношение

0 6 U1(t) 6 U(t), t > 0.

В частности, полугруппа U(t) также позитивна в пространстве L1(Ω× V ).
В работе [18, с. 59–61] в развитие идей [1, с. 260–262] показано, что полугруппа U(t) удо-

влетворяет оценке
‖U(t)‖ 6 e−αt, t > 0, (20)

со значением
α ≡ ess inf

Ω×V
(σa(x, v)− σp(x, v)).

Здесь σa(x, v) — коэффициент поглощения из уравнения (1), а функция σp(x, v) определена
формулой (11).

С физической точки зрения случай σa(x, v) 6 σp(x, v) называется режимом генерации,
а случай σa(x, v) > σp(x, v) — режимом поглощения (см. [1, с. 260]). Обратим особое внима-
ние на условие строгого поглощения

α ≡ ess inf
Ω×V

(σa(x, v) − σp(x, v)) > 0. (21)

В силу (20) условие (21) гарантирует, что полугруппа U(t), порожденная основным операто-
ром A, является экспоненциально сжимающей.

Полугрупповой подход позволяет ввести понятие обобщенного решения поставленной нело-
кальной задачи (1)–(3), как функции вида

u(x, v, t) = (U(t)f)(x, v), (x, v) ∈ Ω× V, t > 0. (22)

Здесь f ∈ L1(Ω× V ), и тогда u ∈ C
(
[0,+∞); L1(Ω× V )

)
. Требуем, чтобы такая функция u =

u(x, v, t) удовлетворяла заданному условию (3). Если в формуле обобщенного решения (22)
оказалось, что f ∈ D0(Ω × V ) для введенного выше множества (13), то указанное решение
задачи (1)–(3) будем называть классическим (в смысле теории полугрупп). В этом случае
u ∈ C1

(
[0,+∞); L1(Ω× V )

)
, и u( · , · , t) ∈ D0(Ω × V ) для любого значения t > 0. Уточним,

что интеграл в (3) понимаем как векторный интеграл Римана, вычисляемый по норме L1(Ω×
V ).

Используя отмеченные соображения, временно заменим исходную задачу (1)–(3) задачей
для абстрактного дифференциального уравнения в банаховом пространстве.

3. АБСТРАКТНАЯ НЕЛОКАЛЬНАЯ ЗАДАЧА

В банаховом пространстве E с нормой ‖ · ‖ рассмотрим задачу о нахождении решения
дифференциального уравнения

du(t)

dt
= Au(t), t > 0, (23)
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из нелокального условия среднего по времени

1

T

T∫

0

u(t) dt = ϕ (24)

с фиксированным значением T > 0. Как видим, формула (24) согласована с исходным услови-
ем (3). Предполагаем, что линейный замкнутый оператор A с плотной областью определения
D(A) ⊂ E порождает в пространстве E полугруппу U(t) класса C0. Элемент ϕ считаем за-
данным в E.

Обобщенным решением абстрактной задачи (23), (24) будем называть векторную функ-
цию u(t) = U(t)f с элементом f ∈ E, выбранным так, чтобы выполнялось нелокальное
условие (24). Если, дополнительно, f ∈ D(A), то решение u(t) = U(t)f называем классиче-
ским. В подобных определениях считаем, что t > 0. Можно, конечно, ограничиться случаем
0 6 t 6 T .

Хорошо известно (см. [6, с. 5]), что при любом выборе элемента f ∈ E интеграл (24) с функ-
цией u(t) = U(t)f должен принадлежать D(A). Поэтому требование ϕ ∈ D(A) необходимо
для разрешимости нелокальной задачи (23), (24). Считаем выполненным такое предположе-
ние. Используя схему работы [12], установим следующий результат.

Теорема 1. Пусть линейный замкнутый оператор A порождает полугруппу U(t) клас-
са C0, удовлетворяющую оценке

‖U(t)‖ 6Me−αt, t > 0, (25)

с константами M > 1 и α > 0. Тогда при любом выборе элемента ϕ ∈ D(A) нелокаль-
ная задача (23), (24) имеет и притом единственное обобщенное решение u(t) = U(t)f , где
элемент f представим рядом Неймана

f = −T
∞∑

k=0

U(kT )Aϕ, (26)

сходящимся по норме пространства E. Кроме того, справедлива оценка устойчивости

‖u(t)‖ 6 Ce−αt ‖Aϕ‖, t > 0, (27)

где C ≡M2 T/(1 − e−αT ) > 0, а значения M > 1 и α > 0 те же, что и в формуле (25).
Доказательство. Отметим, что условие (25) со значением α > 0 гарантирует, что ре-

зольвента оператора A определена в полуплоскости Reλ > −α. В частности, существует
ограниченный обратный оператор A−1 : E → E, выражаемый в виде

A−1h = −
∞∫

0

U(t)hdt, h ∈ E. (28)

По поводу такого представления см. [7, теорема II.1.10].
Выберем теперь ϕ ∈ D(A). Пусть функция u(t) = U(t)f с элементом f ∈ E есть обоб-

щенное решение задачи (23), (24). Применяя обратимый оператор A к условию (24), придем
к эквивалентному соотношению

Aϕ = A


 1

T

T∫

0

U(t)f dt


 =

U(T )f − f
T

. (29)
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Последний переход в (29) основан на известной формуле теории полугрупп (см. [6, с. 5]). Итак,
для того чтобы обобщенное решение u(t) = U(t)f удовлетворяло нелокальному условию (24)
необходимо и достаточно, чтобы элемент f был решением операторного уравнения

f −Bf = g (30)

с оператором B = U(T ) и правой частью g = −TAϕ.
В пространстве E введем эквивалентную норму

‖h‖α = sup
τ>0
‖ eατ U(τ)h ‖, h ∈ E,

с тем же значением α > 0, что и в формуле (25). Тогда ‖h‖ 6 ‖h‖α 6 M ‖h‖ для любого
элемента h ∈ E, и, согласно [4, с. 59], в этой норме

‖U(t)‖α 6 e−αt, t > 0. (31)

Поэтому
‖B‖α = ‖U(T )‖α 6 e−αT < 1. (32)

Оценка (32) гарантирует, что уравнение (30) однозначно разрешимо при любом заданном
элементе g ∈ E, и его решение f ∈ E представимо сходящимся рядом Неймана

f =

∞∑

k=0

Bkg =

∞∑

k=0

U(kT )g. (33)

Полагая g = −TAϕ, получим однозначно определенный элемент f ∈ E, пригодный для
обобщенного решения u(t) = U(t)f поставленной задачи (23), (24). При такой подстановке
формула (33) перейдет в (26). Обобщенное решение существует и единственно для любого
элемента ϕ ∈ D(A).

Осталось обосновать оценку устойчивости (27). Оценим элемент f из формулы (26). С уче-
том (31) имеем

‖f‖α 6 T
∞∑

k=0

‖U(kT )‖α ‖Aϕ‖α 6 T
∞∑

k=0

e−αkT ‖Aϕ‖α =
T

1− e−αT ‖Aϕ‖α.

Поскольку ‖f‖ 6 ‖f‖α и ‖Aϕ‖α 6M‖Aϕ‖, то

‖f‖ 6
MT

1− e−αT ‖Aϕ‖. (34)

Сочетая (25) и (34), получаем оценку (27) с константой C ≡ M2 T/(1 − e−αT ). Теорема
доказана.

Следующий результат поясняет, когда решение из теоремы 1 будет классическим.
Теорема 2. Пусть выполнены условия теоремы 1, и элемент ϕ ∈ D(A) в нелокальном

условии (24) выбран так, что Aϕ ∈ D(A). Тогда элемент f из формулы (26) тоже принад-
лежит D(A), и решение u(t) = U(t)f , построенное в теореме 1, будет классическим.

Доказательство. Следует из общих результатов [12].
Отметим особый случай, когда полугруппа U(t) является нильпотентной, т. е.

U(t) = 0, ∀ t > t0 > 0, (35)

с некоторым фиксированным значением t0 > 0. Этот специальный класс вырожденных полу-
групп естественно возникает при рассмотрении процесса простого переноса в ограниченной
области Ω (см. [20]). Установим следующий полезный факт.
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Теорема 3. Пусть линейный замкнутый оператор A порождает нильпотентную по-
лугруппу U(t) класса C0, удовлетворяющую соотношению (35) с фиксированным значением
t0 > 0. Тогда при любом выборе ϕ ∈ D(A) нелокальная задача (23), (24) имеет и притом
единственное решение u(t) = U(t)f , где элемент f представим в виде конечной суммы

f = −T
N0∑

k=0

U(kT )Aϕ, N0 ≡ ⌈ t0/T ⌉ − 1. (36)

Здесь через ⌈q ⌉ обозначен потолок числа q ∈ R, т. е. наименьшее целое число, большее или
равное q.

Доказательство. Выберем произвольное значение α > 0. Из условия (35) очевидно следует
оценка (25) с соответствующей константой M =Mα > 1. Теорема 1 применима. При этом

U(kT ) = 0, ∀ k ∈ N, k > t0/T. (37)

Но из (37) вытекает, что ряд Неймана (26) превращается в конечную сумму (36). Теорема
доказана.

Отметим, что в работе [21] представлены аналоги теоремы 3, относящиеся к линейным
обратным задачам для эволюционных уравнений.

Выделим особо случай, когда решение u(t) = U(t)f задачи (23), (24) оказывается неот-
рицательным. Пусть E — полуупорядоченное банахово пространство с замкнутым конусом
неотрицательных элементов E+ ≡ {h ∈ E : h > 0} (см. [5]). Установим следующий результат.

Теорема 4. Пусть выполнены условия теоремы 1. Пусть, дополнительно, пространство
E полуупорядочено при помощи замкнутого конуса E+ и полугруппа U(t) позитивна, т. е.
U(t)E+ ⊂ E+ при t > 0. Тогда для всякого элемента ϕ ∈ D(A), такого, что Aϕ 6 0, решение
u(t) = U(t)f задачи (23), (24) является неотрицательным.

Доказательство. Используем позитивность полугруппы U(t) и замкнутость в простран-
стве E конуса E+. При условии Aϕ 6 0 сумма ряда (26) будет неотрицательной. Поэтому
f > 0, и обобщенное решение u(t) = U(t)f тоже будет неотрицательным при всех значениях
t > 0. Теорема доказана.

Отметим еще, что выбор Aϕ 6 0 в теореме 4 автоматически означает неотрицательность
элемента ϕ ∈ D(A), ибо, согласно (28), очевидно имеем

ϕ = A−1(Aϕ) = −
∞∫

0

U(t)Aϕdt =

∞∫

0

U(t)(−Aϕ) dt > 0.

Такие элементы ϕ естественно считать усиленно положительными (см. [12]).
Применяя теоремы, установленные в этом разделе, получим «параллельные» результаты

для исходной задачи (1)–(3).

4. РЕЗУЛЬТАТЫ ДЛЯ УРАВНЕНИЯ ПЕРЕНОСА

Вернемся к уравнению переноса (1) с краевым условием (2) и заданным нелокальным
условием (3). Используем понятия, введенные в разделе 2. Основной результат состоит в
следующем.

Теорема 5. Пусть 〈σa, k 〉 — регулярная пара. Пусть выполнено условие строгого погло-
щения (21). Тогда при любом выборе функции ϕ ∈ D0(Ω × V ) нелокальная задача (1)–(3)
имеет и притом единственное обобщенное решение u(x, v, t) = U(t)f(x, v), где функция
f(x, v) представима рядом

f(x, v) = −T
∞∑

k=0

U(kT )Aϕ(x, v), (38)
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сходящимся по норме пространства L1(Ω × V ). Здесь основной оператор A определен по
формуле (6), а соответствующая полугруппа U(t) определена по формуле (19). Кроме того,
справедлива оценка устойчивости

‖u(x, v, t)‖ 6 Ce−αt ‖Aϕ(x, v)‖, t > 0, (39)

с константой C ≡ T/(1 − e−αT ) > 0, не зависящей от выбора функции ϕ ∈ D0(Ω × V ),
и значением α > 0 из формулы (21).

Доказательство. Согласно (20) и (21) полугруппа U(t), порожденная оператором A, яв-
ляется экспоненциально сжимающей, т. е. удовлетворяет нужной оценке (25) с константой
M = 1 и численным значением α > 0 из формулы (21). Требования теоремы 1 выполнены.
Выберем теперь функцию ϕ ∈ D0(Ω × V ) и рассмотрим задачу (1)–(3). Применяя теоре-
му 1, получим представление (38) и оценку устойчивости (39) с соответствующей константой
C ≡ T/(1− e−αT ) > 0. Теорема доказана.

Отметим еще условия, при которых решение задачи (1)–(3) будет классическим.
Теорема 6. Пусть выполнены условия теоремы 5, и функция ϕ ∈ D0(Ω× V ) в нелокаль-

ном условии (3) выбрана так, что v∇xϕ ∈ D0(Ω×V ). Тогда функция f(x, v) из формулы (38)
тоже принадлежит D0(Ω×V ), и решение u(x, v, t) = U(t)f(x, v), построенное в теореме 5,
будет классическим.

Доказательство. В силу конструкции оператора A (см. формулы (6)–(9)) требование
v∇xϕ ∈ D0(Ω × V ) эквивалентно тому, что Aϕ ∈ D0(Ω × V ) ≡ D(A). Оставшееся следу-
ет из теоремы 2.

Отдельно рассмотрим вырожденный случай, когда функция k(x, v, v′) ≡ 0. Поскольку
интеграл столкновений в (1) отсутствует, уравнение переноса приобретает вид

∂u

∂t
+ v∇xu+ σa(x, v)u = 0, u = u(x, v, t).

Установим следующий результат.
Теорема 7. Пусть k(x, v, v′) ≡ 0 в Ω×V ×V . Пусть функция σa ∈ L∞(Ω×V ) неотрица-

тельна в Ω×V . Тогда при любом выборе функции ϕ ∈ D0(Ω×V ) нелокальная задача (1)–(3)
имеет и притом единственное обобщенное решение u ≡ u(x, v, t), представимое в виде

u(x, v, t) = χΩ(x− vt) f(x− vt, v) exp


−

t∫

0

σa(x− vs, v)ds


 , (40)

с начальным условием

f(x, v) = T

n0(x,v)∑

k=0

ψ(x− vkT, v) exp


−

kT∫

0

σa(x− vs, v) ds


 , (x, v) ∈ Ω× V. (41)

Здесь ψ(x, v) ≡ (v∇x + σa(x, v))ϕ(x, v), а значение n0(x, v) вычисляется по правилу

n0(x, v) ≡
⌈
τ0(x, v)

T

⌉
− 1, (x, v) ∈ Ω× V, (42)

с функцией τ0(x, v) из формулы (14).
Доказательство. При k(x, v, v′) ≡ 0 основной производящий оператор A превращается

в оператор A1 из формулы (12) с соответствующей полугруппой U1(t), явно выраженной
в виде (17). Полугруппа U1(t) является нильпотентной: из формулы (17) следует, что U1(t) = 0
при t > t0 ≡ d/νmin, где d > 0 — диаметр области Ω, а νmin — минимальная абсолютная
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скорость из формулы (4). Воспользуемся специальной теоремой 3. В силу (36) начальное
условие f(x, v) выражается в виде

f(x, v) = T

N0∑

k=0

U1(kT )ψ(x, v), N0 ≡ ⌈ t0/T ⌉ − 1, (43)

с функцией ψ(x, v) = −A1ϕ(x, v) = (v∇x + σa(x, v))ϕ(x, v). Здесь

U1(kT )ψ(x, v) = χΩ(x− vkT )ψ(x − vkT, v) exp


−

kT∫

0

σa(x− vs, v) ds


 .

Ясно, что U1(kT )ψ(x, v) = 0 при условии x − vkT /∈ Ω, т. е. когда kT > τ0(x, v) или, что
эквивалентно, когда k > τ0(x, v)/T с функцией τ0(x, v) из формулы (14). Поэтому форму-
ла (43) допускает запись (41) со значением n0(x, v) из формулы (42). Согласно теореме 3
функция u(x, v, t) = U1(t)f(x, v) вида (40) является единственным обобщенным решением
задачи (1)–(3) при условии, что k(x, v, v′) ≡ 0. Теорема доказана.

Нетрудно проверить, что при подстановке начального условия (41) в формулу (40) резуль-
тат допускает явную запись

u(x, v, t) =





T

n0(x−vt,v)∑

k=0

ψ(x− v(t+ kT ), v) exp


−

t+kT∫

0

σa(x− vs, v) ds


, τ0(x, v) > t,

0, τ0(x, v) 6 t,

с функцией ψ(x, v) ≡ (v∇x + σa(x, v))ϕ(x, v) и значением

n0(x− vt, v) ≡
⌈
τ0(x− vt, v)

T

⌉
− 1 =

⌈
τ0(x, v) − t

T

⌉
− 1, (x, v) ∈ Ω× V.

Детальный анализ подобных формул и разбор свойств считающей функции n0(x, v) дан в на-
шей предыдущей работе [20].

Отметим еще, что требование неотрицательности функции σa(x, v) в теореме 7 являет-
ся излишним и не повляет на результат. Данное требование включено в теорему 7 для ее
согласования с общими предположениями настоящей работы.

В конце раздела дадим теорему о неотрицательности обобщенного решения нелокальной
задачи (1)–(3).

Теорема 8. Пусть выполнены условия основной теоремы 5. Считаем, что пространство
L1(Ω × V ) полуупорядочено при помощи замкнутого конуса L1

+(Ω × V ). Тогда при любом
выборе функции ϕ ∈ D0(Ω× V ), такой, что

Aϕ(x, v) 6 0, (x, v) ∈ Ω× V, (44)

с оператором A из формулы (6), обобщенное решение u(x, v, t) задачи (1)–(3) будет неотри-
цательным в Ω× V при всех t > 0.

Доказательство. Следует из теоремы 4 с учетом позитивности полугруппы U(t), порож-
денной основным оператором A из формулы (6).

Отметим, что решение u(x, v, t) в теореме 7 также будет неотрицательным при выполнении
условия A1ϕ(x, v) 6 0, аналогичного (44). Это следует из позитивности полугруппы U1(t)
и формулы (41) с функцией ψ(x, v) = −A1ϕ(x, v) = (v∇x + σa(x, v))ϕ(x, v).

Автор глубоко благодарен И. В. Тихонову за постановку задачи и поддержку в исследо-
вании.
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