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Аннотация. Введен в рассмотрение класс медленно меняющихся на бесконечности
функций и изучаются их свойства. Понятие медленно меняющейся функции (в разных
смыслах) используется в работах И. Н. Пака, М. Караматы, М. Р. Шмидта. В известной
монографии Ю. Г. Далецкого и М. Г. Крейна рассматривается близкий класс функций
который называется стационарный на бесконечности. Введенный в рассмотрение класс
функций является более широким чем стационарные на бесконечности функции. Для
исследования этого класса существенно используется теория банаховых пространств и
спектральная теория операторов. В работе, изучаются свойства медленно меняющихся
на бесконечности функций и получены критерии медленного изменения ограниченных
решений разностных уравнений.

Ключевые слова: медленно меняющиеся на бесконечности функции, интегрально
убывающие на бесконечности функции, разностные уравнения.

FUNCTIONS SLOWLY VARYING AT INFINITY
I. A. Trishina

Abstract. The following paper represents the results of our study of a class of functions
slowly varying at infinity. The is a similar class of functions called stationary at infinity which
was an object of study in the well-known monograph by G. Daletskii and G. Krein. The class
of functions under our study is wider than class functions stationary at infinity. As a result of
our research we discovered some criteria for a slow change of bounded solutions of difference
equations.

Keywords: functions slowly varying at infinity, functions integrated decreasing at infinity,
difference equations.

ВВЕДЕНИЕ

Пусть Cb(J,X) — банахово пространство непрерывных ограниченных функций, опреде-
ленных на J ∈ {R+,R} со значениями в комплексном банаховом пространстве X.

Пусть Cb,u(J,X) — замкнутое подпространство равномерно непрерывных ограниченных
функций. Через C0(J,X) обозначим (замкнутое) подпространство функций x ∈ Cb, исчезаю-
щих на бесконечности, т. е. lim

|t|→∞
‖x(t)‖ = 0, x ∈ Cb(J,X).

Через C0,int = C0,int(J,X) обозначим множество функций x : R → X со свойством

lim
α→∞

1

α
sup
t∈J

α∫

0

‖x(t+ s)‖ds = lim
α→∞

1

α
sup
t∈J

t+α∫

t

‖x(s)‖ds = 0,

т. е. равномерный предел средних сдвигов функции x по t равен нулю.
Лемма 1. Подпространство C0 = C0(J,X) содержится в C0,int(J,X).
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Утверждение 1. Имеет место равенство

C0,int(J,X) = {x ∈ Cb,u(J,X) : lim
N→∞

1

N
sup
t∈J

N∫

0

‖x(t+ s)‖ds = 0, N ∈ N}.

Доказательство. Пусть α = [α] + {α} и N = [α], где [α] — целая часть числа α и {α} —
его дробная часть. Поскольку | ‖a‖−‖b‖ |6 ‖a−b‖ для любых векторов a и b из X, получаем,
что имеют место оценки:

| 1
α

α∫

0

‖x(t+ s)‖ds− 1

N

N∫

0

‖x(t+ s)‖ds| 6

6 | 1
N

N∫

0

‖x(t+ s)‖ds + (
1

α
− 1

N
)

N∫

0

‖x(t+ s)‖ds+

+
1

α

N+{α}∫

N

‖x(t+ s)‖ds − 1

N

N∫

0

‖x(t+ s)‖ds| 6

6 |{α}
αN

N∫

0

‖x(t+ s)‖ds + 1

α

N+{α}∫

N

‖x(t+ s)‖ds − 1

N

N∫

0

‖x(t+ s)‖ds| 6

6
1

N2

N∫

0

‖x(t+ s)‖ds+ 1

N

N+1∫

N

‖x(t+ s)‖ds 6

6
1

N
(
1

N

N∫

0

‖x(t+ s)‖ds+ ‖x‖∞) 6
1

N
2‖x‖∞ → ∞, α→ ∞.

Пример 1. Построим четную функцию y из C0,int(R,X), не принадлежащую C0(R,X).
Для ее построения возьмем произвольную последовательность положительных чисел, обла-
дающих свойствами

1) tn+1 − tn > 2, n > 2;
2) lim

n→∞

tn
n = ∞;

и любую ограниченную последовательность (αn) чисел из R не сходящуюся к нулю, причем
|αn| 6 1, n ∈ N.

Функцию y из Cb,u(R,X) определим на R+ следующим образом:
1) y(tn) = αn, n > 2;
2) y(tn−1) = y(tn+1) = 0, n > 2;
3) на промежутке [tn − 1; tn + 1] функция y линейна и непрерывна;

4) y = 0 на R\
∞⋃
n=1

(tn − 1; tn + 1).

Докажем, что построенная функция y (рис. 1) (полагается что y(−t) = y(t), t > 0) принад-
лежит C0,int(R). Ясно, что она не принадлежит подпространству C0(R). Используя лемму 2,
получаем, что для любого t > 0

N∫

0

y(s+ t)ds 6

t+N∫

t

y(s)ds 6 kN ,
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где kN — число точек из последовательности (αN ), содержащихся на промежутке [t, t + N ].
Из свойства 2) последовательности (tn) следует, что

lim
N→∞

kn
N

= 0.

Ясно, что lim
N→∞

1
N

t+N∫
t

y(s)ds = 0 равномерно по t ∈ R. Таким образом, y ∈ C0,int(R).

В частности, приведенным условиям удовлетворяют следующие две последовательности:
tn = n2, n > 2 и αn = 1. График такой функции представлен на рис. 1.

Рис. 1. Функция y

Введем в рассмотрение функционал p : Cb,u → R+, определенный формулой

p(x) = lim
α→∞

1

α
sup
t∈R

α∫

0

‖x(s + t)‖ds.

Замечание 1. Непосредственно из определения подпространства C0,int и определения
функционала p следует, что C0,int совпадает с его ядром Kerp = {x ∈ Cb,u(J,X) : p(x) = 0}.

Лемма 2. Функционал p : Cb,u → R+ является полунормой и удовлетворяет оценке
p(x) 6 ‖x‖, x ∈ Cb,u.

Доказательство. Проверим аксиомы полунормы.
1). Очевидна неотрицательность функционала p.
2). Докажем свойство однородности функционала p.
Для любого числа β из C имеют место равенства

p(βx) = lim
α→∞

1

α
sup
t∈J

α∫

0

‖βx(s + t)‖ds =

= |β| lim
α→∞

1

α
sup
t∈J

α∫

0

‖x(s + t)‖ds = |β|p(x), x ∈ Cb,u(R,X).

3). Докажем неравенство p(x+ y) 6 p(x) + p(y), для любых x, y ∈ Cb,u(R,X);

p(x+ y) = lim
α→∞

1

α
sup
t∈J

α∫

0

‖(x(s + t) + y(t+ s))‖ds 6

6 lim
α→∞

1

α
sup
t∈J

(

α∫

0

‖x(s+ t)‖ds + ‖
α∫

0

‖y(s + t)‖ds) 6

6 lim
α→∞

1

α
sup
t∈J

α∫

0

‖x(s + t)‖ds + lim
α→∞

1

α
sup
t∈J

‖
α∫

0

‖y(s+ t)‖ds = p(x) + p(y).
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4). Из оценок

p(x) = lim
α→∞

1

α
sup
t∈R

α∫

0

‖x(s + t)‖ds 6 lim
α→∞

1

α
sup
t∈R

α∫

0

‖x‖ds 6 ‖x‖,

следует, что p(x) 6 ‖x‖, x ∈ Cb,u. Лемма доказана.
Лемма 3. Множество функций C0,int обладает следующими свойствами :

1) является замкнутым линейным подпространством из Cb,u(J,X);
2) инвариантно относительно сдвигов, т.е. S(t)x ∈ C0,int, для любой функции x ∈ C0,int и

любого t ∈ J;
3) является банаховым L1(R) — модулем (см. [1], [2]), если J = R.
Доказательство. 1) Докажем что множество функций C0,int является линейным подпро-

странством из Cb,u(J,X). Пусть x, y — любые две функции из C0,int и β, γ ∈ C. Тогда

lim
α→∞

1

α
sup
t∈J

α∫

0

‖(βx(s + t) + γy(t+ s))‖ds 6

6 lim
α→∞

1

α
sup
t∈J

(

α∫

0

‖βx(s + t)‖ds +
α∫

0

‖γy(t+ s)‖ds) 6

6 |β| lim
α→∞

1

α
sup
t∈J

α∫

0

‖x(s + t)‖ds + |γ| lim
α→∞

1

α
sup
t∈J

α∫

0

‖y(t+ s)‖ds = 0.

Докажем замкнутость подпространства C0,int.
Пусть последовательность функций (xn) из C0,int сходится к x0 из Cb,u(J,X), т.е. ‖xn −

x0‖∞ = 0.
Поскольку

p(x0) = p(xn + x0 − xn) 6 p(xn) + p(x0 − xn) = 0 + ‖x0 − xn‖∞ → 0,

то p(x0) = 0, т. е. x0 ∈ C0,int согласно замечанию 1.
2) Докажем, что множество функций C0,int инвариантно относительно сдвигов. Для лю-

бого τ ∈ J рассмотрим сдвиг S(τ)x функции x ∈ C0,int и тогда

p(S(τ)x) = lim
α→∞

1

α
sup
t∈J

‖
α∫

0

x(t+ s+ τ)ds‖ 6 p(x) = 0.

3) Докажем что множество функций C0,int является банаховым L1(R)–модулем. Поскольку
функция x ∈ C0,int(R,X) равномерно непрерывна, то и равномерно непрерывна функция τ 7→
S(−τ)x : R → C0,int(R,X). Следовательно, для любого ε > 0 существуют числа α1, ..., α2 ∈ C

и τ1, ..., τ2 ∈ R такие, что

‖
∞∫

−∞

f(τ)S(−τ)xdτ −
n∑

i=1

αiS(−τi)x‖ < ε

.
Тогда имеет место оценка

p(f ∗ x) = p(

∞∫

−∞

f(τ)S(−τ)xdτ −
n∑

i=1

αiS(−τi)x+

n∑

i=1

αiS(−τi)x) 6
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ε+ p(

n∑

i=1

αiS(−τi)x) 6 ε+

n∑

i=1

αip(S(−τi)x) = ε.

Следовательно, в силу произвольности ε получаем, что p(f ∗x) = 0, т.е. f ∗x ∈ C0,int(R,X).
Лемма доказана.

Отметим что в работах [2] и [3] давалось определение медленно меняющейся функции с
использованием подпространства C0 = C0(R,X).

Символом C0 будем обозначать одно из двух подпространств C0(J,X) и C0,int(J,X). Далее
используется запись C0 ∈ {C0, C0,int}.

Определение 1. Функция x ∈ Cb,u(J,X) называется медленно меняющейся на беско-
нечности функцией, относительно подпространства C0, если для каждого α ∈ J выполнено
S(α)x− x ∈ C0.

Множество всех медленно меняющихся на бесконечности функций из Cb,u(J,X) относи-
тельно подпространства C0,int будем обозначать через Csl,int(J,X) и через Csl(J,X) — относи-
тельно подпространства C0 Из леммы 1 следует, что Csl(J,X) ⊂ Csl,int(J,X). Непосредственно
из определения следует, что Csl,int(J,X) является замкнутым подпространством из Cb,u(J,X),
инвариантным относительно сдвигов функций.

Лемма 4. Если y ∈ C0,int(R,X), то для любого числа t ∈ R функция z(s) =
s+t∫
s
y(τ)dτ, s ∈

R, также принадлежит C0,int.
Доказательство. Представим функцию z в виде z = f ∗ y, где f = χ[−1,0], тогда

z(t) = (χ[−t,0] ∗ y)(t) =
+∞∫

−∞

χ[−t,0](t− τ)y(τ)dτ =

+∞∫

−∞

χ[−t,0](s)y(s − τ)dτ =

=

0∫

t

y(s− τ)dτ =

s+t∫

s

y(u)du.

Тогда из свойства 3) леммы 3 следует что функция z ∈ C0,int. Лемма доказана.
Пример 2. Приведем пример медленно меняющейся в силу определения 1 функцию,

которая строится по последовательности (см. пример 1) tn = n2 и

αn =

{
1, если n четное
−1, если n нечетное

Определим функцию z : R → C формулой

z =

s∫

0

y(τ)dτ,

где y ∈ C0,int(R) — функция из примера 1, построенная по рассматриваемым последователь-
ностям (αn) и (tn) Проверим, что она принадлежит пространству Csl,int. Из равенств

z(s+ t)− z(s) =

s+t∫

0

y(τ)dτ −
s∫

0

y(τ)dτ =

s+t∫

s

y(τ)dτ, s ∈ R,

и свойства 3) леммы 3 следует, что функция S(t)z − z принадлежит C0,int, т.е. z ∈ Csl,int(R).
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1. СВОЙСТВА МЕДЛЕННО МЕНЯЮЩИХСЯ
НА БЕСКОНЕЧНОСТИ ФУНКЦИЙ

В этом параграфе используются ранее введенные пространства. Рассмотрим пространство
Cb,u = Cb,u(J,X), подпространство C0,int = C0,int(J,X) и факторпространство X = Cb,u/C0,int.
Напомним, что символом Csl,int обозначаем пространство медленно меняющиеся на бесконеч-
ности функции относительно подпространства C0,int.

Свойства медленно меняющихся функций относительно подпространства C0 так же были
отмечены в работах [4], [5].

Пример 3. Построим четную функцию y из Csl,int(R,X). Для ее построения возьмем
произвольную последовательность (tn) положительных чисел, обладающих свойствами

1) tn+1 − tn > 2, n > 2;
2) lim

n→∞

tn
n = ∞;

и любую последовательность (t′n) чисел из R такую, что:
1) tn < t′n, для любого n ∈ N;
2) t′n < tn + 1 для любого n ∈ N;
3) lim

n→∞
(t′n − tn) = ∞.

Функцию y из Csl,int(R,X) определим на R+ следующим образом:
1) на промежутке [tn; t

′
n] функция y = 1, n > 0;

2) на промежутке (t′n; tn + 1) и (t′n + 1; tn + 2) функция линейна
и непрерывна;
3) на промежутке [tn + 1; t′n + 1] функция y = −1.
Докажем что построенная функция y (полагается что y(−t) = y(t), t > 0) принадлежит

Csl,int.
Определим функцию z : R → C формулой

z =

s∫

0

y(τ)dτ.

Проверим, что она принадлежит пространству Csl,int. Из равенств

z(s+ t)− z(s) =

s+t∫

0

y(τ)dτ −
s∫

0

y(τ)dτ =

s+t∫

s

y(τ)dτ, s ∈ R,

и свойства 3) леммы 5 следует, что функция S(t)z − z принадлежит C0,int, т.е. z ∈ Csl,int(R).
Определение 2. Пусть ε > 0. Число ω ∈ J называется ε-периодом функции x ∈ Cb,u(J,X),

если существует функция x0 ∈ C0,int(J,X), такая что ‖S(ω)x − x − x0‖ < ε Множество ε-
периодов функции x обозначим через Ω∞(x, ε).

Замечание 1. Непосредственно из определения медленно меняющейся на бесконечности
функции относительно подпространства C0,int следует, что любое число ω ∈ J является ее
ε–периодом.

Лемма 5. Csl,int(R,X) — замкнутое линейное подпространство из Cb(R,X), инвариантное
относительно операторов сдвига S(t) : Cb,u(R,X) → Cb,u(R,X), t ∈ R.

Доказательство. Для любых α, γ, β ∈ R и любых функций x, y ∈ Csl,int(R,X) справед-
ливо равенство

S(α)(γx + βy)− (γx+ βy) = γ(S(α)x − x) + β(s(α)y − y) ∈ C0,int(R,X).
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Таким образом, (γx + βy) ∈ Csl,int(R,X). Покажем теперь, что для любых t0 ∈ R и x ∈
Csl(R) функция S(t0)x принадлежит Csl(R). Из представления

S(α)S(t0)x− S(t0)x = S(t0)(S(α)x − x), t0, t ∈ R,

и сильной непрерывности оператора сдвига S(t0)x следует, что S(t0)x ∈ Csl,int(R,X), а значит,
пространство Csl,int(R,X) инвариантно относительно оператора сдвига.

Пусть последовательность (xn), n ∈ N, из Csl,int(R,X) сходится к x0 ∈ Cb,u(R,X).Тогда
для любого α ∈ R

S(α)x0 − x0 = lim
n→∞

(S(α)xn − xn) ∈ C0,int(R,X).

В силу замкнутости подпространства функций C0,int(R,X). Следовательно, x0 ∈
Csl,int(R,X).

Лемма 6. Пространство медленно меняющихся функций Csl,int(R+,X) несепарабельно.
Доказательство. Рассмотрим семейство функций
{xα, α > 0} из Cb,u(R+,X) вида: xα(t) = eiα ln(1+t), α > 0, t > 0.
Покажем, что {xα, α > 0} ⊂ Csl(R+) ⊂ Csl,int(R+). Для любого τ ∈ R+ имеют место

равенства:
sup
t>0

‖xα − xβ‖ = sup
t>0

‖eiαln(1+t) − eiβln(1+t)‖ =

= sup
t>0

‖eiln(1+t)α
β − 1| =

√
2, α 6= β, α, β ∈ R+.

Таким образом, в пространстве Csl,int(R+,X) содержится семейство функций {xα, α > 0},
состоящее из континуума линейно независимых функций, расстояние между которыми не
меньше 2. Это значит, что пространство Csl,int(R+) несепарабельно.

Лемма 7. Пространство Csl,int(J,X) -полное банахово пространство.
Доказательство. Возьмем последовательность функций (xn) ∈ Csl,int(J,X), сходящуюся

в Cb,u к x0. Тогда
lim
n→∞

(S(α)xn − xn) = S(α)x0 − x0.

Так как S(α)xn−xn ∈ C0,int(J,X) и C0,int(J,X) — замкнутое подпространство, то S(α)x0−
x0 ∈ C0,int(J,X). Следовательно x0 ∈ Csl,int(J,X).

Лемма 8. Пространство Csl,int(R,X) является банаховым L1(R) — модулем, структура
которого определяется формулой свертки:

(f ∗ x)(t) =
∫

R

f(t− s)x(s)ds, f ∈ L1(R), x ∈ Csl,int(R,X).

Доказательство. Покажем корректность определения свертки, т.е. докажем включе-
ние f ∗ x ∈ Csl,int(R,X), для любых f ∈ L1(R) и x ∈ Csl,int(R,X). Из представле-
ния (f ∗ x)(t) =

∫
R

f(t − s)x(s)ds, f ∈ L1(R), x ∈ Csl(R) , непрерывности отображения

τ 7→ S(−τ)x : R → Cb,u(R) и определения интеграла следует, что функция f ∗ x является
пределом в Cb,u(R,X) линейных комбинаций сдвигов функции x. Для любого α ∈ R и любой
функции x0 ∈ Csl,int(R,X) функция y0, определяемая равенствами y0 = S(α)f ∗ x0 − f ∗ x0 =∫
R

f(τ)S(−τ)(S(α)x0 − x0)dτ = (f ∗ (S(α)x0 − x0))(t), есть предел в Cb,u(R,X) линейных ком-

бинаций сдвигов функции S(α)x0 − x0, принадлежащей C0,int(R,X). В силу замкнутости
подпространства C0,int(R,X), функция y0 принадлежит C0,int(R,X).

Далее через (eα, α ∈ Ω), где Ω — некоторое направленное множество, обозначим ограни-
ченную аппроксимативную единицу (о.а.е.) в алгебре L1(R), для которой êα(0) = 1, α ∈ Ω.
Отметим следующий результат.
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Лемма 9. Для того что бы функция x ∈ X принадлежала пространству Csl,int, необходимо
и достаточно, чтобы f ∗x ∈ C0,int, для любой функции f ∈ L1(R), удовлетворяющей условию
f̂(0) = 0.

Доказательство. Необходимость. Рассмотрим функцию f ∈ L1(R) вида f = S(t)τ−τ , где
τ ∈ L1(R), t ∈ R. Эта функция обладает свойством f̂(0) = 0. По тауберовой теореме Винера
множество таких функций плотно в максимальном идеале M = {f ∈ L1(R) : f̂(0) = 0}.
Следовательно достаточно доказать утверждение леммы для функции f рассматриваемого
вида. Пусть x ∈ Csl,int(R,X). Так как S(t)x− x ∈ C0,int(R,X), получим

f ∗ x = (S(t)τ − τ) ∗ x = τ(S(t)x− x) ∈ C0,int(R,X).

Достаточность. Пусть t ∈ R и (eα) — ограниченная аппроксимационная единица из
алгебры L1(R). Так как

eα ∗ (S(t)x− x) = (S(t)eα − eα) ∗ x = fα ∗ x

и f̂α(0) = 0, то eα ∗ (S(t)x − x) ∈ C0,int. Поскольку C0,int ⊂ X , тогда

S(t)x− x = lim
α
eα ∗ (S(t)x− x) ∈ C0,int.

Используемые результаты из гармонического анализа, функций и векторов, содержаться
в работах [1]–[3], [6]–[10].

2. ПРИЛОЖЕНИЕ К РАЗНОСТНЫМ УРАВНЕНИЯМ

В банаховом пространстве Cb,u(J,X), где X конечномерное банахово пространство, рас-
смотрим разностное уравнение

x(t+ 1) = Bx(t) + y(t), t ∈ R, (1)

где y ∈ C0,int(J,X), B ∈ EndX со свойством σ0 = σ(B) ∩ T = {1} — простое собственное
значение и σ(B) — спектр оператора B.

Пусть P0 — проектор, построенный по спектру оператора B и BP0 = P0.
Теорема 1. Каждое ограниченное, равномерно непрерывное решение x : R → X уравне-

ния (1) является медленно меняющейся на бесконечности функцией x ∈ Csl,int.
Доказательство. Спектр оператора B ∈ EndX представим в виде

σ(B) = σ0 ∪ σin ∪ σout,

где σ0 = σ(B) ∩ T = {1}, T = {λ ∈ C : |λ| = 1};
σin = {λ ∈ σ(B) : |λ| < 1} — совокупность собственных значений, лежащих внутри окруж-

ности;
σout = {λ ∈ σ(B) : |λ| > 1} — совокупность собственных значений, лежащих вне окруж-

ности. В соответствии с этим разбиением спектра рассмотрим проекторы P0, Pin, Pout, ко-
торые соответственно построены по спектральным множествам σ0, σin, σout. Таким образом,
I = P0+Pin+Pout. Эти проекторы индуцируют разложение X = X0⊕Xin⊕Xout пространства
Х, где X0 = ImP0,Xin = ImPin,Xout = ImPout. Эти подпространства являются инвариант-
ными для оператора B. Обозначим B0 = B|X0, Bin = B|Xin, Bout = B|Xout. Таким образом,
B = B0 ⊕Bin ⊕Bout относительно построенного разложения пространства X. Применяя про-
ектор Pin к обеим частям уравнения (1), получим функцию xin = Pinx, удовлетворяющую
равенству

S(1)xin(t) = Binxin(t) + yin(t), yin = Piny ∈ C0,int, t ∈ J (2).
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Из (2) следует, что
(I −BinS(−1))xin = S(−1)yin. (3)

Поскольку ‖S(−1)‖ = 1, BinS(−1)xin(t) = S(−1)Binxin(t), t ∈ J, и спектральный радиус
r(Bin) оператора Bin меньше единицы, то оператор I − BinS(−1) обратим и из (3) следует,

что xin = (I − BinS(−1))−1S(−1)yin =
∞∑
k=0

Bk
inS(−k − 1)yin. Ясно, что xin ∈ C0,int(R,X).

Аналогичный результат получим при применении проектора Pout к уравнению (1):

(S(1)xout)(t) = Boutxout(t) + yout(t), yout = Pouty ∈ C0,int. (4)

Оператор Bout обратим и σ(B−1
out) = { 1

λ , λ ∈ σout}, т.е. его спектральный радиус меньше
единицы. Используя перестановочность оператора SN c Bout из (4), получим равенства

S(1)B−1
outxout(t) = xout(t) +B−1

outyout(t), t ∈ J,

или

(I − S(1)B−1
out)xout(t) = −B−1

outyout(t), t ∈ J.

Таким образом,

xout = −(I − S(1)B−1
out)

−1B−1
outyout =−

∞∑
k=0

(B−1
outS(1))

kB−1
outyout, yout ∈ C0,int.

Из этой формулы следует, что xout ∈ C0,int(R,X).
Для P0 справедливо

BP0 = P0.

Применяя проектор P0 к разностному уравнению (1), получим

x0(t+ 1)− x0(t) = y0(t), t ∈ J,

где x0(t) = P0x(t) и y0(t) = P0y(t), где t ∈ J. Таким образом установлено, что функция
S(1)x0 − x0 принадлежит пространству C0,int. Поскольку y0 ∈ C0,int, то x0 ∈ Csl,int.

В итоге получаем, что функция x представима в виде x = x0 + xin + xout. Следовательно
x ∈ Csl,int.
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