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Аннотация. Рассматривается задача для системы линейных дифференциальных
уравнений с частными производными, описывающая стационарное распределение теп-
ла в плоскости, состоящей из двух полуплоскостей, заполненных различными неодно-
родными материалами. Коэффициенты внутренней теплопроводности материалов имеют
экспоненциальный вид и могут быть различными в каждой из полуплоскостей. В каче-
стве дополнительных условий для системы дифференциальных уравнений заданы скачки
температуры и теплового потока через линию раздела материалов. Вид дополнительных
условий моделирует наличие трещины на линии раздела материалов. Обнуление допол-
нительных условий вне некоторого отрезка моделирует наличие конечной трещины на
этом отрезке. В работе дается определение классического решения рассмотренной задачи
и доказывается единственность решения.

Ключевые слова: задача трансмиссии, краевые условия, обобщенная задача, урав-
нение стационарной теплопроводности, трещина.

ABOUT THE UNIQUENESS OF THE SOLUTION OF THE
PROBLEM WHICH IMPLIES THE HEAT DISTRIBUTION IN
A PLANE WITH A CRACK AT AN INTERFACE BETWEEN

TWO MATERIALS
A. S. Ryabenko, A. S. Chernikova

Abstract. The problem for the system of linear partial differential equations is examined
which describes the stationary heat distribution in the plane consisting of two half-planes filled
with different non-homogeneous materials. The coefficients of the internal thermal conductivity
of materials have an exponential form and can be different in each of the half-planes. The jumps
of the temperature and the heat flux through the line of division of the materials are given
as additional conditions for the system of partial differential equations. Type of additional
conditions models a crack between the materials. Zeroing additional conditions outside the
some segment models a finite crack on this segment. A definition of the classical solution of
this problem is given in this paper. Uniqueness of the solution is proved.

Keywords: transmission problem, boundary conditions, general problem, steady heat
conduction equation, crack.

1. ВВЕДЕНИЕ

На протяжении последних лет ведется активное исследование тепловых процессов в ма-
териалах с трещинами. Так, например, в работе [1] рассматривалась задача в биматериале
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с системой частично теплопроницаемых трещин и тепловым источником; в работе [2] изу-
чалось распределение тепла в материале с ориентированной трещиной; в работах [3]-[9] изу-
чалось распределение тепла в функционально-градиентных материалах, заполняющих всю
плоскость, с одной конечной трещиной; работы [10]-[14] были посвящены изучению стацио-
нарного распределения тепла в функционально-градиентном биматериале, заполняющем всю
плоскость с конечной или полуограниченной трещиной.

В статье рассматривается задача, описывающая стационарное распределение тепла в плос-
кости, состоящей из двух полуплоскостей, заполненных различными неоднородными матери-
алами. В качестве дополнительных условий заданы скачки температуры и теплового потока
через линию раздела материалов. Вид дополнительных условий моделирует конечную тре-
щину на линии раздела материалов.

Описанная задача ранее изучалась в работе [10], в которой было дано определение класси-
ческого решения задачи и построены явные формулы представления решения задачи, одна-
ко вопрос единственности решения не был рассмотрен. Данная работа посвящена изучению
единственности решения задачи из работы [10].

2. ОБОЗНАЧЕНИЯ. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассматривается пространство R2 и его подобласти R2
+ = {x = (x1,x2)| x1 ∈ R; x2 > 0} и

R2
− = {x = (x1,x2)| x1 ∈ R; x2 < 0}. Предполагается, что полуплоскости R2

+ и R2
− заполнены

различными неоднородными материалами с коэффициентами внутренней теплопроводности
k1(x) = c1e

k1x2 и k2(x) = c2e
k2x2 соответственно, где c1, c2 — произвольные, отличные от

нуля константы, а k1, k2 — произвольные положительные константы.
Уравнения div (k1,5∓0,5(x) grad u1,5∓0,5(x)) = 0 описывают стационарное распределение

тепла в полуплоскостях R2
±. С учетом вида коэффициентов внутренней теплопроводности

в R2
+ и R2

− уравнения стационарного распределения тепла примут вид

∆up(x) + kp
∂up(x)

∂x2
= 0, x ∈ R

2
sgn (3−2p), p = 1; 2, (1)

где ∆ = ∂2

∂x2
1

+ ∂2

∂x2
2

— оператор Лапласа.

В качестве дополнительных условий задаются скачки температуры и теплового потока
через линию раздела материалов:

u1(x1, + 0)− u2(x1, − 0) = q0(x1), x1 ∈ R, (2)

∂u1(x1, + 0)

∂x2
− ∂u2(x1, − 0)

∂x2
= q1(x1), x1 ∈ R. (3)

Предполагается, что функции q0(x1) и q1(x1) принадлежат пространству C (R).
Дополнительные условия (2) и (3) моделируют наличие трещины на стыке полуплоскостей

R2
+ и R2

−.
Приведем определение решения задачи (1)–(3), сформулированное в [10].
Определение 1. Решением задачи (1)–(3) назовем пару функций u1(x) и u2(x), заданных

соответственно на R2
+ и R2

−, таких что u1(x) ∈ C2(R2
+) ∩ C1(R2

+), u2(x) ∈ C2(R2
−) ∩ C1(R2

−),
которые в обычном смысле удовлетворяют уравнениям (1), условиям (2) и (3), и таких что
функции e0,5k1x2u1(x), e0,5k1x2 ∂u1(x)

∂x1
, e0,5k1x2 ∂u1(x)

∂x2
ограничены на R2

+, функции e 0,5k2x2u2(x),

e 0,5k2x2 ∂u2(x)
∂x1

, e 0,5k2x2 ∂u2(x)
∂x2

ограничены на R2
−, функции e0,5k1x2 ∂2u1(x)

∂x2
1

, e0,5k1x2 ∂2u1(x)
∂x2

2

ограни-

чены при x2 > δ > 0, функции e0,5k2x2 ∂2u2(x)
∂x2

1

, e0,5k2x2 ∂2u2(x)
∂x2

2

ограничены при x2 6 −δ < 0,
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функция e0,5k1x2u1(x) принадлежит пространству L1(R
2
+), функция e0,5k2x2u2(x) принадле-

жит пространству L1(R
2
−), а функции u1(x1,+0), u2(x1,− 0), ∂u1(x1,+0)

∂x2
, ∂u2(x1,− 0)

∂x2
принадле-

жат пространству L1(R).
Аналогично тому, как было сделано в работе [10], с помощью замен

up(x1, x2) = e− 0,5kpx2vp(x1, x2), p = 1; 2, v2(x1, x2) = z(x1, − x2) (4)

задача (1)–(3) сводится к задаче относительно функций v1(x) и z(x):

∆v1(x)− 0,25k21v1(x) = 0, x ∈ R
2
+, (5)

∆z(x)− 0,25k22z(x) = 0, x ∈ R
2
+, (6)

v1(x1, + 0)− z(x1, + 0) = q0(x1), x1 ∈ R, (7)

−k1
2
v1(x1, + 0) +

∂v1(x1, + 0)

∂x2
+
k2
2
z(x1, + 0) +

∂z(x1, + 0)

∂x2
= q1(x1), x1 ∈ R. (8)

В работе [10] дано определение решения последней задачи, приведем его.
Определение 2. Решением задачи (5)–(8) назовем пару функций v1(x) и z(x), заданных

на R2
+, таких что v1(x),z(x) ∈ C2(R2

+) ∩ C1(R2
+), которые в обычном смысле удовлетворяют

уравнениям (5), (6), а также условиям (7), (8), и таких что функции v1(x), z(x),
∂v1(x)
∂x1

, ∂z(x)
∂x1

,
∂v1(x)
∂x2

, ∂z(x)
∂x2

ограничены на R2
+, функции ∂2v1(x)

∂x2
1

, ∂2v1(x)
∂x2

2

, ∂2z(x)
∂x2

1

, ∂2z(x)
∂x2

2

ограничены при x2 > δ >

0, функции v1(x), z(x) принадлежат пространству L1(R
2
+), а функции v1(x1,+0), z(x1,+0),

∂v1(x1,+0)
∂x2

, ∂z(x1,+0)
∂x2

принадлежат пространству L1(R).

3. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ЕДИНСТВЕННОСТИ
РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ (5)–(8)

Будем доказывать единственность решения задачи (5)–(8). Отметим, что из единственно-
сти решения задачи (5)–(8) и равенств (4) будет следовать единственность решения задачи
(1)–(3).

Предположим, что решение задачи (5)–(8) не единственно, то есть имеются две вектор-
функции

(
v11(x),z

1(x)
)

и
(
v21(x),z

2(x)
)
, удовлетворяющие равенствам (5)–(8) и дополнитель-

ным условиям, сформулированным в определении задачи (5)–(8), то есть при p = 1; 2

∆vp1(x)− 0,25k21v
p
1(x) = 0, x ∈ R

2
+, (9)

∆zp(x)− 0,25k22z
p(x) = 0, x ∈ R

2
+, (10)

vp1(x1, + 0)− zp(x1, + 0) = q0(x1), x1 ∈ R, (11)

−k1
2
vp1(x1, + 0) +

∂vp1(x1, + 0)

∂x2
+
k2
2
zp(x1, + 0) +

∂zp(x1, + 0)

∂x2
= q1(x1), x1 ∈ R. (12)

Вычтем из равенств (9)–(12) при p = 1 соответствующие равенства (9)–(12) при p = 2 и
введем обозначения

ω1(x) = v11(x)− v21(x), ω2(x) = z1(x)− z2(x), (13)

тогда относительно функций ω1(x) и ω2(x) получим следующую задачу:

∆ωp(x)− 0,25k2pωp(x) = 0, x ∈ R
2
+, p = 1; 2, (14)

ω1(x1, + 0)− ω2(x1, + 0) = 0, x1 ∈ R, (15)
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−k1
2
ω1(x1, + 0) +

∂ω1(x1, + 0)

∂x2
+
k2
2
ω2(x1, + 0) +

∂ω2(x1, + 0)

∂x2
= 0, x1 ∈ R. (16)

Продолжим функции ω1(x) и ω2(x) четным образом на R2
−:

W1(x) =

{
ω1(x1,x2), x2 > 0,
ω1(x1,−x2), x2 < 0;

W2(x) =

{
ω2(x1,x2), x2 > 0,
ω2(x1,−x2), x2 < 0,

(17)

и введем обозначения

[Wp(x)]x2=0 = lim
ε→+0

(Wp(x1, ε)−Wp(x1, − ε)) ,

[
∂Wp(x)

∂x2

]

x2=0

= lim
ε→+0

(
∂Wp(x1, ε)

∂x2
− ∂Wp(x1,−ε)

∂x2

)
,

где p = 1; 2.
В силу представлений (17) имеем:

[Wp(x)]x2=0 = 0, p = 1; 2;

[
∂Wp(x)

∂x2

]

x2=0

= 2
∂Wp(x1, + 0)

∂x2
, p = 1; 2. (18)

Замечание 1. Так как вектор-функции
(
v11(x),z

1(x)
)

и
(
v21(x),z

2(x)
)

являются решениями
задачи (5)–(8), то из (13) и (17) следует, что при p = 1; 2:

1) функции Wp(x) ∈ C2(R2\ {R× 0}) ∩C1(R2
+);

2) функции Wp(x),
∂Wp(x)
∂x1

, ∂Wp(x)
∂x2

ограничены в R2;

3) функции ∂2Wp(x)

∂x2
1

, ∂2Wp(x)

∂x2
2

ограничены при |x2| > δ > 0;

4) функции Wp(x) принадлежат пространству L1(R
2);

5) функции Wp(x1,+0), ∂Wp(x1,+0)
∂x2

принадлежат пространству L1(R).
Из замечания 1 следует, что функции W1(x) и W2(x) являются функциями медленного ро-

ста (см. [15]). Таким образом, их можно рассматривать как регулярные обобщенные функции
в S′(R2) (см. [15]).

Лемма 1. При p = 1; 2 функции, заданные равенствами (17), являются решениями сле-
дующих уравнений в S′(R2):

∆Wp(x)− 0,25k2pWp(x) = 2
∂Wp(x1, + 0)

∂x2
· δ(x2), (19)

где δ(x2) — дельта-функция Дирака.
Доказательство. Легко заметить, что для произвольной функции ψ(x) ∈ S(R2) суще-

ствует такая положительная постоянная c, что при x ∈ R2 справедливо неравенство

|ψ(x)| 6 c (1 + |x1|)− 2 (1 + |x2|)− 2 . (20)

Пусть ϕ(x) — произвольная основная функция из S(R2). Выясним, как действует функци-
онал ∆Wp(x)− 0,25k2pWp(x) на функцию ϕ(x). Воспользовавшись определением обобщенной
производной, получаем, что

(
∆Wp(x)− 0,25k2pWp(x),ϕ(x)

)
=

=
(
Wp(x),

∂2ϕ(x)
∂x2

1

)
+
(
Wp(x),

∂2ϕ(x)
∂x2

2

)
− 0,25k2p (Wp(x),ϕ(x)) .

(21)

Очевидно, что при j = 1; 2 справедливы представления
(
Wp(x),

∂2ϕ(x)
∂x2

j

)
= lim

ε→+0

(∫
R×[− ε; ε]Wp(x)

∂2ϕ(x)
∂x2

j
dx+

∫
R2
+\{R×[0; ε]}Wp(x)

∂2ϕ(x)
∂x2

j
dx +

+
∫
R2
−
\{R×[− ε; 0]}Wp(x)

∂2ϕ(x)
∂x2

j
dx

)
.

(22)
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Из замечания 1 и (20) следует, что при j = 1; 2

lim
ε→+0

∫

R×[− ε; ε]

Wp(x)
∂2ϕ(x)

∂x2j
dx = 0. (23)

С учетом замечания 1 и (20) несложно проверить, что справедлива оценка∫∞
ε

(∫ ∞
−∞ |Wp(x)|

∣∣∣∂
2ϕ(x)
∂x2

1

∣∣∣ dx1
)
dx2 6 c, где c — некоторая положительная константа.

Согласно теореме Фубини (см. [15]) интеграл
∫
R2
+\{R×[0; ε]}Wp(x)

∂2ϕ(x)
∂x2

1

dx можно вычислять
при помощи сведения к повторному интегралу, тогда

∫

R2
+\{R×[0; ε]}

Wp(x)
∂2ϕ(x)

∂x21
dx =

∞∫

ε




∞∫

−∞

Wp(x)
∂2ϕ(x)

∂x21
dx1


 dx2. (24)

Преобразуем отдельно интеграл
∫ ∞
−∞Wp(x)

∂2ϕ(x)
∂x2

1

dx1, где x2 > ε. Применив дважды инте-

грирование по частям и воспользовавшись замечанием 1 и (20), получаем

∞∫

−∞

Wp(x)
∂2ϕ(x)

∂x21
dx1 =

∞∫

−∞

∂2Wp(x)

∂x21
ϕ(x)dx1.

Воспользовавшись последним равенством, замечанием 1 и теоремой Фубини, приходим к
тому, что равенство (24) можно записать в виде

∫

R2
+\{R×[0; ε]}

Wp(x)
∂2ϕ(x)

∂x21
dx =

∫

R2
+\{R×[0; ε]}

∂2Wp(x)

∂x21
ϕ(x)dx. (25)

Аналогично равенству (25) можно доказать, что

∫

R2
−
\{R×[− ε; 0]}

Wp(x)
∂2ϕ(x)

∂x21
dx =

∫

R2
−
\{R×[− ε; 0]}

∂2Wp(x)

∂x21
ϕ(x)dx. (26)

С учетом равенств (22), (23), (25) и (26), получаем следующее представление:

(
Wp(x),

∂2ϕ(x)

∂x21

)
=

= lim
ε→+0




∫

R2
+\{R×[0; ε]}

∂2Wp(x)

∂x21
ϕ(x)dx+

∫

R2
−
\{R×[− ε; 0]}

∂2Wp(x)

∂x21
ϕ(x)dx


 . (27)

Рассуждая так же, как при получении представления (27), можно показать, что

(
Wp(x),

∂2ϕ(x)

∂x22

)
= lim

ε→+0




∫

R2
+\{R×[0; ε]}

∂2Wp(x)

∂x22
ϕ(x)dx+

∫

R2
−
\{R×[− ε; 0]}

∂2Wp(x)

∂x22
ϕ(x)dx −

−
∞∫

−∞

(
Wp(x1,ε)

∂ϕ(x1,ε)

∂x2
−Wp(x1,−ε)

∂ϕ(x1,−ε)
∂x2

)
dx1+
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+

∞∫

−∞

(
∂Wp(x1,ε)

∂x2
ϕ(x1,ε)−

∂Wp(x1,−ε)
∂x2

ϕ(x1,−ε)
)
dx1


 . (28)

С учетом представлений (27) и (28), равенство (21) примет вид

(
∆Wp(x)− 0,25k2pWp(x),ϕ(x)

)
= lim

ε→+0




∫

R2
+\{R×[0; ε]}

(∆Wp(x)− 0,25k2pWp(x))ϕ(x)dx+

+

∫

R2
−
\{R×[− ε; 0]}

(∆Wp(x)− 0,25k2pWp(x))ϕ(x)dx−

−
∞∫

−∞

(
Wp(x1,ε)

∂ϕ(x1,ε)

∂x2
−Wp(x1,−ε)

∂ϕ(x1,−ε)
∂x2

)
dx1+

+

∞∫

−∞

(
∂Wp(x1,ε)

∂x2
ϕ(x1,ε)−

∂Wp(x1,−ε)
∂x2

ϕ(x1,−ε)
)
dx1


 . (29)

Согласно (14) и (17), функции W1(x) и W2(x) в R2
+ и R2

− удовлетворяют уравнениям

∆Wp(x)− 0,25k2pWp(x) = 0, p = 1; 2.

С учетом последних равенств, равенство (29) примет вид

(
∆Wp(x)− 0,25k2pWp(x),ϕ(x)

)
=

= lim
ε→+0


−

∞∫

−∞

(
Wp(x1,ε)

∂ϕ(x1,ε)

∂x2
−Wp(x1,−ε)

∂ϕ(x1,−ε)
∂x2

)
dx1 +

+

∞∫

−∞

(
∂Wp(x1,ε)

∂x2
ϕ(x1,ε)−

∂Wp(x1,−ε)
∂x2

ϕ(x1,−ε)
)
dx1


 . (30)

Из замечания 1 и (20) следует, что подынтегральные функции в правой части равенства
(30) имеют интегрируемую мажоранту, не зависящую от ε, тогда из очевидных равенств

Wp(x1,ε)
∂ϕ(x1,ε)

∂x2
−Wp(x1,−ε)∂ϕ(x1,−ε)

∂x2
= (Wp(x1,ε)−Wp(x1,−ε)) ∂ϕ(x1,ε)

∂x2
+

+Wp(x1,−ε)
(
∂ϕ(x1,ε)

∂x2
− ∂ϕ(x1,−ε)

∂x2

)
,

∂Wp(x1,ε)
∂x2

ϕ(x1,ε) − ∂Wp(x1,−ε)
∂x2

ϕ(x1,−ε) =
(
∂Wp(x1,ε)

∂x2
− ∂Wp(x1,−ε)

∂x2

)
ϕ(x1,ε)+

+
∂Wp(x1,−ε)

∂x2
(ϕ(x1,ε)− ϕ(x1,−ε)) ,

(18) и теоремы Лебега о предельном переходе под знаком интеграла получаем, что (30) примет
вид

(
∆Wp(x)− 0,25k2pWp(x),ϕ(x)

)
=

(
2
∂Wp(x1,+0)

∂x2
δ(x2),ϕ(x)

)
.

Лемма доказана.
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Замечание 2. Пусть f(x1) ∈ L1(R), а f̃(x) ∈ L1(R
2). Будем использовать следую-

щие обозначения: Fx1→s1 [f(x1)] — преобразование Фурье функции f(x1) по переменной x1;
Fx1,x2→s1,s2 [f̃(x)] — преобразование Фурье функции f̃(x) по переменным x1, x2, то есть

Fx1→s1 [f(x1)] =

∫

R

eix1s1f(x1)dx1, Fx1,x2→s1,s2 [f̃(x)] =

∫

R2

ei(x1s1+x2s2)f̃(x)dx1dx2.

В дальнейшем, если не оговорено противного, под преобразованием Фурье будем понимать
преобразование Фурье в смысле замечания 2.

Из замечания 1 получаем, что от функций Wp(x), Wp(x1, + 0), ∂Wp(x1,+0)
∂x2

, где p = 1; 2,
существует преобразование Фурье.

Применив к (19) обобщенное преобразование Фурье по переменным x1, x2 и воспользовав-
шись свойствами обобщенного преобразования Фурье (см. [15]), получим следующие уравне-
ния, эквивалентные уравнениям (19) в S′(R2):

−
(
s21 + s22 + 0,25k2p

)
Fx1,x2→s1,s2 [Wp(x)] = 2Fx1→s1

[
∂Wp(x1, + 0)

∂x2

]
, p = 1; 2. (31)

В [15] доказано, что если функция W (x) принадлежит пространству L1(R
n), то преоб-

разование Фурье от регулярной обобщенной функции, порожденной функцией W (x), так-
же будет регулярной обобщенной функцией, которая порождается преобразованием Фурье
функции W (x), вычисленной в смысле замечания 2. Таким образом, равенство (31) можно
рассматривать как равенство для регулярных функций.

Введем обозначения

w0
p(s1) = Fx1→s1 [Wp(x1, + 0)] , w1

p(s1) = Fx1→s1

[
∂Wp(x1, + 0)

∂x2

]
. (32)

Действуя так же, как в лемме 1 работы [10], из равенств (31) можно получить соотношения

w1
p(s1) = −

√
s21 + 0,25k2p · w0

p(s1), p = 1; 2. (33)

Докажем следующую лемму.
Лемма 2. У задачи (5)–(8) может существовать не более одного решения.
Доказательство. Применим преобразование Фурье по переменной x1 к равенствам (15),

(16), тогда из замечания 1, (17) и (32) получим

w0
1(s1)− w0

2(s1) = 0,

−0,5k1w
0
1(s1) + w1

1(s1) + 0,5k2w
0
2(s1) + w1

2(s1) = 0.

С учетом равенств (33) функции w0
1(s1) и w0

2(s1) будут решениями системы

w0
1(s1)− w0

2(s1) = 0,

− 0,5k1w
0
1(s1)−

√
s21 + 0,25k21 · w0

1(s1) + 0,5k2w
0
2(s1)−

√
s21 + 0,25k22 · w0

2(s1) = 0.

Решениями последней системы являются функции w0
1(s1) = w0

2(s1) ≡ 0. Из (31), (32) и
(33) получаем, что Fx1, x2→s1, s2 [Wp(x)] = 0, где p = 1; 2.

Следовательно, при p = 1; 2 в R2

Wp(x) ≡ 0. (34)

Напомним, что ранее через v11(x), v
2
1(x), z

1(x), z2(x) были обозначены компоненты вектор-
функций

(
v11(x),z

1(x)
)

и
(
v21(x),z

2(x)
)
, являющихся решениями задачи (5)–(8). Из обозначе-

ний (13), (17) и (34) следует, что при x ∈ R2
+

v11(x) ≡ v21(x), z
1(x) ≡ z2(x).

Лемма доказана.
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