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Аннотация. Квадратичным матричным пучком называют многочлен λ 7→ λ2E+λF+
H степени 2, коэффициентами E, F и H которого являются матрицы. Говорят, что квад-
ратичный матричный пучок допускает факторизацию, если он может быть представлен в
виде произведения (λE−A)(λ1−B) двух линейных множителей λE−A и λ1−B. Не всякий
квадратичный пучок допускает факторизацию. Известно, что квадратичный матричный
пучок допускает факторизацию, если из его собственных векторов удается составить ба-
зис. В статье доказывается, что возможность построить факторизацию сохраняется, если
для пучка можно построить базис из собственных и присоединенных векторов. Присоеди-
ненными векторами коротко называют векторы, образующие так называемые жордановы
цепочки.
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ON FACTORIZATION OF SQUARE MATRIX PENCIL THAT
POSSESSES A BASIS OF JORDAN CHAINS

I. V. Kurbatova

Abstract. A polynomial λ 7→ λ2E+λF +H of degree 2 with matrix coefficients E, F и H
is called a square matrix pencil. They say that a square matrix pencil admits a factorization if
it can be represented in the form of the product (λE−A)(λ1−B) of two linear factors λE−A
and λ1−B. Not every square matrix pencil admits a factorization. It is known that a square
matrix pencil admits a factorization if there exists a basis consisting of its eigenvectors. In the
paper, it is proved that the possibility to build a factorization preserves if there exists a basis
of eigenvectors and associated vectors. Associated vector is the short name for a vector from a
Jordan chain.
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Квадратичным матричным пучком называют функцию

λ 7→ λ2E + λF +H, (1)

где E, F и H — матрицы размера n× n.
Ненулевой вектор ψ называют собственным вектором матричного пучка, если

(λ20E + λ0F +H)ψ = 0

для некоторого числа λ0, называемого собственным значением. Известно [1, с. 280], что ес-
ли можно набрать базис из собственных векторов, то пучок допускает факторизацию, т.е.
представление в виде

λ2E + λF +H = (λE −A)(λ1−B).
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Наличие факторизации существенно упрощает [1], [2], [3], [4], [5], [6], [7] исследование пучка.
Но, как показывает пример [1, с. 523, пример 1], факторизация не всегда возможна.

В настоящей заметке доказывается, что факторизация также возможна, если имеется ба-
зис из собственных и присоединенных векторов. Результаты настоящей заметки справедливы
как в комплексном, так и в действительном случае.

Матрицу B размера n× n называют правым корнем пучка (1), если

EB2 + FB +H = 0. (2)

Предложение 1 ([4, п. 3.1], [8, с. 81], [1, с. 252]). Пусть B — правый корень пучка. Тогда
пучок допускает факторизацию

λ2E + λF +H = (λE + EB + F )(λ1−B),

где 1 означает единичную матрицу.

Доказательство. Имеем

λ2E + λF +H = λ2E + λF +H − (EB2 + FB +H) =

= E(λ2 −B2) + F (λ1−B) = (λE + EB + F )(λ1 −B).

Жордановой цепочкой для пучка (1), отвечающей собственному значению λ0, называют [1,
с. 501], [3, с. 2], [9, с. 255] набор ненулевых векторов ψ1,ψ2, . . . ,ψk, удовлетворяющих соотно-
шениям

(λ20E + λ0F +H)ψ1 = 0,

(λ20E + λ0F +H)ψ2 + (2λ0E + F )ψ1 = 0,

(λ20E + λ0F +H)ψ3 + (2λ0E + F )ψ2 + ψ1 = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

(λ20E + λ0F +H)ψk + (2λ0E + F )ψk−1 + ψk−2 = 0.

(3)

Очевидно, в этом случае ψ1 является собственным вектором. В частности, при k = 1 жорда-
нова цепочка сводится к собственному вектору.

Теорема 2. Пусть из жордановых цепочек пучка (1) можно составить базис. Тогда пучок
имеет правый корень и, следовательно, допускает факторизацию.

Доказательство. Предположим вначале, что базис образует одна цепочка ψ1, ψ2, . . . , ψn,
отвечающая собственному значению λ0. Покажем, что в этом случае правым корнем пучка (1)
является матрица

B = ΨΛΨ−1,

где Ψ = (ψn, ψn−1, . . . ψ1) — матрица, столбцами которой являются элементы жордановой
цепочки, а

Λ =




λ0 1 0 . . . 0 0
0 λ0 1 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . λ0 1
0 0 0 . . . 0 λ0




— жорданов блок.
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Вычислим ΨΛ и ΨΛ2. Имеем

ΨΛ = λ0Ψ+ (ψn−1, ψn−2, . . . , ψ1,0),

ΨΛ2 = (ΨΛ)Λ = (λ0Ψ+ (ψn−1, ψn−2, . . . , ψ1,0))Λ =

= λ20Ψ+ λ0(ψn−1, ψn−2, . . . , ψ1,0) + λ0(ψn−1, ψn−2, . . . , ψ1,0)+

+ (ψn−2, ψn−3, . . . , ψ1, 0, 0) =

= λ20Ψ+ 2λ0(ψn−1, ψn−2, . . . , ψ1,0) + (ψn−2, ψn−3, . . . , ψ1, 0, 0).

Подставим D2 = ΨΛΨ−1 в формулу (2). Имеем

D2
2 + FD2 +H =(ΨΛ2 + FΨΛ+HΨ)Ψ−1 =

= [λ20Ψ+ 2λ0(ψn−1, ψn−2, . . . , ψ1,0)+

+ (ψn−2, ψn−3, . . . , ψ1, 0, 0)+

+ λ0F − F (ψn−1, ψn−2, . . . , ψ1,0) +HΨ]Ψ−1 =

= [(λ20E + λ0F +H)Ψ+

+ (F + 2λ0E)(ψn−1, ψn−2, . . . , ψ1,0)+

+ (ψn−2, ψn−3, . . . , ψ1, 0, 0)]Ψ
−1.

(4)

Заметим, что соотношение (3) может быть переписано в виде

(λ20E + λ0F +H)Ψ = (F + 2λ0E)(ψn−1, ψn−2, . . . , ψ1,0)+

+ (ψn−2, ψn−3, . . . , ψ1, 0, 0).

Следовательно, выражение, стоящее в квадратных скобках в самой правой части равен-
ства (4), равно нулю.

Совершенно аналогично проверяется, что если базис образуют векторы ψ1
1 , ψ

1
2 , . . . , ψ

1
k1

,
. . . , ψm

1 , ψm
2 , . . . , ψm

km
, то правым корнем пучка является матрица

B = ΨΛΨ−1,

где Ψ = (ψ1
1 , ψ

1
2 , . . . , ψ

1
k1
, . . . , ψm

1 , ψ
m
2 , . . . , ψ

m
km

) — матрица, столбцами которой являются эле-
менты жордановых цепочек, а Λ является блочно-диагональной матрицей, на диагонали ко-
торой стоят жордановы блоки

Ji =




λi 1 0 . . . 0 0
0 λi 1 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . λi 1
0 0 0 . . . 0 λi



, i = 1,2, . . . ,m,

размера ki × ki.
Возможность факторизации при наличии правого корня вытекает из предложения 1.
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