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Аннотация. В статье приведён один из вариантов аппроксимационно-
топологического метода исследования задач математической гидродинамики, основанный
на идее параболической регуляризации. Этот метод применён для доказательства слабой
разрешимости начально-краевой задачи для системы Навье-Стокса в ограниченной
области трёхмерного пространства. А именно, для трёхмерной системы уравнений
Навье-Стокса рассматривается аппроксимирующая задача, которая получается путём
добавления квадрата оператора Стокса с малым параметром. Далее на основе теории
степени Лере-Шаудера вполне непрерывных векторных полей и априорных оценок
решений доказывается существование решений аппроксимационной задачи. Затем
на основе априорных оценок решений аппроксимационной задачи, не зависящих от
параметра аппроксимации, показывается, что из последовательности слабых решений
аппроксимационной задачи можно выделить подпоследовательность, слабо сходящуюся
к слабому решению задачи при стремлении параметра аппроксимации к нулю.

Ключевые слова: Система Навье-Стокса, слабая разрешимость, аппроксимационно-
топологический метод.

ONE VARIANT OF APPROXIMATION-TOPOLOGICAL
METHOD USING FOR STUDYING THE WEAK

SOLVABILITY OF THE NAVIER-STOKES SYSTEM ON THE
BASE OF PARABOLIC REGULARIZATION

V. G. Zvyagin, A. V. Zvyagin, M. V. Turbin

Abstract. The article presents one of the variants of the approximation–topological
method for studying problems of mathematical hydrodynamics, based on the idea of parabolic
regularization. This method is used to prove the weak solvability of the initial–boundary
value problem for the Navier-Stokes system in a bounded domain of three–dimensional
space. Namely, for the three-dimensional Navier–Stokes system, an approximating problem
is considered. This problem is obtained by adding the square of the Stokes operator with
a small parameter. Further, on the base of the Leray–Schauder degree theory of completely
continuous vector fields and a priori estimates of solutions, it is proved that there exists the
solution of the approximation problem. Then, on the base of a priori estimates of the solutions
of the approximation problem, which do not depend on the approximation parameter, it is
shown that from a sequence of weak solutions of the approximating problem one can select a
subsequence that weakly converges to the weak solution of the problem as the approximation
parameter tends to zero.
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ВВЕДЕНИЕ

Как правило, для исследования разрешимости задач гидродинамики ранее использовался
или какой-то вариант метода Галеркина, или итерационный метод, или подход, основанный
на интерпретации задачи в виде уравнения в банаховом пространстве и использовании ме-
тодов полугрупп. Идея аппроксимационно-топологического подхода к исследованию слабой
разрешимости задач гидродинамики была впервые озвучена В.Г. Звягиным на международ-
ной конференции в 1998 году [1]. В [2] (см. настоящий журнал) описана история, которая
способствовала тому, что этот метод был изложен в [3] на примере исследования слабой раз-
решимости системы Навье-Стокса, хотя слабая разрешимость начально-краевой задачи для
системы Навье-Стокса уже давно была известна.

Коротко, этот метод заключался в том, что вначале находятся аппроксимации исходной
начально-краевой задачи вспомогательными задачами с более хорошими топологическими
свойствами. Затем на основе топологической степени вполне непрерывных, уплотняющих
векторных полей или отображений, удовлетворяющих (S+) условию и априорных оценок ре-
шений устанавливается разрешимость этих аппроксимационных задач в некотором вспомога-
тельном пространстве с хорошими топологическими свойствами. Далее показывается, что из
последовательности решений аппроксимационных задач можно выделить по норме исходно-
го пространства подпоследовательность, которая в некотором смысле (слабом или в смысле
распределений) сходится к решению исходной задачи в естественном для неё пространстве.

В последующие годы произошло дальнейшее развитие и применение аппроксимационно-
топологического метода в задачах неньютоновской гидродинамики. В частности, появились
новые варианты этого метода, существенно отличающиеся от первоначального в [3]. Один из
этих вариантов описан в [2] также на примере начально-краевой задачи для системы Навье-
Стокса.

Настоящая работа также посвящена одному из таких вариантов развития
аппроксимационно-топологического метода, примененному к системе Навье-Стокса. А
именно, предложен ещё один вариант этого метода, наиболее близкий к методу малого
параметра в теории параболических уравнений, но имеющий ряд особенностей, связанных
с уравнениями гидродинамики, по сравнению с классическим случаем параболических
уравнений. Наряду с априорными оценками в этом подходе большую роль (как и во всех
вариантах аппроксимационно-топологического метода) играет использование теории степени
различных классов отображений банаховых пространств.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Пусть Ω ⊂ R
3 — ограниченная область с локально-липшицевой границей. На промежутке

времени [0,T ], 0 < T <∞, рассматривается следующая начально-краевая задача для системы
Навье-Стокса:

∂v

∂t
+

3∑

i=1

vi
∂v

∂xi
− ν∆v +∇p = f, (x,t) ∈ Ω× [0,T ]; (1)

div v = 0, (x,t) ∈ Ω× [0,T ]; (2)

v|t=0(x) = a(x), x ∈ Ω; (3)

v|∂Ω = 0. (4)

Здесь v(x,t) — вектор скорости жидкости в точке x в момент времени t, p(x,t) — давление
в жидкости в точке x в момент времени t, ν — вязкость жидкости, ν > 0, а f = f(x,t) —
вектор внешних сил.
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2. ОСНОВНЫЕ ОБОЗНАЧЕНИЯ

Через Hp(Ω)3, p > 0 мы будем обозначать пространство функций, которые вместе со сво-
ими производными до порядка p включительно принадлежат пространству L2(Ω)

3. Обычно
такие пространства называют пространствами Соболева (или соболевскими пространствами).
Известно, что пространство Hp(Ω)3 банахово относительно нормы

‖u‖Hp(Ω)3 =



∫

Ω

∑

α:|α|6p

|Dαu|2



1
2

. (5)

Через C∞
0 (Ω)3 будем обозначать пространство функций на Ω со значениями в R

3 класса
C∞ с компактным носителем, содержащимся в Ω.

Для того, чтобы ввести понятие слабого решения, нам потребуются определения некото-
рых пространств:

V = {v(x) = (v1,v2,v3) ∈ C∞
0 (Ω)3 : div v = 0}, (6)

V 0 = замыкание V по норме L2(Ω)
3; (7)

V 1 = замыкание V по норме H1(Ω)3; (8)

V 2 = H2(Ω)3 ∩ V 1. (9)

Отметим, что пространство V 0 можно определить и следующим образом:

V 0 = {v(x) ∈ L2(Ω)
3 : div v = 0, (v,n)|∂Ω = 0}, (10)

где div v понимается в смысле теории обобщенных функций, а корректность оператора суже-
ния на ∂Ω нормальной компоненты v доказана, например, в [4]. Это определение эквивалентно
исходному (см., [4]).

Мы будем также использовать хорошо известное разложение Вейля векторных полей из
L2(Ω)

3 (см., например, [4],[5]):
L2(Ω)

3 = V 0 ⊕∇H1(Ω), (11)

где ∇H1(Ω) = {∇p : p ∈ H1(Ω)}, ⊕ — знак ортогональной суммы (пространства V 0 и ∇H1(Ω)
ортогональны в L2(Ω)

3).
Пусть π : L2(Ω)

3 → V 0 — проектор Лере. Рассмотрим в пространстве V оператор

A = −π∆. (12)

Оператор A продолжается в пространстве V 0 до замкнутого оператора, который является
самосопряженным положительным оператором с вполне непрерывным обратным (подробнее
см., например, в [6],[7]). Область определения A совпадает с V 2. В силу теоремы Гильбер-
та о спектральном разложении вполне непрерывных операторов, собственные функции {ej}
оператора A образуют ортонормированный базис в V 0. Отметим, что если граница области
Ω принадлежит классу C∞, то {ej} — собственные функции оператора A будут бесконечно
дифференцируемыми.

Пусть 0 < λ1 6 λ2 6 λ3 6 . . . 6 λk 6 . . . — собственные значения оператора A. Обозначим
через

E∞ =



v =

N∑

j=1

vjej : vj ∈ R



 , N ∈ Z,
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множество конечных линейных комбинаций, составленных из ej и определим пространство
V α, α ∈ R как пополнение E∞ по норме

‖v‖V α =

( ∞∑

k=1

λαk |vk|2
) 1

2

. (13)

В [8] доказано, что при α = 0,1,2 пространства, введённые как пополнение E∞ по норме
(13), будут совпадать с пространствами (7)–(9) и что данная норма эквивалентна следующей:

‖v‖V 1 =

∫

Ω

(∇v) : (∇v) dx; ‖v‖V 2 =

∫

Ω

∆v∆vdx.

Также там показано, что при α > 0 имеет место непрерывное вложение V α ⊂ Hα(Ω)3.
Поэтому при α > β > 0 имеет место компактное вложение V α ⊂ V β .

Из определения шкалы пространств V α следует, что оператор A : V α → V α−2 непрерывно
обратим.

По теореме Рисса будем отождествлять пространство V 0 с его сопряженным простран-
ством (V 0)∗. Поэтому имеем следующие вложения:

V 2 ⊂ V 1 ⊂ V 0 ≡ (V 0)∗ ⊂ V −1 ⊂ V −2,

где каждое пространство плотно в последующем и вложения непрерывны.
Также введём в этом пункте пространства, в которых будет доказана разрешимость изу-

чаемой задачи и задачи, аппроксимирующей исходную:

W0 =
{
v : v ∈ L2(0,T ;V

1) ∩ L∞(0,T ;V 0), v′ ∈ L4/3(0,T ;V
−1)
}

с нормой

‖v‖W0 = ‖v‖L2(0,T ;V 1) + ‖v‖L∞(0,T ;V 0) + ‖v′‖L4/3(0,T ;V −1),

пространство

W1 =
{
v : v ∈ L2(0,T ;V

1) ∩ L∞(0,T ;V 0), v′ ∈ L2(0,T ;V
−2)
}

с нормой

‖v‖W1 = ‖v‖L2(0,T ;V 1) + ‖v‖L∞(0,T ;V 0) + ‖v′‖L2(0,T ;V −2),

и, наконец, пространство

W2 =
{
v : v ∈ L2(0,T ;V

2), v′ ∈ L2(0,T ;V
−2)
}

с нормой

‖v‖W2 = ‖v‖L2(0,T ;V 2) + ‖v′‖L2(0,T ;V −2).

Приведём также ряд утверждений, которые позволят нам говорить о выполнении началь-
ного условия для функции из пространств W1 и W2. Дело в том, что в данный момент мы
не можем говорить о значении произвольной функции v ∈ W0, а также из W1 и W2 в точке,
так как для функции из L2(0,T ;V

1)(L2(0,T ;V
2)) значение в точке не определено. Однако,

имеет место следующая лемма (подробнее см. [4]), которая является частным случаем общей
интерполяционной теоремы Лионса–Мадженеса [9]:
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Лемма 1. Пусть V, H, V ∗ — тройка гильбертовых пространств, таких что

V ⊂ H ≡ H∗ ⊂ V ∗.

Здесь вложения непрерывны, H∗ и V ∗ — пространства сопряженные к пространствам H и
V соответственно, пространстваH и H∗ отождествлены по теореме Рисса. Если функция
u принадлежит пространству L2(0,T ;V ), а её производная u′ принадлежит L2(0,T ;V

∗), то
функция u почти всюду равна некоторой непрерывной функции из [0,T ] в H (то есть функ-
ции из C([0,T ],H)) и имеет место следующее равенство, которое выполняется в смысле
скалярных распределений на (0,T ) :

d

dt
‖u‖2H = 2〈u′,u〉V ∗×V .

Поэтому функция из W2 принадлежит C([0,T ];V 0) и начальное условие для аппроксима-
ционной задачи выыполняется в обычном смысле.

Для пространств W0 и W1 воспользуемся следующим утверждением:

Лемма 2. Пусть X и Y — банаховы пространтсва, такие что X рефлексивно и вложе-
ние X ⊂ Y непрерывно. Если функция u ∈ L∞(a,b;X) слабо непрерывна как функция со
значениями в Y , то u слабо непрерывна и как функция со значениями в X.

Тогда в силу этой леммы любая функция из W1 и W2 будет слабо непрерывна со значением
в V 0, поэтому начальное условие имеет смысл.

3. ОПРЕДЕЛЕНИЕ СЛАБОГО РЕШЕНИЯ.
ФОРМУЛИРОВКА ОСНОВНОГО РЕЗУЛЬТАТА.

АППРОКСИМАЦИОННАЯ ЗАДАЧА

Пусть f ∈ L2(0,T ;V
−1), a ∈ V 0.

Дадим определение слабого решения.

Определение 1. Слабым решением начально-краевой задачи (1)–(4) называется функция
v ∈W0, удовлетворяющая для любого ϕ ∈ V 1 равенству

〈v′, ϕ〉 −
3∑

i,j=1

∫

Ω

vivj
∂ϕi

∂xi
dx+ ν

∫

Ω

∇v : ∇ϕdx = 〈f,ϕ〉 (14)

при почти всех t ∈ (0,T ) и начальному условию

v(0) = a. (15)

Сначала мы докажем существование более слабого решения, а именно, решения начально-
краевой задачи (1)–(4) в пространстве W1. После чего уже будет доказано, что на самом деле
рассматриваемое решение принадлежит W0. То есть имеет место следующая теорема:

Теорема 2. Пусть f ∈ L2(0,T ;V
−1), a ∈ V 0. тогда начально-краевая задача (1)–(4) имеет

хотя бы одно слабое решение v ∈W0.
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Для доказательства этой теоремы мы воспользуемся аппроксимационно-топологическим
подходом к исследованию задач гидродинамики. А именно, рассмотрим следующую задачу:

∂v

∂t
+

3∑

i=1

vi
∂v

∂xi
− ν∆v + ε∆2v +∇p = f, (16)

div v = 0, (17)

v(0) = a, (18)

v|∂Ω = 0, (19)

∆v|∂Ω = 0. (20)

Сформулируем теперь понятие слабого решения рассматриваемой аппроксимационной за-
дачи.

Определение 3. Слабым решением начально-краевой задачи (16)–(20) называется функция
v ∈W2, удовлетворяющая для любого ϕ ∈ V 2 равенству

〈v′ , ϕ〉 −
3∑

i,j=1

∫

Ω

vivj
∂ϕj

∂xi
+ ν

∫

Ω

∇v : ∇ϕdx+ ε

∫

Ω

∆v : ∆ϕdx = 〈f,ϕ〉 (21)

при почти всех t ∈ (0,T ) и начальному условию

v(0) = a. (22)

4. ОПЕРАТОРНАЯ ПОСТАНОВКА
АППРОКСИМАЦИОННОЙ ЗАДАЧИ

Введем операторы при помощи следующих равенств:

B : L2(Ω)
3 → V −1, 〈B(v),ϕ〉 =

3∑

i,j=1

∫

Ω

vivj
∂ϕj

∂xi
dx, v ∈ L2(Ω)

3, ϕ ∈ V 1;

A : V 1 → V −1, 〈Av,ϕ〉 =
∫

Ω

∇v : ∇ϕdx, v ∈ V 1, ϕ ∈ V 1.

Поскольку в (21) функция ϕ ∈ V 2 произвольна, то задача поиска слабого решения ап-
проксимационной задачи (функции v ∈ W2, удовлетворяющей равенству (21) и начальному
условию (22)) эквивалентна задаче о поиске решения v ∈W2 операторного уравнения

v′ −B(v) + νAv + εA2v = f, (23)

удовлетворяющего начальному условию (22).
Также введем операторы при помощи следующих равенств:

L :W2 → L2(0,T ;V
−2)× V 0, L(v) = (v′ + νAv + εA2v, v|t=0);

K :W2 → L2(0,T ;V
−2)× V 0, K(v) = (B(v),0).

Тогда задача о поиске решения v ∈ W2 операторного уравнения (23), удовлетворяюще-
го начальному условию (22) эквивалентна задаче о поиске решения v ∈ W2 операторного
уравнения:

L(v)−K(v) = (f,a). (24)
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Наряду с уравнением (24), мы будем рассматривать семейство операторных уравнений:

L(v)− λK(v) = λ(f,a), (25)

где λ ∈ [0,1].

5. СВОЙСТВА ОПЕРАТОРОВ

В дальнейшем, чтобы не нагромождать обозначения, мы будем обозначать одной буквой
операторы, действующие в разных пространствах, если это не вызывает недопонимания. На-
пример, в следующей лемме символ A обозначает оператор, действующий из V 1 в V −1, и
оператор, действующий из L2(0,T ;V

1) в L2(0,T ;V
−1).

Лемма 3. Для оператора A имеют место следующие свойства:

1) Оператор A : V 1 → V −1 линеен, непрерывен и для него имеет место оценка:

‖Au‖V 1 6 ‖u‖V 1 . (26)

2) Оператор A : L2(0,T ;V
1) → L2(0,T ;V

−1) линеен, непрерывен и для него имеет место
оценка:

‖Au‖L2(0,T ;V −1) 6 ‖u‖L2(0,T ;V 1). (27)

3) Оператор A : W2 → L2(0,T ;V
−2) и для него имеет место оценка:

‖Au‖L2(0,T ;V −2) 6 C1‖u‖L2(0,T ;V 1). (28)

Доказательство. 1) В силу линейности оператора A достаточно доказать его ограничен-
ность. В силу неравенства:

|〈Au,ϕ〉| =

∣∣∣∣∣∣

∫

Ω

∇u : ∇ϕdx

∣∣∣∣∣∣
6 ‖u‖V 1‖ϕ‖V 1

получаем, что:
‖Au‖V −1 6 ‖u‖V 1 .

Отсюда и следует требуемая оценка и непрерывность оператора A : V 1 → V −1.
2) В силу оценки (26) для функции u ∈ L2(0,T ;V

1) при почти всех t ∈ (0,T ) имеет место
неравенство:

‖Au(t)‖V −1 6 ‖u(t)‖V 1 .

Возводя это неравенство в квадрат и интегрируя по отрезку [0,T ], мы и получим требуемую
оценку (27), из которой и следует непрерывность оператора A : L2(0,T ;V

1) → L2(0,T ;V
−1).

3) Требуемая оценка следует из непрерывности вложения L2(0,T ;V
−1) ⊂ L2(0,T ;V

−2) и
оценки (27).

Для исследования свойств оператора B нам потребуется следующая теорема [10]:

Теорема 4. Пусть X ⊂ E ⊂ Y — банаховы пространства, причем вложение X ⊂ E вполне
непрерывно, а вложение E ⊂ Y непрерывно. Пусть F ⊂ Lp(0,T ;X), 1 6 p 6 ∞. Будем пред-
полагать, что для любого f ∈ F его обобщенная производная в пространстве D′(0,T ;Y )
принадлежит Lr(0,T ;Y ), 1 6 r 6 ∞. Далее, пусть

1. множество F ограничено в Lp(0,T ;X);
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2. множество {f ′ : f ∈ F} ограничено в Lr(0,T ;Y ).

Тогда при p < ∞ множество F относительно компактно в Lp(0,T ;E), а при p = ∞ и
r > 1 множество F относительно компактно в C([0,T ],E).

Лемма 4. Для оператора B имеют место следующие свойства:

1) Отображение B : L4(Ω)
3 → V −1 — непрерывно и имеет место оценка:

‖B(v)‖V −1 6 C1‖u‖2L4(Ω)3 . (29)

2) Отображение B : L4(0,T ;L4(Ω)
3) → L2(0,T ;V

−1) — непрерывно.

3) Отображение B :W2 → L2(0,T ;V
−2) компактно, и имеет место оценка:

‖B(v)‖L2(0,T ;V −2) 6 C5‖v‖L2(0,T ;V 1)‖v‖L∞(0,T ;V 0). (30)

Доказательство. 1) Для любых v ∈ L4(Ω)
3, ϕ ∈ V 1 имеем

|〈B1(u),ϕ〉| =

∣∣∣∣∣∣

3∑

i,j=1

∫

Ω

uiuj
∂ϕj

∂xi
dx

∣∣∣∣∣∣
6

3∑

i,j=1

∣∣∣∣∣∣

∫

Ω

uiuj
∂ϕj

∂xi
dx

∣∣∣∣∣∣
6

6

3∑

i,j=1

∫

Ω

|ui||uj |
∣∣∣∣
∂ϕj

∂xi

∣∣∣∣ dx 6

3∑

i,j=1

‖ui‖L4(Ω)‖uj‖L4(Ω)

∥∥∥∥
∂ϕj

∂xi

∥∥∥∥
L2(Ω)

6

6

3∑

i,j=1

‖u‖L4(Ω)3‖u‖L4(Ω)3‖ϕ‖V 1 6 C1‖u‖2L4(Ω)3‖ϕ‖V 1 ,

откуда и следует, что
‖B1(u)‖V −1 6 C1‖u‖2L4(Ω)3

с некоторой константой C1.

Покажем непрерывность отображения

B : V 1 → V −1, v 7→ B(v).

Для произвольных vm, v0 ∈ L4(Ω)
3 имеем:

| 〈B(vm),ϕ〉 − 〈B(v0),ϕ〉| =

∣∣∣∣∣∣

∫

Ω

3∑

i,j=1

vmi v
m
j

∂ϕj

∂xi
dx−

∫

Ω

3∑

i,j=1

v0i v
0
j

∂ϕj

∂xi
dx

∣∣∣∣∣∣
6

6

3∑

i,j=1

∥∥vmi vmj − v0i v
0
j

∥∥
L2(Ω)

∥∥∥∥
∂ϕj

∂xi

∥∥∥∥
L2(Ω)

6

6

3∑

i,j=1

∥∥vmi vmj − v0i v
0
j

∥∥
L2(Ω)

‖ϕ‖V 1 6 ‖ϕ‖V 1

3∑

i,j=1

∥∥vmi vmj − v0i v
0
j

∥∥
L2(Ω)

.

Отсюда следует, что

∥∥B(vm)−B(v0)
∥∥
V −1 6

3∑

i,j=1

∥∥vmi vmj − v0i v
0
j

∥∥
L2(Ω)

.
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Преобразуем правую часть неравенства следующим образом:

3∑

i,j=1

∥∥vmi vmj − v0i v
0
j

∥∥
L2(Ω)

=
3∑

i,j=1

∥∥vmi vmj − vmi v
0
j + vmi v

0
j − v0i v

0
j

∥∥
L2(Ω)

6

6

3∑

i,j=1

∥∥vmi vmj − vmi v
0
j

∥∥
L2(Ω)

+

3∑

i,j=1

∥∥vmi v0j − v0i v
0
j

∥∥
L2(Ω)

=

=

3∑

i,j=1

∥∥vmi (vmj − v0j )
∥∥
L2(Ω)

+

3∑

i,j=1

∥∥v0j (vmi − v0i )
∥∥
L2(Ω)

6

6

3∑

i,j=1

‖vmi ‖L4(Ω)

∥∥vmj − v0j
∥∥
L4(Ω)

+

3∑

i,j=1

∥∥v0j
∥∥
L4(Ω)

∥∥vmi − v0i
∥∥
L4(Ω)

6

6 C2 ‖vm‖L4(Ω)3

∥∥vm − v0
∥∥
L4(Ω)3

+ C2

∥∥v0
∥∥
L4(Ω)3

∥∥vm − v0
∥∥
L4(Ω)3

=

= C2

(
‖vm‖L4(Ω)3 +

∥∥v0
∥∥
L4(Ω)3

) ∥∥vm − v0
∥∥
L4(Ω)3

.

Таким образом получили, что

∥∥B(vm)−B(v0)
∥∥
V −1 6 C2

(
‖vm‖L4(Ω)3 +

∥∥v0
∥∥
L4(Ω)3

)∥∥vm − v0
∥∥
L4(Ω)3

. (31)

Полагая vm → v0 в L4(Ω)
3, получаем из последнего неравенства непрерывность отображе-

ния B : L4(Ω)
3 → V −1.

2) Пусть v ∈ L4(0,T ;L4(Ω)
3). В силу оценки (19) при почти всех t ∈ (0,T ) имеем

‖B(v)(t)‖V −1 6 C1‖v(t)‖2L4(Ω)3 .

Возведем это неравенство в квадрат, проинтегрируем по t от 0 до T и оценим правую часть
сверху:

T∫

0

‖B(v)(t)‖2V −1dt 6 C2
1

T∫

0

‖v(t)‖4L4(Ω)3dt = C2
1‖v‖2L4(0,T ;L4(Ω)3) <∞.

Поскольку правая часть последнего неравенства конечна, то конечна и левая часть. Таким
образом для v ∈ L4(0,T ;L4(Ω)

3) мы имеем, что B(v) ∈ L2(0,T ;V
−1), и имеет место оценка

(20).

Переходим теперь к доказательству непрерывности отображения
B : L4(0,T ;L4(Ω)

3) → L2(0,T ;V
−1). Пусть последовательность {vm} ⊂ L4(0,T ;L4(Ω)

3)
сходится к некоторому пределу v0 ∈ L4(0,T ;L4(Ω)

3). Из неравенства (31) получим, что при
почти всех t ∈ (0,T ) имеет место оценка

∥∥B(vm)(t)−B(v0)(t)
∥∥
V −1 6

6 C2

(
‖vm(t)‖L4(Ω)3 +

∥∥v0(t)
∥∥
L4(Ω)3

) ∥∥(vm − v0)(t)
∥∥
L4(Ω)3

.

Возведем последнее неравенство в квадрат и проинтегрируем по t от 0 до T. Воспользо-

ВЕСТНИК ВГУ. СЕРИЯ: ФИЗИКА. МАТЕМАТИКА. 2017. № 3 133



В. Г. Звягин, А. В. Звягин, М. В. Турбин

вавшись неравенством Гёльдера, получим:

T∫

0

∥∥B(vm)(t)−B(v0)(t)
∥∥2
V −1 dt 6

6 C2
2

T∫

0

(
‖vm(t)‖L4(Ω)3 +

∥∥v0(t)
∥∥
L4(Ω)3

)2 ∥∥vm(t)− v0(t)
∥∥2
L4(Ω)3

dt 6

6 C2
2




T∫

0

(
‖vm(t)‖L4(Ω)3 +

∥∥v0(t)
∥∥
L4(Ω)3

)4
dt




1
2

×

×




T∫

0

∥∥vm(t)− v0(t)
∥∥4
L4(Ω)3

dt




1
2

.

Поскольку в силу неравенства Гёльдера

T∫

0

(
‖vm(t)‖L4(Ω)3 +

∥∥v0(t)
∥∥
L4(Ω)3

)4
dt 6

6 8

T∫

0

(
‖vm(t)‖4L4(Ω)3 + ‖v0(t)‖4L4(Ω)3

)
dt =

= 8

T∫

0

‖vm(t)‖4L4(Ω)3dt+ 8

T∫

0

‖v0(t)‖4L4(Ω)3dt =

= 8‖vm‖4L4(0,T ;L4(Ω)3) + 8‖v0‖4L4(0,T ;L4(Ω)3).

То:

∥∥B(vm)−B(v0)
∥∥2
L2(0,T ;V −1)

6 2
√
2C2

2

∥∥vm − v0
∥∥2
L4(0,T ;L4(Ω)3)

×

×
(
‖vm‖4L4(0,T ;L4(Ω)3) + ‖v0‖4L4(0,T ;L4(Ω)3)

)1/2
6 2

√
2C2

2

∥∥vm − v0
∥∥2
L4(0,T ;L4(Ω)3)

×

×
(
‖vm‖2L4(0,T ;L4(Ω)3) + ‖v0‖2L4(0,T ;L4(Ω)3)

)

Так как правая часть неравенства стремится к нулю при m → +∞, то стремится к нулю
и левая часть. А это и значит, что отображение

B : L4(0,T ;L4(Ω)
3) → L2(0,T ;V

−1)

непрерывно.
3) В силу леммы 1 каждая функция u ∈ W2 принадлежит C([0,T ];V 0). Поэтому каждая

функция из W2 принадлежит не только L2(0,T ;V
2), но и L2(0,T ;V

2) ∩ L∞(0,T ;V 0).
Далее, отметим, что в силу [9] имеет место вложение:

L2(0,T ;V
2) ∩ L∞(0,T ;V 0) ⊂ L4(0,T ;V

1).

Таким образом для пространства W2 имеет место вложение:

W2 ⊂ Y =
{
v : v ∈ L4(0,T ;V

1), v′ ∈ L2(0,T ;V
−2)
}
.
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В силу теоремы 4 имеет место компактное вложение:

Y →֒ L4(0,T ;L4(Ω)
3)

Таким образом, действие отображения B можно представить следующим образом:

W2 ⊂ Y →֒ L4(0,T ;L4(Ω)
3)

B→ L2(0,T ;V
−1) ⊂ L2(0,T ;V

−2).

Здесь первое и последнее вложения непрерывны, второе вложение вполне непрерывно и
отображение B : L4(0,T ;L3(Ω)

3) → L2(0,T ;V
−1) непрерывно в силу пункта (2) этой леммы.

Таким образом, отображение B : W2 → L2(0,T ;V
−2) вполне непрерывно.

Оценим теперь ‖B(v)‖L2(0,T ;V −2). Имеем:

|〈B(v),ϕ〉| =

∣∣∣∣∣∣

3∑

i,j=1

∫

Ω

vivj
∂ϕj

∂xi
dx

∣∣∣∣∣∣
6

3∑

i,j=1

∣∣∣∣∣∣

∫

Ω

vivj
∂ϕj

∂xi
dx

∣∣∣∣∣∣
6

6

3∑

i,j=1

∫

Ω

|vi||vj |
∣∣∣∣
∂ϕj

∂xi

∣∣∣∣ dx 6

3∑

i,j=1

‖vi‖L4(Ω)‖vj‖L2(Ω)

∥∥∥∥
∂ϕj

∂xi

∥∥∥∥
L4(Ω)

6

6 C3‖v‖L4(Ω)3‖v‖V 0‖ϕ‖V 2 .

Откуда для любой функции v ∈W2 при почти всех t ∈ (0,T ) имеет место оценка:

‖B(v)(t)‖V −2 6 C3‖v(t)‖L4(Ω)3‖v(t)‖V 0 .

Возводя это неравенство в квадрат и интегрируя полученное неравенство по отрезку [0,T ]
получим:

T∫

0

‖B(v)(t)‖2V −2dt 6 C2
3

T∫

0

‖v(t)‖2L4(Ω)3‖v(t)‖2V 0dt 6

6 C2
3‖v‖2L∞(0,T ;V 0)

T∫

0

‖v(t)‖2L4(Ω)3dt = C2
3‖v‖2L∞(0,T ;V 0)‖v‖2L2(0,T ;L4(Ω)3) 6

6 C2
3C2‖v‖2L∞(0,T ;V 0)‖v‖2L2(0,T ;V 1).

Откуда и следует требуемое неравенство (30).

Для дальнейшего доказательства нам потребуется следующее утверждение [11]:

Лемма 5. Предположим, что X и Y — два гильбертова пространства и X ⊂ Y с непрерыв-
ным оператором вложения i : X → Y , и i(X) плотно в Y . Далее, пусть X — сепарабельное
пространство и A : X → X∗ непрерывный линейный оператор. Предположим, что суще-
ствует α > 0 такое, что

〈Au, u〉 > α‖u‖2X , ∀u ∈ X.
Тогда, если a ∈ Y и f ∈ L2(0,T ;X

∗), то задача Коши

u′(t) +Au(t) = f(t), t ∈ (0,T ), (32)

u(0) = a (33)

имеет единственное решение

u ∈ L2(0,T ;X), u′ ∈ L2(0,T ;X
∗),

которое непрерывно зависит от f и a.
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Лемма 6. Для операторов L и K имеют место следующие свойства:
1) Оператор L : W2 → L2(0,T ;V

−2)×V 0 непрерывно обратим и обратный к нему оператор
L−1 : L2(0,T ;V

−1)× V 0 →W2 непрерывен.
2) Оператор K :W2 → L2(0,T ;V

−2)× V 0 вполне непрерывен.

Доказательство. 1) Покажем выполняемость условий леммы 5 для оператора νA + εA2 :
V 2 → V −2. Имеем:

〈νAv + εA2v, v〉 = 〈νAv,v〉+ 〈εA2v, v〉 = ν

∫

Ω

∇v : ∇vdx+ ε

∫

Ω

∆v∆vdx =

= ν‖v‖2V 1 + ε‖v‖2V 2 > ε‖v‖2V 2 .

Следовательно, выполнены все условия леммы 5, и оператор L является непрерывно обрати-
мым.

2) Доказательство утверждения этого пункта непосредственно следует из пункта 3 лем-
мы 4.

6. АПРИОРНЫЕ ОЦЕНКИ

В этом пункте мы докажем утверждения об априорных оценках решений семейства урав-
нений (25) или, что то же самое, семейства

v′ − λB(v) + νAv + εA2v = λf, (34)

v(0) = λa, λ ∈ [0,1]. (35)

Теорема 5. Если v ∈W2 — решение (30) для некоторого λ ∈ [0,1], то для него имеет место
оценка:

‖v‖2L∞(0,T ;V 0) 6
1

ν
‖f‖2L2(0,T ;V −1) + ‖a‖2V 0 ; (36)

ν‖v‖2L2(0,T ;V 1) 6
1

ν
‖f‖2L2(0,T ;V −1) + ‖a‖2V 0 ; (37)

ε‖v‖2L2(0,T ;V 2) 6
1

2ν
‖f‖2L2(0,T ;V −1) +

1

2
‖a‖2V 0 . (38)

Доказательство. Пусть v ∈ W2 — решение (34),(35) для некоторого λ ∈ [0,1]. Применим
уравнение (34) к функции v ∈W2.

Получим:
〈v′,v〉 − λ〈B(v),v〉 + ν〈Av,v〉 + ε〈A2v,v〉 = λ〈f,v〉.

Преобразуем слагаемые в последнем равенстве:

〈v′,v〉 = 1

2

d

dt
‖v(t)‖2V 0 ;

〈B(v),v〉 =
3∑

i,j=1

∫

Ω

vivj
∂vi
∂xj

=

3∑

i,j=1

∫

Ω

vj
1

2

∂

∂xj
(vivi)dx = −1

2

3∑

i,j=1

∫

Ω

∂vj
∂xj

vividx = 0;

ν〈Av,v〉 = ν

∫

Ω

∇v : ∇vdx = ν‖v‖2V 1 ;

ε〈A2v,v〉 = ε

∫

Ω

∆v∆vdx = ε‖v‖2V 2 .
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Таким образом, получили, что

1

2

d

dt
‖v(t)‖2V 0 + ν‖v(t)‖2V 1 + ε‖v(t)‖2V 2 = λ〈f(t),v(t)〉.

Оценим правую часть последнего равенства сверху:

|λ〈f(t),v(t)〉| 6 λ |〈f(t), v(t)〉| 6 ‖f(t)‖V −1‖v(t)‖V 1 6
1

2ν
‖f(t)‖2V −1 +

ν

2
‖v(t)‖2V 1 .

Здесь мы воспользовались неравенством:

ab 6
νa2

2
+
b2

2ν
.

Откуда получим:

1

2

d

dt
‖v(t)‖2V 0 +

ν

2
‖v(t)‖2V 1 + ε‖v(t)‖2V 2 6

1

2ν
6 ‖f‖2V −1 .

Умножая последнее неравенство на 2 и интегрируя от 0 до t, имеем:

‖v(t)‖2V 0 +

t∫

0

‖v(s)‖2V 1ds+ 2ε

t∫

0

‖v(s)‖2V 2ds 6
1

ν

t∫

0

‖f(s)‖2V −1ds + ‖a‖2V 0 .

Оценивая правую часть сверху и пользуясь неотрицательностью каждого слагаемого в левой
части, получаем три неравенства:

‖v(t)‖2V 0 6
1

ν
‖f‖2L2(0,T ;V −1) + ‖a‖2V 0 ;

t∫

0

‖v(s)‖2V 1ds 6
1

ν
‖f‖2L2(0,T ;V −1) + ‖a‖2V 0 ;

2ε

t∫

0

‖v(s)‖2V 2ds 6
1

ν
‖f‖2L2(0,T ;V −1) + ‖a‖2V 0 .

Так как в каждом из этих неравенств правая часть от t не зависит, то можно перейти к
максимуму по t в левой части. Откуда и получаем требуемые неравенства (36)–(38).

Теорема 6. Если v ∈W2 — решение (30) для какого то λ ∈ [0,1], то для него имеет место
оценка:

‖v′‖L2(0,T ;V −2) 6 C6‖f‖L2(0,T ;V −1) +
C5

ν
‖f‖2L2(0,T ;V −1) + C5‖u‖2V 0+ (39)

+

(
νC6 +

√
ε√
2

)√
1

ν
‖f‖2

L2(0,T ;V −1)
+ ‖a‖2

V 0 .

Доказательство. Пусть v ∈ W2 — решение (34),(35) для некоторого λ ∈ [0,1]. Тогда v
удовлетворяет уравнению:

v′ − λB(v) + νAv + εA2v = λf.
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Выразим отсюда v′ и оценим его по норме L2(0,T ;V
−2).

‖v′‖L2(0,T ;V −2) = ‖λf + λB(v)− νAv − εA2v‖L2(0,T ;V −2) 6

6 ‖λf‖L2(0,T ;V −2) + ‖λB(v)‖L2(0,T ;V −2) + ν‖Av‖L2(0,T ;V −2)+

+ ε‖A2v‖L2(0,T ;V −2) 6 λC6‖f‖L2(0,T ;V −1) + λ‖B(v)‖L2(0,T ;V −2)+

+ νC6‖Av‖L2(0,T ;V −1) + ε‖A2v‖L2(0,T ;V −2) 6 C6‖f‖L2(0,T ;V −1)+

+ C5‖v‖L2(0,T ;V 1)‖v‖L∞(0,T ;V 0) + νC6‖v‖L2(0,T ;V 1) +
√
ε‖v‖L2(0,T ;V 2) 6

6 C6‖f‖L2(0,T ;V −1) + C5

(
1

ν
‖f‖2L2(0,T ;V −1) + ‖a‖2V 0

)
+

+ νC6

√
1

ν
‖f‖2

L2(0,T ;V −1)
+ ‖a‖2

V 0 +
√
ε

√
1

2ν
‖f‖2

L2(0,T ;V −1)
+

1

2
‖a‖2

V 0 =

= C6‖f‖L2(0,T ;V −1) +
C5

ν
‖f‖2L2(0,T ;V −1) + C5‖a‖2V 0+

+

(
νC6 +

√
ε√
2

)√
1

ν
‖f‖2

L2(0,T ;V −1)
+ ‖a‖2

V 0 .

Это и дает нам требуемую оценку (39).

7. РАЗРЕШИМОСТЬ АППРОКСИМАЦИОННОГО УРАВНЕНИЯ

В прошлом пункте мы доказали оценки для решений семейства (25). А именно, для его
решений имеют место оценки (36), (38) и (39). Из этих оценок непосредственно следует, что
если v ∈W2 — решение семейства (25), то для него имеет место оценка:

‖v‖W2 6 C7, (40)

где константа C зависит вообще говоря от 1
ε .

На основе этой оценки и степени Лере-Шаудера вполне непрерывных векторных полей мы
докажем следующую теорему о существовании решений аппроксимационной задачи.

Теорема 7. Для любых ε > 0, f ∈ L2(0,T ;V
−1), a ∈ V 0 существует хотя бы одно слабое

решение аппроксимационной задачи (16)–(20).

Доказательство. Так как задача о слабых решениях аппроксимационной задачи (16)–(20)
эквивалентна задаче о существовании решения v ∈ W2 операторного уравнения (24), то до-
кажем разрешимость операторного уравнения (24).

Отметим, что семейство операторных уравнений (25) совпадает с (24) при λ = 1.
В силу оценки (40) все решения v ∈ W2 семейства операторных уравнений (25) заведомо

лежат внутри шара BR радиуса R = C7 + 1 с центром в нуле.
Так как в силу леммы 6 оператор K(·) вполне непрерывен, то оператор K + (f,a) также

будет вполне непрерывен.
Поскольку в силу той же леммы 6 оператор L непрерывно обратим, то оператор G(λ,v) =

λL−1 (K(v) + (f,a)) будем вполне непрерывен по совокупности переменных как суперпозиция
вполне непрерывного и непрерывного операторов, а также в связи с тем, что это линейная
гомотопия.

Таким образом, (25) можно переписать в виде

v − λG(v) = 0, (41)
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и для вполне непрерывного векторного поля I − λG(·) определена степень Лере-Шаудера:

degLS (I − λG,BR,0) .

В силу свойства гомотопической инвариантности степени Лере-Шаудера:

degLS (I,BR,0) = degLS (I −G,BR,0) .

Но в силу аксиомы нормировки degLS (I,BR,0) = 1.
Следовательно,

degLS (I −G,BR,0) = 1.

Откуда получаем, что уравнение (41) при λ = 1 имеет решение v ∈W2. Следовательно, и
операторное уравнение (24) имеет хотя бы одно решение.

8. ПРЕДЕЛЬНЫЙ ПЕРЕХОД

В силу теоремы 6 для каждого ε > 0 существует решение аппроксимационной задачи
(16)–(20), и для этого решения имеют место оценки (36), (37), (38) и (39).

Рассмотрим последовательность {εn}, εn → 0, при n→ ∞. Тогда при каждом εn существу-
ет решение vn ∈ W2 ⊂ W1, удовлетворяющее для любого ϕ ∈ V 2 при почти всех t ∈ (0,T )
равенству:

〈v′n,ϕ〉 −
n∑

i,j=1

∫

Ω

(vn)i(vn)j
∂ϕj

∂xi
dx+ ν

∫

Ω

∇vn : ∇ϕdx+ εn

∫

Ω

∆vn∆ϕdx = 〈f,ϕ〉 (42)

и начальному условию
vn(0) = a. (43)

В силу оценки (36) последовательность {vn} ограничена в L∞(0,T ;V 0). Следовательно, без
ограничения общности, в случае необходимости, переходя к подпоследовательности, vn → u
∗-слабо в L∞(0,T ;V 0). В силу оценки (37) последовательность vn без ограничения общности
слабо сходится к функции u в L2(0,T ;V

1). Следовательно,

ν

∫

Ω

∇vn : ∇ϕdx→ ν

∫

Ω

∇u : ∇ϕdx при n→ ∞.

В силу оценки (38) последовательность
√
εnvn ограничена в L2(0,T ;V

2). Откуда, в случае
необходимости переходя к подпоследовательности,

√
εnvn → w в L2(0,T ;V

2).

Таким образом, поскольку
√
εn → 0 при n→ ∞, имеем, что

εn

∫

Ω

∆vn∆ϕdx =
√
εn


√

εn

∫

Ω

∆vn∆ϕdx


→ 0 при n→ ∞.

Далее, в силу оценки (39) последовательность v′n сходится слабо (в случае необходимости
перехода к подпоследовательности) к u′ в L2(0,T ;V

−2). То есть,

〈v′n,ϕ〉 → 〈u′,ϕ〉 при n→ ∞.

ВЕСТНИК ВГУ. СЕРИЯ: ФИЗИКА. МАТЕМАТИКА. 2017. № 3 139



В. Г. Звягин, А. В. Звягин, М. В. Турбин

Наконец, по теореме Обена-Дубинского-Симона (теорема 4) имеет место компактное вло-
жение

W1 →֒ L2(0,T ;L4(Ω)
4).

Поэтому последовательность vn → u сильно в L2(0,T ;L4(Ω)
4) при n → ∞. Откуда для кон-

вективного члена:

n∑

i,j=1

∫

Ω

(vn)i(vn)j
∂ϕj

∂xi
dx→

n∑

i,j=1

∫

Ω

uiuj
∂ϕj

∂xi
dx при n→ ∞.

Здесь (vn)i сходится ∗-слабо в L∞(0,T ;V 0), (vn)j сходится сильно в L2(0,T ;L4(Ω)). Поэтому
(vn)i(vn)j сходится слабо в L2(0,T ;L4/3(Ω)).

Поскольку vn(0) = a и vn → u слабо в L2(0,T ;V
1) и v′n → u′ слабо в L2(0,T ;V

−2), то
vn(0) → u(0) слабо, например, V −2 и u(0) = a.

Таким образом, переходя к пределу при ε → 0 в (42), (43), мы получили, что существует
функция u ∈W1, которая удовлетворяет соотношению

〈u′,ϕ〉 −
n∑

i,j=1

∫

Ω

uiuj
∂ϕj

∂xi
+ ν

∫

Ω

∇u : ∇ϕdx = 〈f,ϕ〉 (44)

и начальному условию
u(0) = a. (45)

9. РЕГУЛЯРНОСТЬ РЕШЕНИЯ

В прошлом пункте мы доказали существование слабого решения начально-краевой задачи
(1)-(4), принадлежащего пространству W1. То есть, для любого f ∈ L2(0,T ;V

−1) и любого
a ∈ V 0 существует функция v ∈W1, являющаяся слабым решением начально-краевой задачи
(1)-(4). Или, что то же самое, эта функция v ∈ W1, должна удовлетворять равенству (44) и
начальному условию (45).

Поскольку в (44) пробная функция ϕ ∈ V 2 произвольна, то слабое решение u ∈ W1

начально-краевой задачи (1)-(4) должно удовлетворять операторному уравнению

u′ −B(u) + νAu = f (46)

и начальному условию (45). Отметим, что равенство (46) имеет место в L2(0,T ;V
−2).

Несмотря на то, что данное равенство имеет место в L2(0,T ;V
−2), его правая часть f по

условию принадлежит L2(0,T ;V
−1). Далее, νAv ∈ L2(0,T ;V

−1) (пункт 2 леммы 3). В силу
известной оценки Ладыженской:

‖B(v)‖L4/3(0,T ;V −1) 6




T∫

0

‖B(v(t))‖4/3
V −1dt




3/4

6

6 C8




T∫

0

‖v(t)‖2/3
V 0 ‖v(t)‖2V 1dt




3/4

6 C8


‖v‖2/3

L∞(0,T ;V 0)

T∫

0

‖v(t)‖2V 1dt




3/4

6

6 C8‖v‖1/2L∞(0,T ;V 0)
‖v‖3/2

L2(0,T ;V 1)
.

Получим, что B(v) ∈ L4/3(0,T ;V
−1).
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Таким образом, выражая из (46) функцию u′, получим, что

u′ = f +B(u)− νAu ∈ L4/3(0,T ;V
−1).

Следовательно, мы получили, что два функционала из L2(0,T ;V
−2) равны. Но так как

один из них принадлежит L4/3(0,T ;V
−1), то второй также принадлежит L4/3(0,T ;V

−1). Та-
ким образом, u′ ∈ L4/3(0,T ;V

−1). Таким образом, полученное слабое решение начально-
краевой задачи (1)-(4) принадлежит пространству W0, что и завершает доказательство тео-
ремы 2.
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